Auxiliar #6 MA12A

Miguel Angel Carrasco.

1 Resumen

1.1 Desarrollo de Taylor

Este consiste simplemente en “aproximar” una funcién f (derivable hasta el orden n + 1) por un
polinomio.
f" (o) f"(xo) £ (o)
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Ejemplo: Desarrollo de Taylor para e®, sen(z), cos(z) en torno a zg = 0
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1.2 Convexidad

Definicién: Sea I un intervalo en R, la funcién f: I — R es convexa en [ ssi Vzy,z9 € I 'y VA € [0,1]
se verifica que
fQzr+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= A)f(22)
Ejemplo: y = |z| es convexa
Teorema: Sea f: I — R dos veces diferenciable en T entonces f es convexa ssiVax €T f'(z) >0



1.3 Estudio de funciones

En general se pide:

1. Determinacién del dominio. Simetrias.

2. Determinacion de asintotas y ramas parabdlicas.

3. Puntos de corte con los ejes y signo de f(z).

4. Bosquejo de la curva.

5. Primera derivada. Crecimiento y valores extremos.

6. Segunda derivada. Concavidad y puntos de inflexién.
7. Tangentes a la curva en puntos especiales.

8. Calculo de puntos adicionales para dibujar el grafico.

9. Dibujo de la curva. Recorrido.



2 Problemas

P1.

P2.

P3.

P4.

P5.

P6.

P7.

P8.

. . , 3 .
Determinar el intervalo de ntimeros reales donde se puede calcular senz ~ z — % con 4 cifras
significativas.

Sea f(z)=V1+z

1. Escriba los 4 primeros términos del desarrollo de Maclaurin de f(z)

2. Demuestrequel-l—%—% <flz) <1+ 5siz>0
Suponga que f(zo) = f'(zg) = ... = f® V(z9) = 0 y que £ (z) es una funcién continua, con
F™(20) #0. Sea g(z) =z — % con f"(x) # 0 salvo para zy. Se pide

1. Definir g(z) de modo que sea continua en zg

2. Calcular, de la definicién de derivada, g¢'(z)
Ind: Sea h = x — zg y expanda en serie de Taylor f' y f” en torno a zy. Luego haga h — 0

Determinar el intervalo de niimeros reales para los que la férmula

2.2
Ntre=1+2_2
+x + 5 5

de un resultado con 3 cifras significativas.

Hacer el estudio analitico de

/(@) = wes
Hacer el estudio analitico del grafico de la funcién

(x4 1)3
(z - 1)

Sea f una funcién tal que f'(z) = —zf(z) con f(0) > 0. Sea g una funcién tal que ¢'(z) = zg(x)
con ¢g(0) > 0.

1. Probar que f - g es constante y ademas que f(z) >0V z € R, g(z) >0V z € R
2. Trazar el grificode fy g

Considere

« r=1

zIn(x
f(ac)z{ :1;7(1) r>0yx#1

Determine el valor de « para que f sea continua en R .
Analice la existencia de f'(z) para z > 0. En caso de existir, calcule f'.

Determine los puntos de continuidad de f’ en (0, 0c).

- W =

Asuma que f( existe para n > 2 y que es continua en 1. calcule una recurrencia para
£(™(1), utilizando la férmula de Leibnitz para (z — 1) f(z).

5. Encuentre el polinomio de Taylor de orden 3 para f en torno a 1.



3 Soluciones

. . , 3 .
P1. Determinar el intervalo de niimeros reales donde se puede calcular senz ~ z — %; con 4 cifras

significativas.
Sol: ; .
x x
senx =1 — ?4—0' I+R4(m)
pero
5 5
z ]
Rala)| = |5 cosé] < o
como queremos 4 cifras significativas entonces
5
x
&@)S%r<w4
5
por lo tanto |z| < Y20 = 0.41.
Notemos que estamos trabajando en radianes en consecuencia transformando a grados se tiene
que
@] < 23,5°

P2. Sea f(z) = V14«

1. Escriba los 4 primeros términos del desarrollo de Maclaurin de f(z)

2. Demuestrequel—i—%—%Sf(x)gl—i—%sixz(]

Sol: El desarrollo de Maclaurin es el desarrollo de Taylor pero en torno a zg = 0

F0) = 1
—92/3
) = P nego (0 =
-5/
) = 20D g o) = -2
—8/3
@) = DT oo £(0) = 10

1. El desarrollo de Maclaurin f(z) = f(0) + f'(0)z + f"(0)% + f(3)13—! + .-

Reemplazando
x 2 5z
~l+—-——+—
fe)y=l+3-5+5
2. Utilizando las férmulas del resto
T
=14+ Ry=1+———-—
f($) 0 3(1 + é_)2/3
como 0 < ¢ < x se tiene
f)<1+3



Tambien

T 332

=1 g g

nuevamente como 0 < ¢ < z haciendo ¢ = 0 se tiene
2

T oz
>14 2.7
P3. Suponga que f(zo) = f'(z0) = ... = f® V(z9) = 0 y que £ (z) es una funcién continua, con
F™(20) #0. Sea g(z) =z — ;,’,((‘?) con f"(x) # 0 salvo para zg. Se pide

1. Definir g(z) de modo que sea continua en xg

2. calcular, de la definicién de derivada, ¢'(zg)
Ind: Sea h = x — ¢ y expanda en serie de Taylor f' y f” en torno a xy. Luego haga h — 0.

Sol: El desarrollo de Taylor de f'y f”

fiiz) = f(zo) + " (@) (@ —m0) +- - + f(n)(&();(:iz)f())nl

F (&) (z = )" 2

0
o) = fMoo) + M) —wo) 4 T

-~

0

luego

™ (&o) (2 — w0)" ' (n = 2)! _ [ (&) (2 — m0)

f'(z)

f
f'@)  f™E) (@ —zo)n2(n = 1) fM(E)(n —1)

con &g, &1 entre x y g

1. Continuidad
F (&) (z — 20)

li =1 - =
lim g(z) = lim « e -
Luego g es continua si
P LG R #x
glx)={ TTTw T7
) r =X
2. Calculemos ¢'(xy) por definicién
T—T0 T — X
_ ™ (&) (@—z0)
= lim T I™E)m-y — 0
T—T0 r — X
ahora definiendo h = z — ¢ y tomando limite h — 0
h— (f)(")(ﬁo)h
/ - [ (&) (n—1)
g'(zo) e h
Notemos quesih -0 = & — zgy & — 2o
1 n—2




P4. Determinar el intervalo de niimeros reales para los que la férmula

272
Ate=14+2_ 22
+x + 3 5
de un resultado con 3 cifras significativas.
Sol: f(z)=+v1+=
N )
o) = =2
41+ 2) 9
n _
36(1 + )~ 14/°
" o

Escribamos el desarrollo de Maclaurin de f(x)

2% 36(1+¢&)71/08
1ot
fa)y=l+5-S55+ 125

con ¢ € (0,z)

queremos 3 cifras significativas luego el error debe ser menor que 1073

—14/5,.3 3
36(1+¢) T < 36 <10°3
125 125
despejando se obtiene que
< < 2
z T —
~ 36-103 ~ 536
P5. Hacer el estudio analitico de X
f(z) = zer

Sol:

— Dominio: f(z) estd bien definida V z salvo para = 0 luego Dom(f) = R\{0}

Ceros: no tiene

Limites importantes

. 1 . €x L'hop .. 1
lim zez = Iim 4 = lim ez — oo
z—0t z—0t p z—0t
. 1
Iim zez = 0
z—0~

— Asintotas verticales horizontales y oblicuas
* Verticales: en z = 0 donde lim f(z)= o0
z—0t

%+ Horizontales: no tiene



* Oblicuas:

lim
r—+oo g

f(z)

r—+o0

= lim e/ =1

m z(e'/® —1)

= lim f(z)-mz= 1
r—+o00 r—+o00
1
. ez —1 L'hop .
= lim T 2P Jim el/r =1
r— %00 S r— %00

xT

Asintota oblicua de ecuacién y =z + 1

— Crecimiento: Célculo de f'(z)

2
<

Oenz=1

Ossiz>1Vze<O0

Ossi0<z<1

— Concavidad e inflexiones: Célculo de f"(z)

— Gréfico:

f(=) =

1
€éx

3

f”(fE) > 0 siz >0 convexa
f”(fE) < 0siz <0 concava
(=00,0) | 0| (0,1) 1 [ (1,0)
f(z) ﬂ e
) >0 <0 0 >0
f(z) / ? N\ min Va
<0 >0 >0
f"(x) | Concava 3 | Convexa Convexa




— Recorrido:
Rec(f) = (—00,0) U (e, 00)

P6. Hacer el estudio analitico del gréafico de la funcion

(z +1)3
(z—1)

Sol:
— Dominio: Dom(f) = R\{1}

f es continua en su dominio y no es reparable en z = 1 pues lim1 f(z) =00
T—
— Ceros: f(r)=0enz = -1
— Asintotas verticales, horizontales y oblicuas:

*x Verticales: f posee una asintota vertical en z =1
* Horizontales: no tiene

* Oblicuas:
1 3
m = lim M:lim le
r—+oo g T—+oo x(x — 1)2
L o (z41)?
no= N fl)—me = lim o e
5a? + 2z 41

=95

= lim
z—t+oo 2 — 2+ 1

Asintota oblicua de ecuacién y =z + 5

— Crecimiento: Célculo de f'(x)

(z + 1)%(z — 5)

f’(gj) = (ZE — 1)3
fl(z) = 0Oenz=1V z=5
f'(x) > 0ssize (—oc,1)UI5,00)
f'(z) < O0ssize(1,5)



— Concavidad e inflexiones: Calculo de f”(x)

w24z +1)
f (ZE) - (ZE _ 1)4
f"(z) = 0sixz=—1punto de inflexién
f"(z) > 0size(—1,1)U(1,00) convexa
f"(z) < 0siz < —1 concava
— Grafico
(coo,—1) | -1] (-L,1) [1] @5 |5 (500
f(x) 0 7 7
) >0 >0 <0 <0
f'(x) / 0 / A N 0 /
<0 >0 >0 >0
f"(x) | Concava | 0 | Convexa | # | Convexa Convexa

Y

2712

X

— Recorrido: R

P7. Sea f una funcién tal que f'(x) = —zf(x) con f(0) > 0. Sea ¢g una funcién tal que ¢'(z) = zg(z)
con ¢g(0) > 0.

1. Probar que f - g es constante y ademas que f(z) >0V z € R, g(z) >0V z € R
2. Trazar el graficode fy g

Sol:
1. Sea h(z) = f(z)g(x), (h es derivable pues f y ¢ lo son)
o= (f-9)=Ffg+4df
W(x) = —zf(z)g(z) +zg(z)f(z) =0

como h/(z) = 0 Vz entonces h es constante
h(z) = Cte = f(0)g(0) > 0 luego f(z)g(z) > OVz



demostremos que f(z) > 0y g(z) > 0V x € R supongamos que esto no sucede, luego existe
7 tal que f(Z) < 0 como f es continua (pues es derivable) aplicando el TVI. se obtiene que
existe ¢ € R tal que f(c) = 0 lo cual es contradictorio pues f(z)g(z) >0V z

La demostracién es andloga para demostrar que g(z) > 0V z

2. Sabemos que f > 0, ademas f'(z) = —zf(z) luego

(@) = f(2)(2® = 1)

Notemos ademas que f”(z) =0en z = +1

(—OO,—l) -1 (_170) 0 (Oal) 1 (1700)
f(x) + + + +
f'(z) + + 0 - -
I (x) + 0 - - 0 +
Y
1 1 X

Figura 1: Gréfico de f

El grafico de g queda propuesto
Sol:

Y

X

Figura 2: Gréfico de ¢

P8. Considere

o] r=1

zIn(z)
f(m)z{ —1 T>0yxz#1
1. Determine el valor de « para que f sea continua en RY.

10



2. Analice la existencia de f'(z) para z > 0. En caso de existir, calcule f’.
3. Determine los puntos de continuidad de f’ en (0, o).

4. Asuma que f(" existe para n > 2 y que es continua en 1. calcule una recurrencia para
£(™(1), utilizando la férmula de Leibnitz para (z — 1) f(z).

5. Encuentre el polinomio de Taylor de orden 3 para f en torno a 1.
Sol :

1. Necesitamos calcular lirri f(z) aplicando L’hopital se tiene:
T—r

L’iop lim Inz+1

Luego a = 1.
2. —sixz # 1, f es suma, multiplicacion y composicién de funciones derivables luego f es
derivable y:
() (zlnz)(zx —1) —zlnz(z -1 =xz—Inz-1
X)) = =
(z — 1) (z — 1)
— si x =1, calculemos lim1 % si este limite existe f serd derivable en z =1
T—
i @ =1 S e —otd
z—1 z—1 _m—>1 z—1 _m—>1 (33—1)2
aplicando L’hopital
lim zlnz —z + 1 L'hop mn Inz+1-1
z—1 (33 — 1)2 N z—1 2(33 — 1)

notemos que Inz y £ — 1 — 0 si £ — 1, aplicamos nuevamente L’hopital a la ecuacién
anterior:

1 1
lim= ==
z—=1 T

. Inz L'hop 1
Iim — =" —
231 2(z — 1) 2

luego f'(1) = %

z—1-Inz
oy @=1)2 xr>0yz#1
/(@) { 12" z=1

— siz # 1, f'(z) es continua por suma, multiplicacién y composicién de funciones conti-

nuas.
— si z = 1 calculemos el lim f'(z):
z—1
. z—1—In% t'hop.,, 1-1 1. 1 1
lim~— =" lim—2%_ = — lim — = —
z—1 (:E — 1)2 z—1 2(1‘ — 1) 2212 2

se tiene que:

lim f'(z) = f'(1)

rz—1

luego f' es continua.

11



4. la formula de leibnitz:

n

n _
(f - g)(n) (z) = Z (k)f(n k)(w)g(k)(x)
k=0
donde g(z) = (z — 1), notemos que para k > 1 resulta que g*) = 0, entonces:

(F -9 (@) = 1P @) (@ = 1)+ nf ")

por otra parte (f - g)(z) =zlnz

(f-9W(x) = lmz+1
(F-9P@) = -

(F0P@) = =

(V@) = 5

(9@ = s,

igualando las ecuaciones anteriores y tomando = = 1:

(n—2)!

n

nfUV(1) = (=1)"(n - 2)t = f0(1) = (-1)"

5. El polinomio de Taylor de orden 3 de f en torno a zg estard dado por:

"x0)(z — z0)? ")z — x0)®
Ta) = fan) + 1 (wo) o — ) + AT =000 0] = )

tomando zg = 1 y utilizando las partes anteriores se obtiene:

(z -1 (z-1)°
2 6

T(x)zl-l—%(a:—l)-i-

12



4 Problemas Propuestos !

e Utilice un desarrollo de Taylor de orden dos para aproximar v/3, con al menos dos decimales
significativos.

e Escriba la serie de Maclaurin de la funcién f(z) = ze®

T

e Sea f(z) =1In (Zi’—m> donde a >0y |z| <a

1. Calcular £ (z) y luego f(™(0) para los casos n par y n impar.
2. Escriba el polinomio de Maclaurin de f con resto de orden n
3. Utilice los 3 primeros términos distintos de cero de dicho polinomio para calcular aproxima-

damente In3 (Ind: tome a = 1)

e Analice las siguientes funciones.

)_ In?(x)
2. f(z)=ex(1-1)
3. f(iE) _ ln;x)
4. flz) = &l

e Considere la funcién

_ e siz#0
f(x)_{() siz =0

1. Estudie f completamente indicando ceros, asintotas, puntos de corte con los ejes... etc.

2. Usando induccién demostrar que para todo k € N, para todo z # 0,

(1
10 =37, <_>
Z

donde las funciones p; satisfacen la recurrencia
_ 3 2.1
Prt1(8) = 28°pi(s) — s"pi(s),

con py(s) = 1.
3. Probar que las funciones p; son polinomios de grado 3k.

4. Usando induccién demostrar que para todo k € N, f*)(0) = 0.

'Sacar gufa de la direccién www.dim.uchile.cl/
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