
Auxiliar #6 MA12AMiguel Angel Carraso.1 Resumen1.1 Desarrollo de TaylorEste onsiste simplemente en \aproximar" una funi�on f (derivable hasta el orden n + 1) por unpolinomio.f(x) = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) + f 00(x0)2! (x� x0)2 + f 000(x0)3! (x� x0)3 + � � �+ f (n)(x0)n! (x� x0)n+ErrorDonde Error: Rn(x) = (x� x0)(x� �)n(n+ 1)! f (n+1)(�) (Cauhy)o bien Rn(x) = (x� x0)n+1(n+ 1)! f (n+1)(�) (Lagrange)on � entre x0 y xEjemplo: Desarrollo de Taylor para ex, sen(x), os(x) en torno a x0 = 0ex = 1 + x+ x22 + x33! + � � �+ xnn! � � �sen(x) = x� x33! + x55! � x77! � � �os(x) = 1� x22 + x44! � x66! � � �1.2 ConvexidadDe�nii�on: Sea I un intervalo en R, la funi�on f : I ! R es onvexa en I ssi 8x1; x2 2 I y 8� 2 [0; 1℄se veri�a que f(�x1 + (1� �)x2) � �f(x1) + (1� �)f(x2)Ejemplo: y = jxj es onvexaTeorema: Sea f : I ! R dos vees difereniable en I entones f es onvexa ssi 8 x 2 I f 00(x) > 01



1.3 Estudio de funionesEn general se pide:1. Determinai�on del dominio. Simetr��as.2. Determinai�on de as��ntotas y ramas parab�olias.3. Puntos de orte on los ejes y signo de f(x).4. Bosquejo de la urva.5. Primera derivada. Creimiento y valores extremos.6. Segunda derivada. Conavidad y puntos de inexi�on.7. Tangentes a la urva en puntos espeiales.8. C�alulo de puntos adiionales para dibujar el gr�a�o.9. Dibujo de la urva. Reorrido.
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2 ProblemasP1. Determinar el intervalo de n�umeros reales donde se puede alular senx � x � x33! on 4 ifrassigni�ativas.P2. Sea f(x) = 3p1 + x1. Esriba los 4 primeros t�erminos del desarrollo de Malaurin de f(x)2. Demuestre que 1 + x3 � x29 � f(x) � 1 + x3 si x � 0P3. Suponga que f(x0) = f 0(x0) = : : : = f (n�1)(x0) = 0 y que f (n)(x) es una funi�on ontinua, onf (n)(x0) 6= 0. Sea g(x) = x� f 0(x)f 00(x) on f 00(x) 6= 0 salvo para x0. Se pide1. De�nir g(x) de modo que sea ontinua en x02. Calular, de la de�nii�on de derivada, g0(x0)Ind: Sea h = x� x0 y expanda en serie de Taylor f 0 y f 00 en torno a x0. Luego haga h! 0P4. Determinar el intervalo de n�umeros reales para los que la f�ormula5p1 + x = 1 + x5 � 2x225de un resultado on 3 ifras signi�ativas.P5. Haer el estudio anal��tio de f(x) = xe 1xP6. Haer el estudio anal��tio del gr�a�o de la funi�ony = (x+ 1)3(x� 1)2P7. Sea f una funi�on tal que f 0(x) = �xf(x) on f(0) > 0. Sea g una funi�on tal que g0(x) = xg(x)on g(0) > 0.1. Probar que f � g es onstante y ademas que f(x) > 0 8 x 2 R, g(x) > 0 8 x 2 R2. Trazar el gr�a�o de f y gP8. Considere f(x) = ( x ln(x)x�1 x > 0 y x 6= 1� x = 11. Determine el valor de � para que f sea ontinua en R�+.2. Analie la existenia de f 0(x) para x > 0. En aso de existir, alule f 0.3. Determine los puntos de ontinuidad de f 0 en (0;1).4. Asuma que f (n) existe para n � 2 y que es ontinua en 1. alule una reurrenia paraf (n)(1), utilizando la f�ormula de Leibnitz para (x� 1)f(x).5. Enuentre el polinomio de Taylor de orden 3 para f en torno a 1.3



3 SoluionesP1. Determinar el intervalo de n�umeros reales donde se puede alular senx � x � x33! on 4 ifrassigni�ativas.Sol: senx = x� x33! + 0 � x44! +R4(x)pero jR4(x)j = jx55! os �j � jxj55!omo queremos 4 ifras signi�ativas entonesjR4(x)j � jxj55! � 10�4por lo tanto jxj � 5p5!�1010 = 0:41.Notemos que estamos trabajando en radianes en onseuenia transformando a grados se tieneque jxj � 23; 5ÆP2. Sea f(x) = 3p1 + x1. Esriba los 4 primeros t�erminos del desarrollo de Malaurin de f(x)2. Demuestre que 1 + x3 � x29 � f(x) � 1 + x3 si x � 0Sol: El desarrollo de Malaurin es el desarrollo de Taylor pero en torno a x0 = 0f(0) = 1f 0(x) = (1 + x)�2=33 luego f 0(0) = 13f 00(x) = �2(1 + x)�5=39 luego f 00(0) = �29f (3)(x) = 10(1 + x)�8=327 luego f 0(0) = 10271. El desarrollo de Malaurin f(x) = f(0) + f 0(0)x + f 00(0)x22 + f (3) x33! + � � �Reemplazando f(x) � 1 + x3 � x29 + 5x3812. Utilizando las f�ormulas del restof(x) = 1 +R0 = 1 + x3(1 + �)2=3omo 0 � � � x se tiene f(x) � 1 + x34



Tambien f(x) = 1 + x3 � x29(1 + �)5=3nuevamente omo 0 � � � x haiendo � = 0 se tienef(x) � 1 + x3 � x29P3. Suponga que f(x0) = f 0(x0) = : : : = f (n�1)(x0) = 0 y que f (n)(x) es una funi�on ontinua, onf (n)(x0) 6= 0. Sea g(x) = x� f 0(x)f 00(x) on f 00(x) 6= 0 salvo para x0. Se pide1. De�nir g(x) de modo que sea ontinua en x02. alular, de la de�nii�on de derivada, g0(x0)Ind: Sea h = x� x0 y expanda en serie de Taylor f 0 y f 00 en torno a x0. Luego haga h! 0.Sol: El desarrollo de Taylor de f 0 y f 00f 0(x) = f 0(x0) + f 00(x0)(x� x0) + � � �| {z }0 +f (n)(�0)(x� x0)n�1(n� 1)!f 00(x) = f 00(x0) + f 000(x0)(x� x0) + � � �| {z }0 +f (n)(�1)(x� x0)n�2(n� 2)!luego f 0(x)f 00(x) = f (n)(�0)(x� x0)n�1(n� 2)!f (n)(�1)(x� x0)n�2(n� 1)! = f (n)(�0)(x� x0)f (n)(�1)(n� 1)on �0; �1 entre x y x01. Continuidad limx!0 g(x) = limx!0x� f (n)(�0)(x� x0)f (n)(�1)(n� 1) = x0Luego g es ontinua si g(x) = ( x� f 0(x)f 00(x) x 6= x0x0 x = x02. Calulemos g0(x0) por de�nii�ong0(x0) = limx!x0 g(x) � g(x0)x� x0= limx!x0 x� f(n)(�0)(x�x0)f(n)(�1)(n�1) � x0x� x0ahora de�niendo h = x� x0 y tomando l��mite h! 0g0(x0) = limh!0 h� f(n)(�0)hf(n)(�1)(n�1)hNotemos que si h! 0 ) �0 ! x0 y �1 ! x0luego g0(x0) = 1� 1n� 1 = n� 2n� 15



P4. Determinar el intervalo de n�umeros reales para los que la f�ormula5p1 + x = 1 + x5 � 2x225de un resultado on 3 ifras signi�ativas.Sol: f(x) = 5p1 + x f 0(x) = (1 + x)�4=55f 00(x) = �4(1 + x)�9=525f 00(x) = 36(1 + x)�14=5125Esribamos el desarrollo de Malaurin de f(x)f(x) = 1 + x5 � 2x225 + 36(1 + �)�14=5x3125 on � 2 (0; x)queremos 3 ifras signi�ativas luego el error debe ser menor que 10�3�����36(1 + �)�14=5x3125 ����� � ����36x3125 ���� � 10�3despejando se obtiene que jx3j � 5336 � 103 ) jxj � 25 3p36P5. Haer el estudio anal��tio de f(x) = xe 1xSol:{ Dominio: f(x) est�a bien de�nida 8 x salvo para x = 0 luego Dom(f) = Rnf0g{ Ceros: no tiene{ L��mites importantes limx!0+ xe 1x = limx!0+ e 1x1x L0hop= limx!0+ e 1x !1limx!0� xe 1x = 0{ Asintotas vertiales horizontales y obliuas� Vertiales: en x = 0 donde limx!0+ f(x) =1� Horizontales: no tiene 6



� Obliuas: m = limx!�1 f(x)x = limx!�1 e1=x = 1n = limx!�1 f(x)�mx = limx!�1x(e1=x � 1)= limx!�1 e 1x � 11x L0hop= limx!�1 e1=x = 1As��ntota obliua de euai�on y = x+ 1{ Creimiento: C�alulo de f 0(x) f 0(x) = e1=x(x� 1)xf 0(x) = 0 en x = 1f 0(x) � 0 ssi x � 1 _ x � 0f 0(x) < 0 ssi 0 < x < 1{ Conavidad e inexiones: C�alulo de f 00(x)f 00(x) = e 1xx3f 00(x) > 0 si x > 0 onvexaf 00(x) < 0 si x < 0 onava{ Gr�a�o: (�1; 0) 0 (0; 1) 1 (1;1)f(x) � ef 0(x) >0% � <0& 0min >0%f 00(x) <0Conava � >0Convexa >0Convexa
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{ Reorrido: Re(f) = (�1; 0) [ (e;1)P6. Haer el estudio anal��tio del gr�a�o de la funi�ony = (x+ 1)3(x� 1)2Sol:{ Dominio: Dom(f) = Rnf1gf es ontinua en su dominio y no es reparable en x = 1 pues limx!1 f(x) =1{ Ceros: f(x) = 0 en x = �1{ As��ntotas vertiales, horizontales y obliuas:� Vertiales: f posee una as��ntota vertial en x = 1� Horizontales: no tiene� Obliuas: m = limx!�1 f(x)x = limx!�1 (x+ 1)3x(x� 1)2 = 1n = limx!�1 f(x)�mx = limx!�1 (x+ 1)3(x� 1)2 � x= limx!�1 5x2 + 2x+ 1x2 � 2x+ 1 = 5As��ntota obliua de euai�on y = x+ 5{ Creimiento: C�alulo de f 0(x) f 0(x) = (x+ 1)2(x� 5)(x� 1)3f 0(x) = 0 en x = 1 _ x = 5f 0(x) � 0 ssi x 2 (�1; 1) [ [5;1)f 0(x) < 0 ssi x 2 (1; 5)8



{ Conavidad e inexiones: C�alulo de f 00(x)f 00(x) = 24(x+ 1)(x� 1)4f 00(x) = 0 si x = �1 punto de inexi�onf 00(x) � 0 si x 2 (�1; 1) [ (1;1) onvexaf 00(x) < 0 si x < �1 onava{ Gr�a�o (�1;�1) �1 (�1; 1) 1 (1; 5) 5 (5;1)f(x) 0 � 272f 0(x) >0% 0 >0% � <0& 0 <0%f 00(x) <0Conava 0 >0Convexa � >0Convexa >0Convexa
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{ Reorrido: RP7. Sea f una funi�on tal que f 0(x) = �xf(x) on f(0) > 0. Sea g una funi�on tal que g0(x) = xg(x)on g(0) > 0.1. Probar que f � g es onstante y ademas que f(x) > 0 8 x 2 R, g(x) > 0 8 x 2 R2. Trazar el gr�a�o de f y gSol:1. Sea h(x) = f(x)g(x), (h es derivable pues f y g lo son)h0 = (f � g)0 = f 0g + g0fh0(x) = �xf(x)g(x) + xg(x)f(x) = 0omo h0(x) = 0 8x entones h es onstanteh(x) = Cte = f(0)g(0) > 0 luego f(x)g(x) > 08x9



demostremos que f(x) > 0 y g(x) > 0 8 x 2 R supongamos que esto no suede, luego existe�x tal que f(�x) < 0 omo f es ontinua (pues es derivable) apliando el TVI. se obtiene queexiste  2 R tal que f() = 0 lo ual es ontraditorio pues f(x)g(x) > 0 8 xLa demostrai�on es an�aloga para demostrar que g(x) > 08 x2. Sabemos que f > 0, ademas f 0(x) = �xf(x) luegof 00(x) = f(x)(x2 � 1)Notemos ademas que f 00(x) = 0 en x = �1(�1;�1) -1 (�1; 0) 0 (0; 1) 1 (1;1)f(x) + + + +f 0(x) + + 0 - -f 00(x) + 0 - - 0 +
X

Y

-1 1Figura 1: Gr�a�o de fEl gr�a�o de g queda propuestoSol:
X

Y

g(0)Figura 2: Gr�a�o de gP8. Considere f(x) = ( x ln(x)x�1 x > 0 y x 6= 1� x = 11. Determine el valor de � para que f sea ontinua en R�+.10



2. Analie la existenia de f 0(x) para x > 0. En aso de existir, alule f 0.3. Determine los puntos de ontinuidad de f 0 en (0;1).4. Asuma que f (n) existe para n � 2 y que es ontinua en 1. alule una reurrenia paraf (n)(1), utilizando la f�ormula de Leibnitz para (x� 1)f(x).5. Enuentre el polinomio de Taylor de orden 3 para f en torno a 1.Sol :1. Neesitamos alular limx!1 f(x) apliando L'hopital se tiene:limx!1 f(x) L0hop= limx!1 lnx+ 11 = 1Luego � = 1.2. { si x 6= 1, f es suma, multipliai�on y omposii�on de funiones derivables luego f esderivable y: f 0(x) = (x lnx)0(x� 1)� x lnx(x� 1)0(x� 1)2 = x� lnx� 1(x� 1)2{ si x = 1, alulemos limx!1 f(x)�f(1)x�1 si este l��mite existe f ser�a derivable en x = 1limx!1 f(x)� f(1)x� 1 = limx!1 x lnxx�1 � 1x� 1 = limx!1 x lnx� x+ 1(x� 1)2apliando L'hopital limx!1 x lnx� x+ 1(x� 1)2 L0hop= limx!1 lnx+ 1� 12(x� 1)notemos que lnx y x� 1 ! 0 si x ! 1, apliamos nuevamente L'hopital a la euai�onanterior: limx!1 lnx2(x� 1) L0hop= 12 limx!1 1x = 12luego f 0(1) = 123. f 0(x) = ( x�1�lnx(x�1)2 x > 0 y x 6= 11=2 x = 1{ si x 6= 1, f 0(x) es ontinua por suma, multipliai�on y omposii�on de funiones onti-nuas.{ si x = 1 alulemos el limx!1 f 0(x):limx!1 x� 1� lnx(x� 1)2 L0hop= limx!1 1� 1x2(x� 1) = 12 limx!1 1x = 12se tiene que: limx!1 f 0(x) = f 0(1)luego f 0 es ontinua. 11



4. la formula de leibnitz: (f � g)(n)(x) = nXk=0�nk�f (n�k)(x)g(k)(x)donde g(x) = (x� 1), notemos que para k > 1 resulta que g(k) = 0, entones:(f � g)(n)(x) = f (n)(x) � (x� 1) + nf (n�1)(x)por otra parte (f � g)(x) = x lnx(f � g)(1)(x) = lnx+ 1(f � g)(2)(x) = 1x(f � g)(3)(x) = �1x2(f � g)(4)(x) = 2x3...(f � g)(n)(x) = (�1)n (n� 2)!xn�1 n � 2igualando las euaiones anteriores y tomando x = 1:nf (n�1)(1) = (�1)n(n� 2)!) f (n�1)(1) = (�1)n (n� 2)!n5. El polinomio de Taylor de orden 3 de f en torno a x0 estar�a dado por:T (x) = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) + f 00(x0)(x� x0)22 + f 000(x0)(x� x0)33!tomando x0 = 1 y utilizando las partes anteriores se obtiene:T (x) = 1 + 12(x� 1) + (x� 1)22 � (x� 1)36
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4 Problemas Propuestos 1� Utilie un desarrollo de Taylor de orden dos para aproximar p3, on al menos dos deimalessigni�ativos.� Esriba la serie de Malaurin de la funi�on f(x) = xex� Sea f(x) = ln�a+xa�x� donde a > 0 y jxj < a1. Calular f (n)(x) y luego f (n)(0) para los asos n par y n impar.2. Esriba el polinomio de Malaurin de f on resto de orden n3. Utilie los 3 primeros t�erminos distintos de ero de diho polinomio para alular aproxima-damente ln 3 (Ind: tome a = 1)� Analie las siguientes funiones.1. f(x) = xln2(x)2. f(x) = e 1x (1� 1x)3. f(x) = ln(x)x4. f(x) = (2x�1)24x e 1x� Considere la funi�on f(x) = (e� 1x2 si x 6= 00 si x = 01. Estudie f ompletamente indiando eros, as��ntotas, puntos de orte on los ejes... et.2. Usando indui�on demostrar que para todo k 2 N; para todo x 6= 0;f (k) = e� 1x2 pk� 1x�donde las funiones pk satisfaen la reurreniapk+1(s) = 2s3pk(s)� s2p0k(s);on p0(s) � 1:3. Probar que las funiones pk son polinomios de grado 3k:4. Usando indui�on demostrar que para todo k 2 N; f (k)(0) = 0:
1Saar gu��a de la direi�on www.dim.uhile.l/ 13


