
Auxiliar #3 MA12AMiguel Angel Carraso.1 Resumen1.1 Algebra de derivadasSean f; g : [a; b℄! R funiones difereniables en x0 2 (a; b)1. (f + g)0(x0) = f 0(x0) + g0(x0)2. (�f)0 = �f 0(x0) (8� 2 R)3. (fg)0(x0) = �f 0g + g0f�(x0)4. (fg )0(x0) = �f 0g�g0fg2 �(x0) (siempre que g(x0) 6= 0)1.2 Algunas derivadas importantes1. (x�)0 = �x��1, � 2 R2. (ex)0 = ex3. (ln(x))0 = 1x (on x > 0)4. (sen x)0 = os x5. (os x)0 = � senxTeorema 1.1 (derivada de una omposii�on de funiones) Sea f difereniable en x0 y g dife-reniable en y0 = f(x0) entones g Æ f es difereniable en x0 y se umple que:(g Æ f)0(x0) = g0(f(x0)) � f 0(x0)Ejemplo: (sen(tan(x2)))0 = os(tan(x2)) se2(x2)2x1



1.3 Derivada de la funi�on inversaSea f : [a; b℄! [; d℄ ontinua y biyetiva. Sea x0 2 (a; b), si f es derivable en x0 y f 0(x0) 6= 0 entonesf�1 es derivable en y0 = f(x0) y (f�1)0(y0) = 1f 0(x0) = 1f 0(f�1(y0))Ejemplo: Derivada de la funi�on x = ln(y)(ln y)0 = 1ex = 1eln y = 1yPropuesto: Demuestre que� (arsen)0(x) = 1p1�x2� (aros)0(x) = � 1p1�x2� (artan)0(x) = 11+x2� (arg senh)0(x) = 1p1+x2� (arg osh)0(x) = 1px2�1� (arg tanh)0(x) = 11�x21.4 Derivada de la funi�on impl��itaNo siempre en una funi�on es posible despejar y = f(x), en estos asos derivaremos \y" por la \reglade la adena" omo si fuera una variable dependiente de x.Ejemplo: y 23 � x = 0 ��� ddx23y 23�1 � y0 = 1Este aso es senillo, inluso podemos despejar y = f(x) pero no siempre seran problemas de este tipo.Por ejemplo: Calule ddx de yx+ sen(x2y)� 2x ln y � 1 = 0
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2 ProblemasP1. Sean fi funiones de R! R (derivables), donde i : 1; � � � ; n. Sea Gn = f1(f2(� � � (fn(x))) � � � ))Demuestre que: G0n(x) = nYi=1 f 0i(fi+1(fi+2(� � � (fn(x)) � � � ))P2. Se sabe que la funi�on f(x) satisfae la euai�on diferenial:f 00(x)� kf 0(x) = f(x)Demostrar que la funi�on g(x) = f(x)e�kx satisfae la euai�on diferenial:g00(x) + kg0(x) = g(x)P3. Determinar las derivadas de las siguientes funiones:1. y = 3q1 + tan( x1+x2 )2. y = sen(xos x) + os(xsenx)3. y = nqx�tan xx+sex4. y = arsen � 3 senx4+5 osx�P4. Sea f(x) = � senn(x)x x 6= 00 x = 0Determinar los valores de n 2 N para que:1. f sea ontinua en R2. f sea derivable en R3. f 0 sea ontinua en R
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3 SoluionesP1. Sean fi funiones de R! R (derivables), donde i : 1; � � � ; n. Sea Gn = f1(f2(� � � (fn(x)) � � � ))Demuestre que: G0n(x) = nYi=1 f 0i(fi+1(fi+2(� � � (fn(x)) � � � ))Sol: Por indui�on sobre n. n = 1 G(x) = f1(x)G0(x) = f 01(x) = 1Yi=1 f 0i(x)supongamos que para n se umple que:G0n(x) = nYi=1 f 0i(fi+1(fi+2(� � � (fn(x)) � � � ))entones para n+ 1 notemos que Gn+1(x) = (Gn Æ fn+1)(x)) G0n+1(x) = Gn(fn+1(x)) � f 0n+1(x)Hip= " nYi=1 f 0i(fi+1(� � � (fn(fn+1(x))) � � � )# � f 0n+1(x)= n+1Yi=1 f 0i(fi+1(� � � (fn+1(x)) � � � )P2. Se sabe que la funi�on f(x) satisfae la euai�on diferenial:f 00(x)� kf 0(x) = f(x)Demostrar que la funi�on g(x) = f(x)e�kx satisfae la euai�on diferenial:g00(x) + kg0(x) = g(x)Sol: g0(x) = f 0(x)e�kx + f(x)(�ke�kx) = e�kx(f 0(x)� kf(x))g00(x) = �ke�kx(f 0(x)� kf(x)) + e�kx(f 00(x)� kf 0(x)| {z }f(x) )) g00(x) = �ke�kx(f 0(x)� kf(x)) + e�kxf(x)reemplazando:g00(x) + kg0(x) = he�kxf(x)� ke�kx�f 0(x)� kf(x)�i+ k he�kx�f 0(x)� kf(x)�i= e�kxf(x) = g(x) 4



P3. Determinar las derivadas de las siguientes funiones:1. y = 3q1 + tan( x1+x2 )2. y = sen(xos x) + os(xsenx)3. y = nqx�tan xx+sex4. y = arsen � 3 senx4+5 osx�Sol:1. y = 3q1 + tan( x1+x2 )� 3r1 + tan( x1 + x2 )�0 = 13 �1 + tan� x1 + x2��� 23 � se2 � x1 + x2� � 1� x2(1 + x2)22. y = sen(xos x) + os(xsenx)utilizando la regla de la adenadydx = os(xos x)(xos x)0 � sen(xsenx)(xsen x)0Calulemos (xosx)0 : y = xosxln y = os x lnxderivando y0y = 1x os x+ (� senx) lnxluego: y0 = y�os xx � senx lnx�= xosx�os xx � senx lnx�analogamente se obtiene la derivada de xsenx.Reemplazando ambas expresiones en la original se obtiene el resultado.3. y = nqx�tan xx+sex y = �x� tanxx+ se x� 1ny0 = 1n �x� tan xx+ se x� 1n�1 ��x� tanxx+ se x�0Utilizando la f�ormula de la derivada de una divisi�on �(fg )0 = f 0g�g0fg2 � se tiene:�x� tanxx+ se x�0 = (1� se2 x)(x+ se x)� (1 + sex tan x)(x� tanx)(x� tan x)2Reemplazando esto �ultimo en la euai�on anterior se obtiene el resultado.5



4. y = arsen � 3 senx4+5 osx�, propuesto.P4. Sea f(x) = � senn(x)x x 6= 00 x = 0Determinar los valores de n 2 N para que:1. f sea ontinua en R2. f sea derivable en R3. f 0 sea ontinua en RSol:1. Si x 6= 0, f(x) es ontinua (uoiente de ontinuas), >Que pasa en \ 0 " ?limx!0 f(x) = limx!0 senx senn�1(x)x= limx!0 senxx � limx!0 senn�1(x)= 0 = f(0)Esto solo se tiene si n� 1 > 0, y por lo tanto f es ontinua en R , n > 1.2. Calulemos f 0(x) para x 6= 0:f 0(x) = x � n senn�1(x) � os x� senn xx2Ahora para x = 0: f 0(0) = limx!0 f(x)� f(0)x= limx!0 senn xx � 0x= limx!0 senn xx2y este l��mite existe solo si n � 2, ademas:f 0(0) = � 0 n > 21 n = 2Notemos que si n = 1, f(x) no es ontinua y por lo tanto tampoo es derivable.3. Calulemos limx!0 f 0(x)limx!0 f 0(x) = limx!0 x � n senn�1(x) os x� senn xx2= limx!0n os x senn�2(x)sen xx � senn�2(x)sen2 xx26



Si n = 2 limx!0 f 0(x) = 1Si n > 2 limx!0 f 0(x) = 0Luego f 0 es ontinua en 0 para n � 2; para x 6= 0 y n � 2 se tiene que f 0 es ontinua por �algebrade funiones ontinuas. Por lo tanto f 0 es ontinua en R 8 n � 2.
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