Auxiliar #3 MA12A

Miguel Angel Carrasco.

1 Resumen

1.1 Algebra de derivadas

Sean f, g : [a,b] = R funciones diferenciables en zy € (a,b)
L (f +9) (o) = f'(z0) + ¢ (z0)
2. (af) = af'(xy) (Va € R)
3. (f9)'(z0) = (f'g+g'f)(w0)

4. (g)l(mo) = (flgggglf) (o) (siempre que g(xg) # 0)

1.2 Algunas derivadas importantes

senz) = cosz

(
(
3. (In(z)) =1 (con z > 0)
(
(

Teorema 1.1 (derivada de una composicién de funciones) Sea f diferenciable en zo y g dife-
renciable en yo = f(xg) entonces g o f es diferenciable en zy y se cumple que:

(90 f) (w0) = g'(f(z0)) - f'(w0)

Ejemplo:
(sen(tan(z?)))" = cos(tan(z?)) sec?(x?)2z



1.3 Derivada de la funcion inversa

Sea f: [a,b] — [c,d] continua y biyectiva. Sea z¢ € (a,b), si f es derivable en zy y f'(zg) # 0 entonces
f~! es derivable en yg = f(z0) y

Ejemplo: Derivada de la funcién z = In(y)

1
P - = -
(ny)' ===+ ;

Propuesto: Demuestre que

e (arcsen)'(z) =

1—a?
e (arccos)(z) = — 11712
e (arctan)'(z) = ﬁ
e (argsenh)'(z) = 1112
e (argcosh)(z) = ILI

(arg tanh)’(z) = =

1.4 Derivada de la funcién implicita

No siempre en una funcién es posible despejar y = f(z), en estos casos derivaremos “y” por la “regla

de la cadena” como si fuera una variable dependiente de .

Ejemplo:

2 2.4
—23 . — 1
3Y Y
Este caso es sencillo, incluso podemos despejar y = f(z) pero no siempre seran problemas de este tipo.
Por ejemplo: Calcule g—x de

yz + sen(z?y) —2zlny —1=10



2 Problemas

P1.

P2.

P3.

P4.

Sean f; funciones de R — R (derivables), donde i: 1,--- ,n. Sea G, = fi(fa(--- (fn(z))) -

Demuestre que:

Gr(z) = [[ £i(fisa(fixal - (fal@)) )

=1

Se sabe que la funcién f(z) satisface la ecuacién diferencial:

f'(@) = kf'(z) = f(2)

Demostrar que la funcién g(z) = f(z)e™*® satisface la ecuacién diferencial:
9" (@) + kg'(z) = g(=)

Determinar las derivadas de las siguientes funciones:

Loy = {1+ tan(57)

2. y = sen(z®?) + cos(z%"7T)
by = i
4. y = arcsen (4_?_;"2)‘:90)

Sea

Determinar los valores de n € N para que:

1. f sea continua en R
2. f sea derivable en R

3. f' sea continua en R



3 Soluciones

P1.

P2.

Sean f; funciones de R — R (derivables), donde i: 1,--- ,n. Sea Gy, = fi(fa(- - (fn(z)) -

Demuestre que:
n

G’n(m) = Hfil(fi-l-l(fi-l-Q(' c(fnlz) )

Sol: Por inducciéon sobre n.

supongamos que para n se cumple que:
G (z) =[] fi(fisa(fizal- - (fulz)) - ++))
i1

entonces para n + 1 notemos que Gp41(z) = (Gpn 0 fnt1)(x)

G;l+1(x) = Gn(fn+1($))'f7/l+1($)
2L A Ul @) ) |+ fhga (@)
i=1
n+1

= I A (Fara(@) )
=1

Se sabe que la funcién f(z) satisface la ecuacién diferencial:

f'(@) = kf'(z) = f(2)

Demostrar que la funcién g(z) = f(z)e™*® satisface la ecuacién diferencial:

g"(x) + kg'(z) = g(x)

Sol:
g(@) = fl@e ™+ f@)(—ke ™) = e *(f'(z) - kf (z))
g"(x) = —ke P(f'(z) = kf(z)) + e (" (@) ~ kf'(x))
f(z)
cog'(m) = —ke T (f! (@) — kf(x) + e f (x)
reemplazando:

g"(@)+kg'(2) = [e 5 (@) ke F(f(2) — k(@) ]| + ke F(F(@) - kf ()]
= ¢ Mf(z) = gla)

)



P3. Determinar las derivadas de las siguientes funciones:

—_

= W N

Sol:

-y = {1+ tan(57)

y= ¢ 1+tan(1fx2)

y = Sen(mcosx) + Cos(msenz)
_ nf/x—t

Y=/ iFsec

y = arcsen (7755.0°)

i _2
T 1 T 3 T 1—=x
31 t -3 1 t ( ) . 2( )l
(\/ + an(1+x2)> 3( T\ T2 ) O\ W22

.y = sen(z%) 4 cos(z*"7)

utilizando la regla de la cadena

d_y — COS($COSI)($COSI)I _ Sen(l‘senz)(l‘senx)l
dz
Calculemos (z°*7)" .
y — 1:COSQE
Iny = coszlnzx
Y 1
derivando — = —cosz + (—senz)Ilnz
Y x
, COS T
luego: y = y( — sena:lna:)
ascos"”(w - sena:lna:)

analogamente se obtiene la derivada de z%"7.
Reemplazando ambas expresiones en la original se obtiene el resultado.

_ np/x—tanz
Y= r+secx

1
r—tanz\n
y = —
T +secx
, 1 (fz—tanz wl z—tanz )’
v n \ T +secr T +secr
Utilizando la férmula de la derivada de una divisién ((5)’ = f’gg;;;’f) se tiene:

(a: — tanw)' (1 —sec?z)(z +secx) — (1 + secx tan x)(z — tan )

zt+secs ) (z — tanz)?

Reemplazando esto tltimo en la ecuacién anterior se obtiene el resultado.



3senx
44-5cosx

4. y = arcsen ( ), propuesto.

P4. Sea

sen”(x)
={ 55 I

Determinar los valores de n € N para que:

1. f sea continua en R
2. f sea derivable en R

3. f! sea continua en R

Sol:

1. Siz #0, f(z) es continua (cuociente de continuas), ;Que pasa en “ 0”7 ?

sen z sen™ ! (z)

2= i
= lim 222 i sen" "1 ()
z—0 I z—0
= 0=f(0)

Esto solo se tiene si n — 1 > 0, y por lo tanto f es continua en R < n > 1.

2. Calculemos f'(z) para z # 0:

z-nsen”"!(z)-cosz — sen”

f'(z) = 5

Ahora para z = 0:

y este limite existe solo si n > 2, ademas:

ro={2 173

Notemos que sin =1, f(z) mo es continua y por lo tanto tampoco es derivable.

3. Calculemos lim f'(z)
z—0

z-nsen”"!(z) cosz — sen” x

1- ! — 1-
lim filw) = lim P
2
se se
= lim ncoszsen” 2(z) nr_ sen™2(x) n2 ’
z—0 T x



Sin=2

lim f'(z) =1
z—0

Sin>2
lim f'(z) =0
z—0

Luego f’ es continua en 0 para n > 2, para  # 0 y n > 2 se tiene que f’ es continua por algebra
de funciones continuas. Por lo tanto f’ es continua en RV n > 2.



