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1. Problemas

[1] Determinar la veracidad de las siguientes afirmaciones, justificando claramente su respuesta.

Una funcién f es continua en zy € Dom(f) si existe una sucesién (a,) que converge a zg y tal
que f(a,) converge a f(xo).

Toda funcién f : [a,b] — R alcanza su minimo.

Toda funcién acotada inferiormente y decreciente alcanza su minimo.

Es equivalente decir: (i) Ve>036 >0 VzeDomf:0<|z—zo| <d=|f(z) -] <e

(ii) Cualquiera sea la sucesién de puntos en Dom f propiamente convergente a g, la sucesién
de sus imagenes es convergente a .
(i) lim z" =2f VneN (i) lim z?=2zf Vge Q (iii) lim |z| = |zo|

T—To T—To z—0

(1—cosz) __ 0

i) imsenz =0 (ii) lim 2L =1 (iii) lim
T

z—0 z—=0 T z—0

(i) limcosz =0 (ii) lim(? + 7z +1) =15 (iii) lim <f;:g§> —1+aq

i (&7 —a™) n—1

%1_1)1}[1 (z—a)

Si f(z) < g(z) Vz € V. (x0), ILm f(xz) =a, lim g(z) = b, entonces a < b.
T—T0

T—>T0

=1—a

Si existe lim f(z?), entonces existe lim f(z).
T—T0 T—T0

Si existen lim f(z)y lim f(z)g(z), entonces existe lim g(z)
T—T0 T—>IT0 T—T0

Si existen lim f(z) y lim (f(z) + g(z)), entonces existe lim g(x)
T—TQ I—ITQ I—TQ

Si f:R — Res tal que |f(z)| < |z| Yz € R entonces f es continua en 0.

Si f: R — R es continua en 0 y verifica f(z +y) = f(z)f(y) Vz,y € R entonces f es continua
en cualquier zy € R.

Toda funcién Lipschitziana en su dominio es uniformemente continua sobre él.
Toda funcién estrictamente creciente y biyectiva es continua.

Toda funcién continua definida en un intervalo cerrado y acotado es uniformemente continua
sobre él.



[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

(8]

[9]

[10]

[11]

[12]

Usando la definicién (e — ¢) demuestre:

(i) lin:l))%2 =5 (ii) hn}l‘f 21 T (iii) hm\/:v-l—l =3

(iv) hm \/wT =3 (v) ;E)r%)wsen(%) =0 (vi) hm

Demuestre que (i) lim f(z) =1< lim f(zg+h) =1
T—To h—0

(ii)) lim f(z) =1« lim (f(z)—1) =

I—TQ I—TQ

=0

_zr
1—|—sen2

Demuestre que (i) hm flz)=1l< ;1_1% f@®) =1
(i) Jim f() = lim f(-x) (i) Tim f(«) = lim f(la) () Jim f(a) = lim f(a?)

z—0
Sean a,xg,b tales que a < zyp < b yf una funcién cuyo dominio incluye al conjunto [a, z([U]zg, b[.
Demuestre que li)m flz)y=l< hm f(z) = lim f(z)=
T—To —

Q?—)(EO I—)IO

Determinar puntos de continuidad de las siguientes funciones
B L () 2= (i) 220 (y) £ (v) B (i) 14 0?1+ 23 (vii) sllosen()

z—1 sen(z) cos(2z)

Estudie la existencia de asintotas verticales en las siguientes funciones.

L) fle)=5 (i) fle) = (i) f(z) = =
. 22 .
2 (/@)= B2 () F@) = by (i) £(0) = 21
Calcular los siguientes limites
L (i) lim 2 245 (i) lim @=lve=z - jjj) lim Ve boab
: T 2\ 15 Sen 2z sen i —Vz+2
2. (i) w1~1>17¥1/2(2 z)tanz (i) ili}l’(l) S (i) il_)ni Viori-3

3. (i) lim [2 1 (ii) iij)t})(1+3tan2$)c°t2w (iii) mEToo(HE)w
4. (1) lim (%)% (i) lim (cos(2))® (i) lim z?(1 — cos(3))

T——+00 T—+00 T—+00

R 22 . Cazdb ey T z+y/z+VT
5. (i) J:EI-EOO 2?1 (if) a:g—l—oo Vez?+d (iii) zggloo Va1l
eeN 7e 4x3(e®—1) : zta
0L ) iy () Jp o)

Determinar el valor de c, si se sabe que: lim (Z£¢)* =4
z—+oo TTC

Estudiar si existe lim f(z), en que f(z) = ity
z—1 ;24-3 si <1

Calcular las asintotas oblicuas para las siguientes funciones:

Lo () fla) =22 (i) f(2) = Va? —a?
2. (i) flz) =1 —e®)(mz+n) (i) f(z) =2 sen(3)
Dada la funcién definida por f(z) = In(1 + ) se pide:

i) Determinar dominio, recorrido, ceros, interseccién con el eje Y, asintotas de todo tipo y bosquejar
su grafico.

ii) Determinar la ecuacién de la funcién inversa y bosquejar su gréfico.



[13] Estudiar las siguientes funciones:
1. (i) f(z) =zln(e+ %) (i) f(z) = el/w(l + %) (iii) f(z) =e 1+ zell®
2. () flo) = gi (i) f(o) = /52

e .
[14] Dada la funcién: f(z) = { 1+661/ =7 demostrar que
si z=

(i) f es continua en R. (ii) Encontrar las asintotas de f

[15] Considere las siguientes funciones d : R? — R. ;Cuales de ellas definen una métrica en R?

L (i) d(z,y) =0 (i) d(z,y) = |z (iii) d(z,y) =z —y
2. () dz,y) = (z—y)* (i) dz,y) =|o - |y| (i) d(z,y) = |2] + |y]
[16] (i) Sea E# 0y f: R — R injectiva. Probar que d : E x E — R definida por d(z,y) = |f(z) — f(y)]

es una métrica en F.

(ii) Utilice (i) para decidir cudl(es) de las funciones siguientes son métricas en R.
1. (i) d(z,y) = |senz —seny| (ii) d(x,y) = |arctanz — arctan y|
2. (i) d(z,y) = [l«] = [yl (i) d(z,y) = |e* — €|

[17] Determine los interiores, adherencias y fronteras (respecto a la métrica usual en R) de los siguientes
conjuntos:

(i) 0,1 (ii) {5 In €N} (i) ] - 2,4]

(i) [1,7U]5,7[ (i) {z e R|2? <3} (i) N
(i) Q (@{ﬁﬂneN}ﬁmH:R\Q
O Q (i) {55t [ m,n € N}

1

1

-~ W o

i
[18] Determine los puntos de acumulacién de los conjuntos siguientes e indique si son abiertos o cerrados.
L (i) (—00,3]U[5,400) (ii) {(-1)"+2 |neN} (iii) {5 + 5 | m,n € N}

2
sen L

2,—,n € N}
2

2. (){zeR|Zl<0} (Gi){zeR| z=

I'H 14cos 25T
3. {-L1}U{seR| z=01+1)" nezt)
[19] Probar que

(i) Int(A) C A (ii) A C Adh(A)

(i) Adh A = (Int(A4°))¢ (ii) Int A = (Adh(A%))°

i) AcB=IntACIntB (ii) AC B= adhA C AdhB
(i) Int(Int A) =Int A (ii) Adh(Adh A) = Adh A
()
()

i) Probar que Fr(4) = Adh A\ Int A (ii) Probar que Adh AU Adh B = Adh(A U B)
i) Adh(ANB) Cc AdhANAdhB (ii) Fr A = Fr A° (iii) Fr A es cerrado.

A o



[1]

2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

[10]

Preguntas de Controles de anos anteriores
Sea {z,} una sucesién tal que: lim |[=41]| =1 <1,
n—oo n

1. Pruebe que: (Ve > 0)(3ng € N)(VYn > ng) |znt1| < (r+¢€)|zp|. (Ind. |z] — |y| < |z —y])-

2. Concluya que lim z, =0
n—,oo

(i) Sean f,g : R — R funciones continuas, demostrar que h : R — R definida por h(z) =
max{ f(z),g(z)}, es continua.

(ii) Sea f : R — R tal que (AL € R")(Vz,y € R), |f(z) — f(y)| < L|z — y|, demuestre que f es
continua.

Considere la funcionf : R — R definida por: f(z) = { Sen(’;/ 22) T 7 g
Demostrar que no hay forma de elegir & de modo que f sea continua en 0.

Sea g : R — R continua, se define la funcion f: Ry U {0} — R por f(z) = max{g(t),t € [0,z]}.
Demostrar que si o € R+ es tal que: g(zo) < f(xo), entonces (Je > 0) tal que f es constante en el
intervalo [zg — €, 7o + €]

Estudiar la continuidad de la funcién f : R\ {0,1} — R dada por f(z) = ie(l;(ff)) y reparar sus
discontinuidades.

Calcular los siguientes limites si es que existen.

. . a+z)?—aP .. . vee . Ax?
Lo () lim @ p > 0 (i) lim 2002 m £ 0,n £ 0 (i) lim {52

3(e — ceey 1s L
2. (i) lim SRE=SMa (i) ]lim 74195 (e 5 L (iii) lim z7-=
z—a TTO z—0 (1—cos 2z) z—1

Determinar el dominio y estudiar la continuidad de la funciénf(z) = 53%. ;C6émo se debe definir

f en £ = 0 de modo que resulte continua en dicho punto?.
Indicacién: recordar que 1 +z < e* < ﬁ,:v <1

1. Determine el dominio y puntos de continuidad de la funcién:
;15 si <1
flz)= z + In(z) si 1<z<2
arctan((z — 2)?) si = >2
2. Sea g: R — R continua en un punto zy € R tal que g(zy) > 0. Probar que existe § > 0 tal
que g(z) > 0 para todo = € (z¢ — 6,9 + 9).

l—coszx s

e <
1. Demuestre que la funcién f : [0,1] — R definida por f(z) = { 6 : gig st
uniformemente continua.

2. Demuestre que la funcién tan : [-5,4+75] — R no es uniformemente continua.

Sea f : R — R una funcién que satisface las siguientes propiedades:
(1) Vz,yeR: f(z+y) = flz)+ f(y) (2) f es continua en 0.

Demuestre que:

1. f es uniformemente continua

2. VzeR: f(z) =zf(1)



[11] Analizar la convergencia de las siguientes sucesiones.

1
M 'FLS n2 n . 4’I'L-|—l n
(l)(2n2+1 - 2n+1) (ii) <4n+?)
(i) (L) cona>b>0.  (iv) e

[12] 1. Sea h: R% — R una funcién (no idénticamente nula ) que satisface
Mz - y) = h(z) + h(y)

Muestre que si h es continua en z = 1 entonces es continua en todo punto de su dominio. (ind:
Demuestre que h(1) = 0).

2. Sean f,g:R — R dos funciones que satisfacen la relacién

Vz,y e R: f(z) > f(y) +9(y)(y — x)

a) Muestre que:
Vz,y eR: g(z)(y —2z) > f(z) — fy) > 9(y)(y — z)
b) Probar que si g es una funcién acotada entonces f es continua en todo R.

¢) Probar que si g es continua en a y a, es una sucesién que converge a a, a,, # a para todo
n € N, entonces,

o flan) = f(@)
n—-+oo anp — a
existe y vale —g(a).
[13] Para
1 (1 - .’IJ)2
determinar
1. Dominio, ceros y signos.
2. Asintotas verticales, horizontales y oblicuas.
3. Conjunto de puntos de continuidad.
4. Gréfica.

[14] Determinar el conjunto de pardmetros (a,b,c) con a,b,c > 0 para los cuales la funcién

(bx) .
aser; L2 si <0
flz)= 1 si z=0

In(ct+(atb)r)
% si >0

es continua en todo R.
[15] Sea f: R — R una funcién continua.
1. Suponga que lim @ = Jim L% = . Pruebe que existe z € R tal que z* + f(z) = 0.
z—+o0 T z——o0 T

2. Suponga que IEI—II—’IOO% = lim % = 0. Pruebe que existe y € R tal que y% + f(y) <
z? + f(z), para todo z € R.

Indicacién: Utilice los teoremas centrales de las funciones continuas.



3. Autoevaluacion Control #3 Ano 2002

Puntuacién: P1.- (1)2, (ii)2, (iii)2, P2.- (ia)2, (ib)2, (i)2, P3.- (1)1.5, (ii)1.5, (iii)1.5, (iv)L.5.
P1.- Sea a > 0. Considere la sucesién definida por

(i) Demuestre por induccién que s, > a, Vn > 1.
(ii) Demuestre que s, es estrictamente decreciente y convergente a un real L.

(iii) Encuentre el valor de L. Justifique rigurosamente su resultado.

Pauta.- (i) Para n =1 es cierto que s; = 2a > a [0/0.25/0.5pto].
Si suponemos que s, > a entonces

_\/a3+5%>\/a3+a2_\/a2(a+1)_
SR at1 V ar1 ¢
[0/0.5/1/1.5pto].

(ii) Demostraremos que sp4+1 — sp < 0, en efecto
vad+s2
s — 8y =—" —
n+1 n \/m
Vad +s2 —spva+1
va+1
_Va+s)—/sta+ts]
va+1

Sn

<0,

pues de la parte (i) se ve que s2a > a® [0/0.5/1.0/1.5pto] (obviamente esta cota es posible
obtenerla con otras manipulaciones algebraicas). Como s, es decreciente y acotada inferior-
mente es en consecuencia convergente a un real L [0/0.5pto].

(iii) Ya que sj,41 es una subsucesién de s,,, ella es también convergente al mismo limite L [0/0.25pto].
Tomando limite en la expresiéon que define la sucesién se obtiene:

JETT?
va+1

[0/0.25/0.5/0.75/1pto] de donde L%(a + 1) = a® + L? y se deduce que L? = a? o bien L = +a

[0/0.25/0.5pto]. Ahora como s, > a entonces L > a de donde se deduce que la 1inica posibilidad

es L = a (el limite es tnico) [0/0.25pto].

L=

P2.- Sea a > 0.
(i) Utilizando las desigualdades

1
exp(z) < 1= Vo <1, 1+ 2z < exp(z) Vz € R,
-z

estudie en los dos casos siguientes la, convergencia de la sucesion

Sn
exp [ — ;
a’? — s?




Pauta.-

(ii)

(1)

(1)

(ii)

(a) Sis, — acon s, <a,
(b) Si s, — —a con s, > —a.

Determine si existen valores de o y de 8 para que la funcién:

exp (—ﬁ) si —a<zx<a

fz) =1 « si < -—a
B si z>a
sea continua en £ = —a y/o z = a. Justifique claramente su respuesta.

Indicacidn: en esta parte puede usar la caracterizacién de continuidad por

sucesiones o por limites.

(a) Utilizaremos la primera desigualdad. Primero verificamos que

Sn
-3 <1
a? — s2

para n suficientemente grande. En efecto, como s, — a, s, < a y —a < a entonces para n sufi-
cientemente grande —a < 0 < s, < a, entonces ——>2~ < 0 < 1 para n grande [0/0.25/0.5pto]

a?—s2

(también se puede argumentar deduciendo que _a2s—ns2 — —00). En seguida, aplicando la

primera desigualdad (y que exp(z) > 0, Vz € R) tenemos

Sn > < Sn(a2 _S?L)

— g2 2 _ g2 :
Sq a Sy, + Sn

Ogexp(— 5
a

2 2
, . . . . . a(a®—a 1:
Por algebra de limites de sucesiones, el término de la derecha tiende a agTZH)L = 0. Utilizando
el Teorema de comparacién para sucesiones (sandwich) se obtiene que la sucesién estudiada es

convergente a cero [0/0.5/1/1.5pto].
(b) De la segunda desigualdad

Sn Sn
l-—<exp|————=).
w2 < ()
Por &lgebra de limites, el lado izquierdo diverge a +o0o (el signo hay que justificarlo, por
ejemplo notar que como s, = —a, s, > —a 'y —a < a entonces para n suficientemente grande
Sn

—a < s, < 0 < a de donde 1 — —*2 > 0 para n grande, o bien explicar que s2 — a* con

52 > a? y deducir por dlgebra de limites divergentes que -2 — —oo [0/0.25/0.5pto]), de

a?—s?
donde por comparacién (sandwich) se obtiene que el limite pedido es +o00 [0/0.5/1/1.5pto].
Esta parte se puede resolver utilizando sucesiones o limites laterales de funciones. Se dan ambas
opciones en la pauta.

o Opcién sucesiones: Sea s, una sucesién convergente a £ = —a con s, < —a, es claro de
la definicion de f que
flsp) =a—a sin— .

Sea ahora s, una sucesién convergente a z = —a con s, > —a, es claro de la parte (i)(b)
que
f(sp) = 400 sin — oo.

Entonces f es no puede ser continua en £ = —a para ningain valor de a.
[0/0.25/0.5/0.75/1pto].

Sea s, una sucesion convergente a z = a. Esta sucesién la separamos en dos: la de los
términos mayores o iguales que a y la de los términos menores que a. Si los términos



mayores o iguales que a son un numero finito, no los consideramos, si son un nimero
infinito, constituyen una subsucesién de s, denotada s,,. Lo mismo para los términos
menores, que de ser infinitos denotamos por la subsucesion s,». Es claro de la definicién
de f que
fs)=B—pB sin' — oo
y de la parte (i)(a)
f(spr) =0 sin"” — oo.

Entonces f es continua en x = a para 8 = 0. [0/0.25/0.5/0.75/1pto] (el hecho de no tomar
una, sucesién general, sino sélo dos convergentes por cada lado de £ = a y no justificar
que esto es equivalente a tomar una general convergiendo por ambos lados a x = a vale

0.25ptos).
o Opcién limites laterales: Para que f sea continua en x = —a es necesario que
lim f(z)= lim f(=).
T——a~ z——at
Pero
lim f(z)=«
Tr——a~
y
lim f(z) =+o0
z——at
pues m_l)l{r}1+ —m = +o00 y exp(y) — 400 si y — +oo. Entonces f es no puede ser

continua en £ = —a para ningun valor de «. [0/0.25/0.5/0.75/1pto].
Para que f sea continua en z = b es necesario que

lim f(z) = lim f(x).

T—b— T—bt
Pero
Ii =
Jim f(z) =45
y
lim f(z)=0
r—b—

pues lim,_,,- —m = —oo y exp(y) — 0 si y - —oo. Entonces f es continua en

x = b para § = 0. [0/0.25/0.5/0.75/1pto] (el hecho de mencionar en alguno de los dos
puntos que f es continua ssi los limites laterales existen y son iguales vale 0.25ptos).

P3.- Definimos la funcién en R

et —e™®

tanhy = ——.
e +e*
(i) Verifique que tanh es continua en todo R, que tanh(0) = 0 y que satisface

—1 < tanh(z) < 1, Vz € R.

(ii) Pruebe que si n — oo entonces tanh(n) — 1 y que tanh(—n) — —1.

(iii) Usando el Teorema del Valor Intermedio para funciones continuas (T.V.I.)
demuestre que Vy €] — 1,1[, 3z € R tal que tanh(z) = y.
Indicacién: analice separadamente los casos y > 0, y =0, y < 0.

(iv) Demuestre que la ecuacién tanh(z) = cos(z) tiene infinitas soluciones en R.
Indicacidon: use nuevamente el T.V.I.



Pauta.- (i)

(ii)

(iii)

(iv)

Notemos que e + e~ > 0, Vx € R, de modo que el denominador de tanh no se anula jamas y
resulta ser continua por ser de la forma f/g con f y g continuas (suma de continuas) y g(z) # 0
[0/0.25/0.5pto]. Por otro lado tanh(0) = (1 —1)/(1+1) =0y

ef4+e>0=-—-e<eTef—eT<ef+e®

ef+e">0=> " <e"=> —e"—-eP<e—e?
de donde se obtiene —1 < tanh(z) < 1 al dividir por e* + e¢~* > 0. [0/0.25/0.5/0.75/1pto].
Si n — oo entonces e~?" — 0, de donde por 4lgebra de limites [0/0.25/0.5/0.75pto]:

n__ ,—n 1— —2n
lim tanh(n) = lim £ ° —lim %=
n—00 n—oo e? +e ™ nooo ]l 4 e 2n
Alternativamente, se puede demostrar de manera similar que lim,_, o, tanh(z) =1 tomar
( , 8 p q + Yy
T =n).
Del mismo modo [0/0.25/0.5/0.75pto]:

-n _ n —2n __ 1
lim tanh(—n) = lim S |
n—00 n—oo e~ 4 e n—oo e~ 2" 4 1
(Alternativamente, se puede demostrar de manera similar que lim,_, o tanh(z) = —1 y tomar
z = —n). También se puede deducir usando el limite precedente y argumentando que tanh(—z) =

—tanh(z) (funcién impar).
Sea 0 < y < 1, como tanh(n) — 1 y tanh(n) < 1 (o bien como lim,_,, tanh(z) = 1), entonces

para n suficientemente grande y < tanh(n) < 1, esto es existe ng tal que y < tanh(ng) < 1.
Por otro lado tanh(0) = 0. Entonces

tanh(0) < y < tanh(no).

Como tanh es continua, por el T.V.I. existe z € (0,n9) tal que tanh(z) = y [0.7pto].

Sea —1 < y < 0, como tanh(—n) - —1 y —1 < tanh(—n) (o bien como lim;_,  tanh(z) =
—1), entonces para n suficientemente grande —1 < tanh(—n) < y, esto es existe n; tal que
tanh(—n1) < y. Por otro lado tanh(0) = 0. Entonces

tanh(—n;) < y < tanh(0).

Como tanh es continua, por el T.V.I. existe z € (—n1,0) tal que tanh(z) = y [0.7pto]. (También
se puede argumentar usando la imparidad).

Si y = 0 claramente tanh(0) =y [0/0.1pto].

Como cos(2kw) = 1y cos((2k + 1)m) = —1, k € N, entonces cos(2km) — tanh(2k7) > 0y
cos((2k + 1)w) — tanh((2k + 1)7) < 0, esto es, la funcién continua cos(xz) — tanh(z) cambia
de signo en cada intervalo [2km, (2k + 1)x]. Usando el T.V.I., existe z; € (2km, (2k + 1))
con cos(zg) — tanh(zg) = 0, esto es cos(xg) = tanh(zg) y por lo tanto z1 < z9 < 3 < ...
constituyen una sucesion de raices reales distintas de la ecuacion. [1.5pto].

Nota: los puntajes del tipo [0/0.5/1pto] significan que en lo posible la puntuacién tomara solamente esos

valores.

Atte, el Coordinador.



4. Problemas Resueltos

P1.- Calcular los siguientes limites

sen(a+z)+sen(a—z)—2sena

1) 13 1=2cosz+cos2x (33 13
0) (i) lim L2esgieos2e (i) lim
b) (i) lim sn3e (i) lim 3

a®—b”"

In 22
2 T

(i) lim 5%

i)

T2

a,b>0 (iii) lim z — zln(e + 1)

T—r00

Solucién.- a) (i) lim 1=2€082+c0s22 Notemos que
z—0 z
1 —2cosx + cos2x 1—2cosz + cos?z —sen?
z2 z2
2 2 2 2
cos“x +sen“x —2cosx + cos“x —sen” x
22
2cosz(cosz — 1) 2cosz(1 — cosx)
z2 z2
4coszsen? I cos z sen? 2
—_ — 5 = — 5 ,
T z
(%)
como lim 5¥2% = 1 y lim cos z = 1 se tiene que
z—0 T z—0
2z
. 1 —2cosz + cos 2z . sen”
lim 5 = lim — cos T—— = —1.
z—0 T z—0 (E)
2
.o . — 72

(i) lim sen(ata)+sen(a—w)-2sena pyeqarrollando sen(a + z) y sen(a — z)

z—0 z

sen(a + z) + sen(a — z) — 2sena

(senacosz + senzx cosa) + (senacosz — senzx cosa) — 2sena

z2 x?
2senacosz —2sena  2sena(cosz — 1)
z2 z2
sen? 5
= —sena—--,
(3)
2
luego
. sen(a+z)+sen(a —x) — 2sena
lim 5 = —sena.
z—0 x
b) (i) lim %232 Basta notar que sen3z = senz cos 2z + sen2zcosz y sen2z = 25en T coST Por
T—T
lo tanto
sen 3z senzcos2r  sen2rcoszT
im —— = lim
T—m sen2xr  T—T 28€Nn T COS T sen 2z
. cos2zx .
= lim + lim cosz
TT2C0ST T
1 3
2 2
.o . sen 3x . .
(ii) ;13% cena.- Es directo de la igualdad
3sen 3z
sendr g
sen2y ~ ZsenZr’
X

sen 3z 3

sen 2x 2"

luego lim
z—0
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c) (i) lim1 %%f—zl Es directo del hecho que % — 1 cuando z — 1, otra alternativa es realizar el
g

: : _ 2 Inz _ _y
cambio de variables y = Inz* luego 7 = 775, luego
5 In 22
im = lim ———
z=1x2 —1 z0e¥y —1’
. y_ . . 2
y como lim £=L = 1 se obtiene que lim h;””l =1
y—0 z—1 T~
a® —p*

(i1) liII(l) a,b > 0. Notemos que a® = exp(z1lna) y b* = exp(z Inb) utilizando el hecho que
T—

. T __ .
lim % =1 se sigue que

z—0
a® =b" _a®*-1-("-1) a"-1 b"-1
zr x o T
1 -1 Inbd) — 1
:lnaexp(ac na) _lnbexp(m nb)
zlna zlnb
luego
T _ 1T
lima b zlna—lnbzlng.
z—0 T b

(iii) lim z — zIn(e + 1). Desarrollando

Ir—r00
1 1 1
T —xln (e-l——) =zlne—zln (e-l——) = —zln (l-l——)
T T er

1 1 ex
=——1In (1 + —>
e er
1

como la funcién In es continua se obtiene que lim z — zIn(e+ 1) = —1.
I—00

P2.- Se sabe que la funcién f indicada, es continua en todo su dominio. Especificar cual es el dominio y
calcular cual es el valor de k

V2z2249z+4-2 T O
fay =4 = ’
k z=0.

Solucién.- El dominio de f estd dado por

Dom(f) = {z € R | 22* 4+ 9z + 4 > 0} U {0},

pero 222 + 9z + 4 > 0 siy sélo si 7 €] — 00, —4] U [—3, 00[ luego Dom(f) =] — oo, —4] U [—3, o0l.
Para que f sea continua en su dominio necesitamos que k = 1iH(1) 7%2‘”4_2. Racionalizando
T—

V2x2 49 +4—2 B V252 4+ 92 4+4—-2/222+92+4+ 2

T T 222 +9x +4 + 2
2202 4+9r+4—4

T 2(V22 19z 14+ 2)
2x+9

V252 + 9z +4+2

luego k£ = lim V22’ 4+9r4+4-2 _ 9
z—0 z 4

P3.- a) Demostrar que la ecuacién exp(z) cos(z) + 1 = 0 tiene infinitas raices reales.

Indicacién: Considerar intervalos de la forma [k, (k + 1)7] para aplicar el teorema del valor
intermedio.
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b)

¢)

Solucién.- a)

Sean f,g: [a,b] = R funciones continuas tales que f(z) < g(z)Vz € [a,b]. Demostrar que existe
un real k£ > 0 tal que f(z) + &k < g(z)Vz € [a,b)].

muestre que la funcién f(z) = v/3z +5 — 22 es uniformemente continua en el intervalo [3, 5].

Consideremos un intervalo de la forma [k, (k + 1)7] donde k es par y k£ > 2. Es claro que
la funcién definida por h(z) = exp(z)cos(z) + 1 es continua en R. Ademds, se cumple que
h(km) > 0y h((k + 1)7) < 0, por lo tanto aplicando el Teorema del valor intermedio se tiene
que h debe anularse al menos una vez en el intervalo [k7, (k+1)7], como hay infinitos intervalos
de esta forma se concluye que h posee infinitas raices reales.

Para f,g: [a,b] — R funciones continuas definamos h: [a,b] -+ R como h(z) = g(z) — f(x)
es claro que h es continua y esta definida sobre un intervalo cerrado y acotado ([a,b]), del
Teorema de Weierstrass sabemos que h alcanza su maximo y minimo en [a,b]. Sea Z € [a, D]
que minimiza h, esto es, h(z) < h(z) Yz € [a,b]. Es claro, de las hipétesis del problema, que

h(z) > 0; definamos k = # > 0 se cumple

0 <k <h(z) <h(z) Vzé€la,bl,

esto es, k < g(z) — f(x) Yz € [a,b]. de donde concluimos.

Dado que f es continua en el intervalo [%, 5] y este es cerrado y acotado se concluye que f es
uniformemente continua en [3, 5].
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