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1. Problemas

[1] Test de conocimiento bédsico. Determine la veracidad de las siguientes afirmaciones, justificando

claramente su respuesta.

La ecuacién de la recta tangente en un punto P = (a, f(a)) a la curva C = {(z, f(z)) : = €
Dom(f)} estd dada por la ecuacién (y — f(a))f'(a) = (z — a).
(a) [f(z +2?)]) = f'(z+2*)(1 +22) (b) [f(z +1In(2))] = f'(1+ ;)(z + In(z)).

Si (f(z))? +z = 1 entonces f'(z) = Ok

Siz = f(t) ey = g(t) entonces & = f'(t)g(t).

(a) (logy(2))' = ;,a #e. (b) (a*)' = a”.

Si f(z) no es continua entonces no es diferenciable.

(a) Si f(z) = 2" entonces f(™(z) =nl. (b) Si f(z) = senz entonces f™ = sen(z + ).
(c) Si f(z) = In(z) entonces £ (z) = O™ 1)t para n € N.

e
El polinomio de Taylor de grado 2 de la funcién ze® es z + z2 + %

Si f(™(a) >0, f(a) =0 parai=1,...,n — 1 entonces a es un minimo global de f.
Si f(™M(a) <0, f¥(a) =0parai=1,...,n — 1 entonces a es un miximo de f.

Si f es derivable y f’ es creciente entonces f es convexa.

Un punto de inflexién es un punto donde f”(z) = 0.

Si una funcién f(z) es continua en el intervalo [a,b] y derivable en todos los puntos interiores
de este, anuldndose en los extremos, entonces dentro del intervalo existe al menos un punto, c,
en el que la derivada se anula, ie, f'(c) = 0.

Siendo f(z) y ¢(z) dos funciones continuas en el intervalo [a, b], derivables en el mismo, y si

ademds, ¢(z) no se anula en su interior, entonces existird un punto ¢ dentro del intervalo tal
ae: L0)=1(a) _ ['(c)
que 50 —¢(a) ~ (o)

Toda funcién derivable que se anula &k veces tiene una derivada que se anula k — 1.

Existen funciones dos veces derivables y cuya derivada es discontinua.



[2] Considere

r sizxel 2 sizel
f: . y g =
0 size

1. Muestre que f y g son discontinuas en R \ {0}.
2. Muestre que f y g son continuas en 0.

3. Muestre que f no es diferenciable en 0, en cambio, g es diferenciable en 0.

[3] Partiendo de la definicién de derivada, hallar las derivadas de las siguientes funciones.

z+13
3
22

Hy=2% i)y=1>1 @ iii)y=sen?(z) iv)y=2*+322 -6 v)y=

[4] Utilizando las reglas de derivacién calcule las derivadas de las siguientes funciones.

4

)y=57m i) y=gntem i) y=(a+a)Va—z iv) y = /142
— ] .o
V)y:ﬁﬁ v1)y:\/:1:—|— z+/z+z vil) y = (1 + /)3

viii) y = 2senz + cos 3z ix) y = tan(ax + b) x) y = cot?bx  xi) y = tsent + cost

xii) sen ¢ xiii) y = % xiv) y = a(1 — cos? %)2 xv) y = In(cos z)
xvi) In(sen®z)  xvii) y = 2nz=1 xviii) y = In(,/52L) xix) y = In(tan(§ + 7))

xx) y = sen(lnz) xxi) y =In®z  xxii) y = In(Inz) xxiil) y = ln(ﬁ”;zfi;;)

xxiv) y = e*" xxv) y = 07 xxvi) y = %7 xxvil) y = sen(y/1 — 27)
[5] Calcular las derivadas de las siguientes funciones hallando previamente sus logaritmos.
i)y=2%(a+3z)3(a—22)® ii)y=arcsenZ iii) y = arcseny/senz

iv) y = arctan( L_Lig:ﬁ)’ 0<z<m) v) y = arctan ¢ +1n,/1=2 vi) y = arcsen(sen x)

viii) y = In (%) + 2arctan %ﬁg X)y==zx

an—l) arc sen r

vii) y = arccos(my

[6] Derivacién de funciones implicitas, hallar 3’ si :
i)y? =dpz i) b®2? +a®y? =a?p?  iii) y? - 22y + b2 =0
iv) 23 + 43 — 3azy =0 v) y = cos(z +y) vi) y = cos(zy)
[7] Hallar y'(z) , para las funciones dadas paramétricamente:
i) x =acost,y =bsent ii) x = a(t —sent),y = a(l — cost)
iii) z = 21In(cot(s)),y = tan(s) + cot(s)

[8] Un cuerpo lanzado al vacio, formando con la horizontal un dngulo «, describe una trayectoria
. ., . 2
parabdlica por accién de la gravedad cuyas ecuaciones son z = vy cos(at),y = vgsen(at) — %,
determinar la direccién del movimiento para los 5 primeros segundos, siendo a = 60,v9 = 507,

bosquejar.

[9] Hallar 3(™:
i)y=acosar i)y=a® ii)y=In(l4+2z) iv)y=senz

V) y = %_T_—g vi)y=ze® vii)y=2z"'lnz viii) y = sen®z.



[10]

[11]

[12]

[13]

[14]
[15]

[16]

[17]

[18]
[19]

[20]

[21]

[22]

De las férmulas para calcular el volumen y la superficie de la esfera V(r) = 3773, S(r) = 4nr?, se
deduce que V'(r) = S(r). Explicar el significado geométrico de este resultado. Hallar la relacién
andloga entre el drea del circulo y la longitud de la circunferencia.

En el tridngulo ABC se cumple: a = Vb2 + ¢2 — 2bccos A. Sean b, ¢ constantes, demostrar que

g—g = hg, en que h, es la altura del tridngulo correspondiente a la base a. Interpretar el significado

geométrico de este resultado.

Estudiar las siguientes funciones:
sen xr

y=zlhz ii)y:e%—x iii) y = |sen3z| iv)y=

—2z zt|z|
2

v) y=zarctanz  vi)y =2z — 2arctanz  vii) y =e “Fsen3dz  viil) y = cos(w_Tm) -
ix) y = sen(258) — 258 x) y =35GBz +[a)) +1

Para cada una de las siguientes funciones, hallar maximo y minimos.

1. (i) f(z) = 5L, sobre [-1,1] (ii) f(z) = &5 sobre [0,4].

2. (i) f(z) = e *(1 — 2?) sobre [-1,2] (ii) f(z) = cos(z?) — sen(z), sobre [—, 72].

2

Pruebe que las funciones z? — cos(z) y 222 — zsen(z) — cos?(x) tienen exactamente dos ceros.

Demostrar que si f es una funcién dos veces derivable con f(0) =0, f(1) =1y f(0) = f'(1) =0,
entonces existe z € [0, 1] tal que |f"(z)| > 4.

1. Entre todos los cilindros circulares rectos de volumen fijo V, hallar el de menor superficie.

2. Un tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa tiene una longitud a, se hace girar alrededor de uno

de sus catetos. ;Qué volumen maximo puede tener un cono engrendado de esta manera?.

Sea f tal que f'(z) > M > 0 para todos los valores en [0, 1]. Demostrar que existe un intervalo de
longitud % en el que |f| > 2.

Encuentre una funcién f para la cual existe lim f(z), pero no existe lim f'(z).
T—r 00 T—00

Demuestre que si lim f(z) y lim f’(z) existen entonces lim f'(z) = 0.
T—r00 T—r00 T—>00

Calcule los siguientes limites utilizando apropiadamente la regla de ’'Hopital.

1. (i) lm 1—sen(z) (ii) lim 3727 (iii) lim im i )hmw

P cos(z) =0 = 2300 € 10 2z—sen(z)
. . ( ) .. . .. 1 ( ) . . z4e—®
2. (i) mh_{% seflgiﬁ (ii) ClclilglJr(sen(a:))“m(””) (iii) wli}l{)l I;x h>0 (iv) 1101_1)1%) ets—
1 1 Y1 z%0(*) —(sen(z))®
3. ( ) alcl_m w(tanh(w) B tan(;g)) ( ) 11_1;% z5e"h (%) _(senh(z))®

Encuentre los desarrollos de Taylor de las siguientes funciones:

1. (i) f(z) =vz?+ 1entorno a0 (ii) f(z) = arctan(z — log(z)) en torno a 1
2. () f(z)= e=? en torno a 2 (ii) f(z) = cosh(1 + sen(z)) en torno a 7
3. (i) f(z)= m en torno a 0 (ii) f(z) = m en torno a 0.

Aplique la Férmula del Resto de Lagrange para estimar las siguientes expresiones, con la precisién
deseada.

1. (i) €% con 4 decimales (ii) e=%2 con cinco decimales



2.
3.

(1) In(0,8) con cuatro decimales (ii) sen(0,5) con cuatro decimales

(1) (65)% con cinco decimales (ii) (O,S)é con cinco decimales

[23] Derivar las siguientes funciones:

1.
2.
3.

y = Sen(xcosm) + COS(.’L‘SGHZ)
y= /o
y = arcsen( 4_:,);?)"3);” = ).

[24] Estudiar las funciones

2.

2.

() f(z) = (& — e=T (i) o + 0F)

(i) zarctan(z) — 22 (ii) z(In(z))?

Preguntas de Controles de anos anteriores

[1] Considere

[2]

[3]

[4]

=W

« six =1

zIn(z .
f(:c):{ x_(l) siz>0yz#1

Determine el valor de o para que f sea continua en R .
Analice la existencia de f'(z) para z > 0. En caso de existir, calculela f'(z).
Determine los puntos de continuidad de f’ en ]0, ool.

Asuma que f(™ existe paran > 2y que es continua en 1. Calcule una recurrencia para f{™ (1),
utilizando la férmula de Leibnitz para (z — 1) f(z).

Encuentre el polinomio de Taylor de orden 3 para f en torno a 1.

Analice completamente f(z) = eTa@) ([dominio, paridad, periodicidad], [recorrido asintotas de
todo tipo], [derivada, crecimiento, minimos y méximos|, [derivada segunda, concavidad, puntos
de inflexi6n, gréfica))

sen(z))

Calcule el limite lim z~2 In(*

z—0

Sean 0 < a < b. Sea f: [a,b] — R, continua en [a, b], derivable en ]a,b[, con f(a) = f(b) =0y
f'(a) = 0. Demuestre que existe ¢ €]a,b] de modo que la tangente a f en el punto ¢ pasa por
el origen. Analice que pasa si a = 0.

Determine el mayor volumen de un cilindro de radio r y altura h, donde P = (h,r) recorre
la recta L : ay + bx = ab, a,b > 0y a+ b = 1. Analizar para que valor(es) de a este mayor
volumen se maximiza.

g
Sea f(z) = nlg{)lo %

a) Determine los valores de = para los cuales f(z) existe y calcule su valor.
b) Estudie la continuidad y la diferenciabilidad de f, en los puntos donde f(z) existe.

Considere la funcién f(z) = /1 — 22Z43E) Gefinida sobre [~1,1] \ {0}.

a) Defina f en 0 de modo que resulte continua en dicho punto (no utilice la regla de I'Hopital).
b) Pruebe que la funcién resultante, definida en [—1,1], es uniformemente continua.



[5]

Encuentre la recta tangente a la curva de ecuacion
g2 arc sen(yz) _ ln(l + z2 + y2)

en el punto P donde la curva corta al eje de las abscisas (y = 0), con abscisa positiva (z > 0).
Sea g : R — R dos veces derivable con ¢'(z) # 0 en todo Ry f: R — R definida por

f(z) = cos(kg(z))

a) Muestre que f, ', f”, 9,9, g" satisfacen la relacién

I

J" = G+ (kg2 =0

b) Calcule f((0) para g(z) = .

[6] Sea b>0,a€]—bb[y f:[-bb = R dada por f(z) = (v* — 22)(a — z)

1.

Muestre que Vz € [—b,b] y Vh € [-b—z,b — z]
f(z) = f(z+h)= —h(3m2 —2za — b + h® + 3zh — ah).

Muestre que f admite sélo un minimo global y sélo un méximo global en [—b,b] (no utilice
segundas derivadas).

Ind: Puede proceder como sigue. Determine los candidatos a extremos y utilice la ecuacion 1
para probar que efectivamente son extremos.

Muestre que la diferencia entre el valor maximo y el valor minimo de f en [—b, b] es 5 (v/a2 + 3b)
y calcule el valor de a que hace minima, esta diferencia.

[7] Considere la funcién f(z) = %e%. Para f

(8]

[9]

1.

Encuentre dominio, ceros y asintotas de todo tipo. Analice su continuidad, estudie los limites
laterales en 0 y encuentre su recorrido.

Calcule f’. Estudie el crecimiento de f y encuentre los mdximos y minimos locales y globales
(en el caso de existir).
Calcule f”. Estudie la convexidad de f y encuentre los puntos de inflexién.

Usando toda la informacién anterior grafique f.

Defina la funcién f(z) = 1 — j en cero para que sea continua en el intervalo | —m, .

1
sen(x
Utilice un desarrollo de Taylor de orden dos para aproximar v/3, con al menos dos decimales
significativos (v/3 = 1,7320...).

Sea f continua en [0, +oo[, derivable en A =]0,+oo[ y tal que f(0) =0y f'(z
A. Utilice el Teorema del Valor Medio para probar que Vz € A, f'(z) > @

es creciente en

)
Concluya que la

funcién @ es creciente en A.
Para la funcién 2 (e” — e) encuentre: dominio, ceros, asintotas de todo tipo y limites en 1y
—1.

_ cos(z)

Para la funcién cos(z)e™ "2  encuentre minimos y maximos.




[10] 1. Encuentre la recta tangente a la curva de ecuacién
3. .2
ln(Z +z° +y) = sen(yzx)

en el punto P donde la curva intersecta al eje de las abscisas (y = 0), con abscisa positiva
(z > 0).

2. Caleule el limite lim & (3 — ;o).

3. Sea f definida y continua sobre [a,b] y derivable sobre |a,b[, con 0 < a < b. Suponga que
f(a) = f(b) = 0. Mostrar que existe ¢ €]a, b] tal que f'(c) = @

[11] Suponga que f(zo) = f'(zo) = -+ f™ D(xg) = 0 y que () es una funcién continua, con
f™(z4) # 0. Sea g(z) = = — }c,l,((?) con f"(z) # 0 salvo para zg.
Se pide

1. Definir g(z) de modo que sea continua en z

2. Calcular, de la definicién de derivada, g'(zo).
Ind: Sea h = z — z¢ y expanda en serie de Taylor f’ y f” en torno a zy. Luego haga h — 0.

[12] Sea f:R — R definida por f(z) = =&

x
1. Encontrar los ceros, minimos, maximos, puntos criticos y puntos de inflexién de f.

2. Estudiar las asintotas y bosquejar el grafico de f.

[13] Estudiar completamente la funcién f(z) = % indicando: dominio, recorrido, continuidad y

eventuales reparaciones de discontinuidades, diferenciabilidad, paridad, crecimiento, puntos criticos,
maximos y minimos, concavidad, puntos de inflexién, asintotas y gréfico.

1
[14] Dada la funcién f(z) = ez (1 — %) Se pide estudiarla completamente indicando:dominio, recorrido,
continuidad y eventuales reparaciones de discontinuidades, diferenciabilidad, paridad, crecimiento,
puntos criticos, maximos y minimos, concavidad, puntos de inflexién, asintotas y grafico.

[15] Dado a > 0, verificar que la funcién de variable real

f@)= (a1 — ) - 3a?)

tiene exactamente un sélo maximo local y un sélo minimo local y que la diferencia entre los valores

alcanzados es 4 1
_ 13
9 (a+ a)

;,Cudl es el menor valor de esta diferencia para diferentes valores de a?.

[16] 1. Sea f derivable en z, calcular }11;% f($°+ah);f($°+ﬁh), donde a, 3, € R.

2. Sea f:R — R una funcién tal que |f(z) — f(y)| < a(z — y)? para todo =,y € R con a > 0.
Pruebe que f': R — R existe y f'(z) = 0, para todo z € R.

[17] Sea f : [0,400[— R una funcién que verifica: (a) f es continua para todo z > 0.  (b) f' existe
para todo z > 0. (c) f(0) =0. (d) f' es estrictamente creciente.

Sea g :]0, +00[— R definida por g(z) = @

1. Demuestre , aplicando el teorema del valor medio en el intervalo [0, z], que f'(z) > g(z).



2.

Deduzca que g es estrictamente creciente.

[18] Sean a,b nimeros reales tales que a < by f una funcién real y continua en [a,b]. Suponga que f
no se anula en el intervalo [a,b] y que es diferenciable en ]a,b[. Demostrar que existe ¢ €]a, b[ tal

[19] Determine un punto en que la curva 2 +y2 = e

[20]

J@) _ 9 (a—b
7)) = Te el@=?)

. Indicacién, considere la funcién g = In|f|, comente las propiedades de g en

KA .« . ..
Zkarctan 3 I —constante, corta al semieje positivo

OX y escriba las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva en dicho punto.

1.

Considere la funcién f(z) definada por

tan(mz) . 1
siz#0,1,5
f(z) = a siz=0
b siz=1
Determine los valores de a y de b de modo que f sea continua en 0 y en 1. ;Es posible definir
f en % para que sea continua en [0,1] 7.

Sea [a,b], a < by f(z) una funcién definida en [a,b], positiva y continuamente derivable en
(a,b). Se definen las funciones g(z) y h(x) de la siguiente forma

9(x) = (z —a)(z - b)f(z) Vz €la,b]

h(z) = ¢'(z) + cg(z) para algin c € R
Probar que h tiene al menos una raiz en (a, b).

3

[21] Estudie el gréfico de la funcién f(z) = (mf—l)% determinando:dominio, recorrido, continuidad y

[22]

[23]

eventuales reparaciones de discontinuidades, diferenciabilidad, paridad, crecimiento, puntos criticos,
maximos y minimos, concavidad, puntos de inflexién, asintotas y gréfico.

1.

1.

Considere las funciones siguientes definidas para todo

z>0: f(z) =4/ 22123, g(z) = 23 =32 + ax + b, h(z) = 4c arctan(L) — csen(cz) + d.
Encuentre los valores de las constantes a,b,c y d, sabiendo que f y g tienen la misma recta
tangente en £ = 1 y ademds que las rectas tangentes a f y h son perpendiculares en z = 0.
Nota. Dado que h no estd definido en = = 0 considere su limite cuando z tiende a 0.

1
demuestre que para todo n € N se tiene f(™(t) = P,(t)(1 — t2)™" 2. Donde P, es algtin
polinomio de grado n. Indicacién, proceda por induccion.

Considere la funcién f(t) = \/%ﬁ Demuestre que f verifica (1 — t2)f(t) — tf(t) = 0. Luego,

Se dice que una funcién f : [a,b] — R es de variacién acotada sobre [a, b] si existe una constante
n

kE > 0 tal que : Y |f(t:) — f(ti—1)| < k. Cualquiera sea el conjunto de puntos t; tales que :
i=1

a =ty <ty <ty < <tp,=">b. Demuestre que si f es derivable en [a,b] y f’ es acotada en ]a,b]
entonces f es de variacién acotada en [a,b]. Ind. Utilice el teorema del valor medio.

Sea f : [a,b] = R diferenciable en [a,b] y tal que f(a) = f(b) =0y 0 < a < b. Demuestre que
f(z)

existe ¢ €]a, b[ tal que: f'(c) = @ Ind. Utilice la funcién auxiliar h(z) = =>.



3. Pauta Control #4 MA12A Calculo, Ano 2002

El objetivo de esta pauta es orientar la correccion de los ayudantes y dar al alumno una guia de
estudio. Es responsabilidad del alumno tener una copia de esta pauta para el dia de la revisién de su
prueba. Esta se puede obtener via http://www.dim.uchile.cl/~1mella/MA12A .html en formato ps o

pdf.

P1.- (i) Sea f : R — R una funcién dos veces derivable con f” continuay f(0) = 0. Se define la funcién

M si x#0
glz)=9 ¥
f(0) si z=0.

(a) (2 ptos.) Demuestre que g es continua y derivable en R.
(b) (2 ptos.) Demuestre que ¢’ es continua en R.

(ii) (2 ptos.) Considere la funcién ¢g : R — R definida por
arctg (z) S 240
g(z) = ’

1 si z=0.
Use (i) para demostrar que g tiene derivada continua en R.

Pauta.- (a) (2 ptos.) Veamos primero que g es continua y derivable para z # 0. En efecto

o Siz#0,g(x) = fE:) es continua pues f es continua para z # 0. [0.25pto]
, p—
o Siz#0,4(z) = 3 Por algebra ya que f' existe, luego g es derivable fuera del origen.
[0.25pto]
Veamos ahora que g es continua y derivable para x = 0.
o lim g(z) = lim =) = lim f@) = 1) = f'(0) = ¢(0), donde se usé que f(0) = 0. Luego
z—0 z—=0 x z—0 z—0

g es continua en z = 0. [0.5pto]
_ _ Ry
o @ =90 . f@/z— f0) (@) - 2f(0)
z—0 x—0 z—0 x z—0 2
analizar este limite L; hay por lo menos tres caminos posibles. Uno es utilizar la regla de

I’'Hopital. Otro es utizar un desarrollo de Taylor de f. Otro es intentar directamente con
el TVM. Veamoslos uno por uno:
Opcién 1 Utilizando la regla de ’'Hopital en Ly ya que numerador y denominador tienden a cero
(recordar f(0) = 0):
b i 10 = 10) _ 170)
T— 2x 2
Opcién 2 Haciendo un desarrollo de Taylor de f de orden 2 en torno a z = 0 (usamos que

£(0)=0)

= Li. En este punto y para

2
f(@) = 2f'(0) + 5 (), & entre Oy .

Reemplazando en L; tenemos

z2 en
1 7]0 ("Sx) _ 1 . n
b Tl
pero 0 < |&;| < =z, luego & — 0 siz — 0 y como f” es continua f"(&;) — f”(0) si
"
0
 — 0. De donde se obtiene L1 = fT()



Opcién 3 Usando el TVM y el hecho que f(0) = 0, sabemos que existe &, entre 0 y z tal que
f(z)/x = f'(£&;)- Reemplazando en Lj, tenemos

L — tim £ 60) = £'0)

z—0 T

a su vez, de nuevo por el TVM, existe un 7, entre 0 y &, tal que w = "(ne),

de donde ¢
L; = lim f" 2,

1= lim f7(n2) >

Pero en general no es posible concluir que % — %

Con la tercera opcién no se puede concluir, pero tiene un cierto puntaje [hasta 0.75pto].
Las otras dos opciones de andlisis [1pto] permiten concluir que g es derivable en z = 0 y
su derivada vale

"
vy 4(0)
(b) (2 ptos.) Veamos que la derivada de g
I J—
zf 5 / si z#0
. x
g'(x) = .
fT(O) si x=0

es continua en R. [0.25pto] por considerar ¢’ a partir del andlisis de la parte anterior (aunque
esté incorrectamente calculada).
Claramente lo es para x # 0 ya que es el cuociente de dos funciones continuas y la del denom-
inador no se anula. [0.25pto].
Por otro lado, para z =0

zf'(z) — f(z)

lim ¢'(z) = lim —————"* = L,.
zi%g (.’L‘) a:l—I)I%) 2 2

De nuevo, para analizar este limite Ly presentamos varias opciones:

Opcién 1 Utilizando la regla de ’Hopital en Ly ya que numerador y denominador tienden a cero
(recordar f(0) = 0):

Ly = lim zf"(z) + f'(z) — f'(x) = lim m - w,

z—0 2 z—0 2 2

pues f” es continua.
Opcién 2 Usando el mismo desarrollo de Taylor para f de la parte (a) (a este desarrollo se le asigna
puntaje solamente en una de ambas partes) se obtiene reemplazando en Loy

zf'(z) — 2f'(0) — 2%/2f" (&)

Ly = alzl—r{(l) 2
N 05 ¥ O B ()
z—0 T z—0 2

Opcién 3 Usando el TVM se encuentran dificultades similares a las ya vistas en la parte (a). En
caso de un buen anilisis, se le asigna puntaje como en esa parte.



P2.-

Pauta.-

Las dos primeras opciones de anlisis permiten concluir que ¢’ es continua en z = 0 [1.5pto]. El
alumno podria haber calculado erré6neamente el valor de ¢'(0) de la parte (a). En consecuencia,
el an4lisis anterior, en caso de estar correcto, lo habria llevado a concluir que ¢’ no es continua
en (. Esto debe considerarse correcto. Si por el contrario, el alumno vuelve a cometer errores
para forzar la continuidad de g, debe considerarse incorrecto.

(ii) (2 ptos.) Basta verificar las hipétesis de la parte (i) para f(z) = arctg (z) ([0.2pto] por iden-
tificar f) :
o f:R—Robien f: R — (—7/2,7/2) [0.2pto]
o f(0) = arctag (0) = 0 [0.2pto]

1
o f'(z) = ;573 [0-5pto]
o f(z) = —ﬁ, [0.5pto] luego f es dos veces derivable en R con derivada segunda

continua en todo R (notar que 1 + 22 # 0). [0.2pto]
o f'(0) = =5 = 1 [0.2pto]

Sean f,g: R — R dos funciones derivables tales que
VzeR f'(z) =-2f(z), g¢'(z)=ag(z),  f(0)=g(0)=1.

(i) (1 pto.) Pruebe que f - g es constante. Deduzca que f(z) > 0, g(z) > 0, Vz € R.
Ind: puede utilizar resultados vistos en clases, enunciando claramente las hipétesis. Para la
deduccién del signo de f y g puede usar el TVI junto a una contradiccién.

(ii)
(iii)

(1 pto.) Estudie crecimiento, maximos y minimos de f.
(

(iv) (1 pto.) Demuestre que Vz € R\ {0}, existe un £ entre 0 y z tal que f(z) = —f"(£).
(1 pto.)
(

1 pto.) Calcule f” en funcién de f (y no de f'). Estudie convexidad y concavidad de f.

Estudie el crecimiento de f’ y demuestre que f’ es acotada en R.

(v)

(vi) (1 pto.) Deduzca que lim f(x) = lim f(z) = 0. Bosqueje un grifico de f a partir del
r—>+00 T——00

1 pto

estudio anterior.

(i) Las funciones f y g son derivables (y por ende continuas) en todo R. Lo mismo para el producto
fg. [0.1pto]
Para probar que el producto es constante hay dos opciones al menos [0.4pto]

Opcién 1 Tenemos

(f9)'=fgd+fg=zfg—2fg=0

en todo R. Como la derivada del producto se anula sobre todo R (un intervalo) entonces
(por un resultado visto en clases consecuencia del TVM) se tiene que

Jdc € R tal que f(z)g(z) =c.

Opcién 2 También se puede hacer usando el TVM directamente, en efecto, sea [z1,z2] C R un

intervalo acotado, entonces, aplicando el TVM a fg (que es continua en [z1,x2] y derivable
en (z1,z2)) se obtiene que existe un £ entre x1 y z2 tal que

f(z2)g(z2) — f(z1)g(z1)

o — I1

= (f9)'(©) =0,

de donde f(z1)g(z1) = f(z2)g(z2) para z1,z2 € R cualesquiera, lo que significa que el
producto es constante.
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Ahora f(0)g(0) = 1 luego fg = constante = 1. [0.1pto]
Veamos ahora el signo de f y de g. Es claro que si f es positiva también lo es g y viceversa,
pues el producto de ambas funciones vale 1. Claramente f # 0 pues el producto fg = 1.
Supongamos entonces que f(zg) < 0 para algin zy # 0. Como f(0) =1 > 0 por el TVI existe
z1 con f(xz1) =0 (f continua) lo que no puede ser. [0.4pto]
(ii) o Crecimiento de f. f'(z) = —zf(z). Como f > 0 entonces f' > 0 para z < 0y f' < 0 para
x > 0. Luego f es (est.) creciente para z < 0y f es (est.) decreciente para z < 0. [0.5pto]
o Méximos y minimos de f. Del crecimiento anterior, f tiene una maximo global en z = 0
(£(0) =1). [0.5pto]
(i) o f"=(f)=-zf —f=(2>-1)f. [0.2pto]
o Concavidad y convexidad de f. De la expresién para f” y como f > 0 vemos que f” > 0si
|z| > 1y f” < 0si|z| < 1. [0.3pto] Luego f es convexa en los intervalos (—oo, —1)U(1, +00)
y céncava en el intervalo (—1,1). [0.4pto]. Puntos de inflexién: —1 y 1 [0.1pto]

(iv) Aplicando el TVM a f’ entre 0 y z se obtiene que existe un ¢ entre 0 y z tal que

friey - £@) = 10) _ flw) _ —af(@)

z—0 T T

= —f(=).

[1pto]

(v) o Crecimiento de f’. Como (f')’ = f" el crecimiento de f’ viene del andlisis del signo de
la segunda derivada, que ya se hizo en (iii). Se concluye que f’ es (est.) creciente en
(—o0,—1) U (1,400) y (est.) decreciente en (—1,1). [0.3pto]

o Acotamiento de f’. Como f’ es continua, es acotada en todo intervalo cerrado y acotado de
R [0.2pto]. Podria ser no acotada si x — +00 0 £ — —o0, sin embargo, como ya lo vimos
en (ii), f' < 0 cuando z — +oc (creciente y acotada superiormente) y f' > 0 cuando
x — —oo (decreciente y acotada inferiormente). Luego f' es acotada en todo R. [0.5pto]

(vi) o Limites.

eSO = N0

por comparacién ya que f'(z) es acotada si z — +o00. [0.25pto]
Del mismo modo

lim f(z)= lim _M:()

T—r—00 T—r—00 €T
por comparacién ya que f'(z) es acotada si z — —o0. [0.25pto]
o Grafico de f. [0.5pto]
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Pauta.-

P3.- (i) (3 ptos.) Encuentre el desarrollo de Taylor de f(z) = In(cos(x)) hasta el orden 3, en torno a
z =0, y demuestre que el resto estd acotado por Z|z|%, para z € [—n/4, 7w /4].

(ii) Considere la funcién
T si 0<z<1
flz) =
0 si z=1.
(a) (2 ptos.) Considerando particiones uniformes (o equiespaceadas) del intervalo [0, 1], calcule
las sumas superiores e inferiores de f.

(b) (1 pto.) Enuncie la condicién de Riemann y utilicela para probar que f es integrable en
[0,1].

Pauta.- (i) (3 ptos.) Primero notar que f(z) = In(cos(z)) estd bien definida en (—7/2,7/2). Ademés f es
infinitamente derivable en ese intervalo.

Recordar que el polinomio de Taylor de orden 3 de f en torno a z = 0 es

Py(@) = £(0) + /'O + 5 /(0032 + 51" (0)a

[0.4pto]
Calculemos
f@) = — (- sin(z)) = ~tan(z)
cos(x)
f'(x) = —sec’(z)
f"(x) = —2sec(z)(sec(x)tan(x)) = —2sec?(z) tan(z)

([0.4pto] cada derivada).
De lo anterior: f(0) =0, f'(0) =0, f”(0) = -1, f"(0) = 0 y entonces

1
Pg(.’l}') = —§.T2.
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[0.2pto].
Del Teorema de Taylor:

f(z) = Py(z) + ;19 ()
donde ¢ estd entre 0 y z. [0.4pto]
Calculemos
fO(2) = (~2sec’(z) tan(z))’

= —4sec(z) tan(z)(sec(z) tan(z)) — 2sec?(x) sec?(x)

= —4sec?(z)tan?(z) — 2sect(z)

= —2sec’(z)(2tan’(z) + sec’(z)).
[0.4pto]

Siz € [-n/4,7/4], £ € (—7/4,7/4) y luego
FD(e) <2-2(2+2) =16

ya que

sup [sec(é)| = V2

ge(—m/4,m/4)
sup |tan(§)] = 1.
ge(—m/4,m/4)

Asi, el resto se puede acotar por
1 16 2
—P < = |f® L gt = 2.
1) = Po(a)] < I O©st < 5laft = Sla']
[0.4pto]

(a) (2 ptos.) Denotemos por P, la particién uniforme de [0, 1] con n intervalos, o sea

i
Pn:{g|ze{0,1,...,n}}.

o Célculo de s(f, P,) (suma inferior). En los intervalos [==1, 2] con 1 <4 < n— 1 se tiene
que f(z) = z y luego [0.3pto]

,— 1
inf f="_ , 1<i<n-—1.
[7175] n
Por otro lado, si n > 2,
inf f=0
[n 1 1]

ya que f(z) >0 paraz € [=21,1] y f(1) = 0. [0.4pto]
Entonces (notar que la primera suma tiene indice superior n — 1)

n—1 .
7—1 1 1
S(faPn) = Z " ‘E—FO-E
=1
1n72'
- 15
i=
i
T n? 2
_ 1 3 2
2 2n  n?

[0.3pto]
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o Célculo de S(f, P,) (suma superior). En los intervalos |

tiene que f(z) = z y luego [0.3pto]

%,%]conlgign—lse

i
sup f=— , 1<i<n-—1.
[i=L, 4] n
Por otro lado, sin > 2,
sup f=1
[22,1]

ya que f(z) <1paraz €[22 1]y f(z) - 1si z — 1. [0.4pto]
Entonces (notar que la primera suma tiene indice superior n — 1)

7
L

1
n

S(f,P) =

|
-~
3= T
© S
Il I
= =
-
+

| =
]
|
=
S

Il
N
+
|

+ |
=
S |-

N =N =3
[\~
3

[0.3pto]

sentido de Riemann ssi

+ 1

1
n

(b) (1 pto.) La condicién de Riemann expresa que una funcién (acotada) f es integrable en el

Ve > 0 3P € Py,q tal que S(f, P) — s(f,P) <e,

donde P[g ;) es el conjunto de todas las particiones de [0, 1] (todas, las uniformes y las no

uniformes). [0.4pto]

Calculemos
1 1 1
B)—s(f,P) = ~4+— (-2
S P =P = 55 (5
2 2
o n2

Esta tultima expresion tiende a cero si n — oo, por lo que dado € > 0, existe n > 2 tal
que S(f,P,) — s(f,P,) < e (basta tomar algin n suficientemente grande de modo que
2

2 — % < €). [0.6pto]

n
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4. Problemas resueltos

[1] Considere

1. Pruebe que f es diferenciable en z # 0.

2. Pruebe que f no tiene derivada en 0.

Solucién:

1. En z # 0 se cumple que f es diferenciable por ser producto y composicién de funciones
diferenciable. Para calcular f’ utilizamos el dlgebra de derivadas

f'(@) = sen (i) e (Se“ G))
e (1) eeos (1) (2)
—sen (1) —eos (1) 2

2. Para z = 0, utilizando la definicién de derivada se tiene

. h sen(%) -0 ) 1
lim —2*—— — limsen | —
h—0 h h—0 h

pero este limite no existe, luego f no puede ser derivable en 0.

[2] Para la funcién
w?sen(L) z #0
= z
9(@) { 0  z=0

Pruebe que g es diferenciable en R
Solucién:

En forma andloga al problema anterior se tiene que g es diferenciable para = # 0, su derivada vale
1 VY
/ — 2 - 2 -
g (x) = 2z sen (a:) + z° [ sen -
() e (3) (2)
=2zsen| — ) +x"cos | — —
x x T
1 1
= 2z sen (—) — cos (—) .
x x

h%sen(+) — 0
! - lim———h7
g(0) = i{l—% h

= lim hsen (1> =0.
h—0 h

Observacién: un error tipico del estudiante es dar un argumento del estilo: “f/(0) = 0’ y como
la derivada de una constante es 0 se sigue que f'(0) = 0”. lo cual constituye un error conceptual
grave, el estudiante debe recordar que la derivada siempre es un limite. En este caso es incorrecto
emplear el dlgebra de derivadas (;jpor que?).

Ahora para x =0
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[3] Considere los reales a,b tales que 0 < a < b. Sea f una funcién continua sobre [a,b] y derivable
sobre (a,b) que satisface la propiedad

fla)=f()=0y f'(a) = 0.
1. Mostrar que existe ¢ € (a,b) de modo que la tangente a f en el punto ¢ pasa por el origen.
2. Resuelba el problema anterior si ahora a = 0.

Solucidn:

)

1. Para que la tangente a f en el punto ¢ pase por el origen es necesario que f'(c) = % ver
Figura 1

Figura 1: notemos que la pendiente de la recta tangente en c es @

Consideremos entonces g(z) = @, g(z) es continua en [a,b] y derivable en (a,b) ademas
g(a) = g(b) = 0. Utilizando el teorema del valor medio para g se tiene que Jc € (a,b) tq :
g(b) —gla) _
por lo tanto
I —
g'(c) = cf(e) —1(e) (C)CQ 1o _ 0= 3ce€ (a,b) tq f'(c) = _fic)

2. a = 0 propuesto. Indicacién considere la funcién auxiliar definida en [0, b]

g(z) =

g(m):@ si0 <z <b
0 siz = 0.

[4] Demuestre usando el Teorema del Valor Medio (TVM) que

T
1+ 2

<In(l4+z)<z Vz>0

Solucion:

Sea z > 0 y consideremos la funcién f(¢) = In(1 + ¢), la cual, es continua en el intervalo [0,x] y
diferenciable en (0,x) por el TVM. 3¢ € (0, z) tal que

g F(@) = f(0)
f (f) - T — O )
en nuestro caso f'(§) = 1+-£ pero:
R <1 ues £ >0
i+e- P
ademas
1 S 1 £ <
1+~ 1+ PU®sS?



[5]

[6]

luego

1 < In(1+ z) <1
1+z — z -
y como z > 0 se tiene el resultado (nota: el caso z = 0 es directo).

Demostrar usando el Teorema del Valor Medio Generalizado (TVMG) que Vz € (0,1)

arg tanh x < 1

1<
5 —arccosz /1 — z?

Solucién:
Sea f(t) = argtanht y g(t) = arccost, estas funciones son continuas en [0, 1] y derivables en (0, 1)

ademas
1 1

! _ ! — _
f(t)_l_tog(t) m
por TVMG. 3¢ € (0,z) tal que:

f1(€) 1—¢2 arg tanh x — arctan 0

g ——F—= arccos z — arccos 0

notemos que argtanh0 = 0 y arccos 0 = 7/2 luego

1 arg tanh x

V1—¢€2 N 5 —arccosw

y como & € (0,z) se obtiene que

arg tanh x < 1

= .
3 — arccoszw V1 — 2

1<

Estudiar completamente la funcién
flz) = m,
indicando:

1. Dominio, ceros, continuidad, eventuales reparaciones de discontinuidad, asintotas de todo tipo,
diferenciabilidad, crecimiento, puntos criticos, maximos y minimos

2. Concavidad, puntos de inflexién, recorrido y gréfico.
Solucién:

1.

Dominio: Dom(f) = R\{1}.
Ceros: f(z) =0enz = —1.

f es continua en su dominio y no es reparable en z = 1 pues lim f(z) = lim f(z)oo
T—1— T—1+

Asintotas verticales, horizontales y oblicuas:
e Verticales: f posee una asintota vertical en £ = 1

e Horizontales: no tiene
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e Oblicuas:

LS @)
r—Foo I r—100 :L‘(]) — 1)2
(z+1)3 B

lim f(z) —mx

r—+o00

lim

e

z—otoo 2 — 2z 41

Asintota oblicua de ecuacién y =z + 5

» Crecimiento: Calculo de f'(x)

s Grifico

lim

z—too (x — 1)2

=5

(x+1)%(z - 5)

o) —
f (‘T) - (.’L‘ _ 1)3
fllr) = 0Oenz=1V z=5
f'(z) > 0ssiz e (—o0,1)U[5,00)
f'(z) < Ossize€(1,5)
» Concavidad e inflexiones: Célculo de f”(z)
" B 24(z + 1)
f (‘T) - (.’L‘ _ 1)4
f"(xr) = 0siz=—1 punto de inflexién
f'(x) > 0size(—1,1)U(1,00) convexa
f'(x) < 0siz < —1 concava
(—OO,—l) -1 (_171) 1 (155) o (5100)
f(=) 0 7 7
>0 >0 <0 <0
f'(z) / 0 / ) N\ 0 /
<0 >0 >0 >0
f"(z) | Concava | 0 | Convexa | # | Convexa Convexa

= Recorrido: R
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