
Auxiliar #7 MA12AMiguel Angel Carras
o.1 (Primitivas o Antiderivadas)De�ni
i�on 1.1 Sean f : A � R! R, I � A un intervalo. Diremos que la fun
i�on F : I ! R es unaprimitiva de f en I ssi1. F es 
ontinua en I y diferen
iable en Int(I).2. 8x 2 Int(I), F 0(x) = f(x).1.1 Tabla de primitivas elementales� R xn = xn+1n+1 +C� R 1x = ln jxj+ C� R sen(ax) = � 1a 
os(ax) + C� R 
os(ax) = 1a sen(ax) + C� R tan(ax) = � 1a ln 
os(ax)+C� R se
2(ax) = 1a tan(ax) + C
� R 
s
2(ax) = � 1a 
ot(ax) + C� R eax = aeax + C� R senh(ax) = 1a 
osh(ax) + C� R 
osh(ax) = 1a senh(ax) + C� R 11+x2 = ar
tan(x) + C� R 1p1�x2 = � ar

os(x) + C

� R 11+x2 = ar
tan(x) + C� R 11�x2 = arg tanh(x) + C� R 1px2�1 = arg 
osh(x) + C� R 1p1+x2 = arg senh(x) + C� R xp1+x2 = p1 + x2 + C1.2 Propiedades1. R (f + g) = R f + R g2. R (�f) = � R f3. R f(u) = R (f Æ g) � g0(x) + C F�ormula del 
ambio de variables4. R f 0 � g = f � g � R g0 � f F�ormula de integra
i�on por partes
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2 ProblemasP1. Cal
ule las siguientes primitivas1. R senx1+
os2 x2. R ear
tan x1+x23. R(ax+ b)n4. R f 0(x)f(x)5. R 1x2+2x�3P2. Resuelva las siguientes e
ua
iones diferen
iales(1 + x2)y0 = xy (1)x2(yy00 + y02) = 1 (2)y0 = xy (3)P3. Sea f : R! R dos ve
es diferen
iable y que 
umple lo siguiente:f 0(x) + P (x)f(x) = Q(x) (4)La idea es en
ontrar que tipo de fun
iones satifa
en (4). Para esto pro
eda 
omo sigue1. Resuelva la siguiente e
ua
i�on z0(x) + P (x)z(x) = 0 (5)2. Considere (4) y (5) demuestre quef � z = Z z(x)Q(x)dx + C1 (C1 = 
onstante)Ind: re
uerde que f 0z + z0f = (fz)03. Con
luyaP4. Sea A(x) el �area entre a y x de una fun
i�on integrable (f(x)).Cal
ule 
uanto vale la derivada de A(x).Cuanto vale el �area bajo la 
urva entre [a; b℄.(Nota: primitiva de f es F (x) + C).
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3 Solu
ionesP1. Cal
ule las siguientes primitivas1. R sen x1+
os2 x2. R ear
tan x1+x23. R (ax+ b)n4. R f 0(x)f(x)5. R 1x2+2x�3Sol:1. Sea u = 
os x ) u0 = � senx luegoI = Z senx1 + 
os2 x = �Z u0(x)1 + u2(x)por teorema de 
ambio de variableI = ��Z 11 + u2(x)�u=
osx = � ar
tan u = � ar
tan(
os x) + C2. Z ear
tan x1 + x2 = Z eu(x)u0(x)= �Z eu�u=ar
tan x= ear
tan x + C3. Tomando u = ax+ b luegoI = Z (ax+ b)n = Z (u(x))na u0(x)= 1a(Z un)u=ax+b= (ax+ b)n+1a(n+ 1) + C4. Utilizando el teorema de 
ambio de variablesI = Z f 0(x)f(x) = �Z 1f�f=f(x)= ln(f(x)) + C3



5. R 1x2+2x�3 notando que x2 + 2x� 3 = (x+ 3)(x � 1) luego1x2 + 2x� 3 = A(x+ 3) + B(x� 1)Donde A = �14 y B = 14 luegoZ 1x2 + 2x� 3 = 14 ��Z 1(x+ 3) + Z 1(x� 1)� = 14(� ln(x+ 3) + ln(x� 1)) + CP2. Resuelva las siguientes e
ua
iones diferen
iales1. (1 + x2)y0 = xy2. x2(yy00 + y02) = 13. y0 = xySol:1. (1 + x2)y0 = xy (1 + x2)y0 = xy , y0y = x(1 + x2)Ahora integrando se obtieneZ y0y = Z x(1 + x2) , ln y = 12 ln(1 + x2) + ln(C)�nalmente se obtiene y = Cp1 + x22. x2(yy00 + y02) = 1 (yy00 + y02) = 1x2notemos que (yy0)0 = (yy00 + y02), integrando se obtieneyy0 = �1x + C1integrando nuevamente, notando que yy0 = (y22 )0y2 = �2 ln(x) + C1x+ C23. y0 = xy y0 = xy , y0y = xintegrando ln y = x22 + C () y = C0ex224



P3. Sea f : R! R dos ve
es diferen
iable y que 
umple lo siguiente:f 0(x) + P (x)f(x) = Q(x) (6)La idea es en
ontrar que tipo de fun
iones satifa
en (6). Para esto pro
eda 
omo sigue1. Resuelva la siguiente e
ua
i�on z0(x) + P (x)z(x) = 0 (7)2. Considere (6) y (7) demuestre quef � z = Z z(x)Q(x)dx + C1 (C1 = 
onstante)Ind: re
uerde que f 0z + z0f = (fz)03. Con
luyaSol:1. (7) es equivalente a z0(x)z(x) = �P (x) integrandoZ z0(x)z(x) = �Z P (x)la solu
i�on de esta e
ua
i�on es z(x) = C0e� R P (x)2. Considerando el sistema f 0(x) + P (x)f(x) = Q(x) ��� � zz0(x) + P (x)z(x) = 0 ��� � fahora sumando (6) � z 
on (7) � f se obtienef 0(x)z(x) + z(x)0f(x) = z(x)Q(x)notando que f 0z + z0f = (fz)0 e integrandoZ (f(x)z(x))0 = Z z(x)Q(x) + C1
omo R (f(x)z(x))0 = f(x)z(x) reemplazando esto en lo anterior se tiene el resultado pedido3. Utilizando las partes anteriores se 
on
luye quef(x) = C0eR P (x)��Z z(x)Q(x)� + C1�= C0eR P (x)��Z e� R P (x)Q(x)�+ C1�5



P4. Sea A(x) el �area entre a y x de una fun
i�on integrable (f(x)).Cal
ule 
uanto vale la derivada de A(x).Cuanto vale el �area bajo la 
urva entre [a; b℄.(Nota: primitiva de f es F (x) + C).Sol: Derivada de A(x) A0(x) = limx!0 A(x+ h)�A(x)h
a x x+hFigura 1:A0(x) = limx!0 f(x)hh = f(x)luego A(x) es primitiva de f .El �area entre a y b se 
al
ula ha
iendo x = b, A(b) = F (b) + C >
uanto vale C ? 
laramente el�area entre a y a es 
ero A(a) = 0 = F (a) + C ) C = �F (a) por lo tantoA(b) = F (b)� F (a)
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4 Problemas Propuestos� Considere dos part��
ulas de masas m1 y m2. Cal
ular el trabajo ne
esario para mover la segundapart��
ula sobre una re
ta desde la distan
ia r1 a la distan
ia r2 > r1 de la primera part��
ula.
m m m2 2

1

1 2r rFigura 2:� Cal
ule R 
s
 x dx para esto pro
eda 
omo sigue1. Muestre que 1senx = 
os2(x2 )�sen2(x2 )2 sen(x2 ) 
os(x2 )2. Utilizando lo anterior 
al
ule R 
s
 x dx re
uerde que R (f + g) = R f + R g� Sea g : R ! R una fun
i�on biye
tiva diferen
iable y tq. g(0) = 0 sea f : R !℄0; 1[ una fun
i�ondiferen
iable g(x) = Z g(x)0 f2(g�1(x))dx + f(x)1. Pruebe que f(x) = tanh(g(x))2. Cal
ule la integral Z x30 (tanh(t))2dt
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