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Auxiliar #7 MA12A

Miguel Angel Carrasco.

(Primitivas o Antiderivadas)

Definicién 1.1 Sean f: ACR — R, I C A un intervalo. Diremos que la funcion F: I — R es una
primitiva de f en I ssi

1. F es continua en I y diferenciable en Int(T).

2. Vx € Int(I), F'(z) = f(z).

o [csc?(az) = —1cot(az) + C

1.1 Tabla de primitivas elementales
o [a"= f:: +C

e [L=Injz|+C

e [sen(az) = —1cos(az) + C

e [cos(ar) = Lsen(az) + C

o [tan(az) = —%lncos(az)+C

T a

o [sec’(az) = L tan(az) +C

1.2
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Propiedades

S+ = f+[g
SN =A[f

[ fuw)= [(fog)- ¢ (z)+ C Férmula del cambio de variables

o [ =qae™ +C

e [senh(az) = Icosh(az)+C

e [cosh(az) = Lsenh(az) + C

e [ ﬁ = arctan(z) + C

e [ \/1177 = —arccos(z) + C

ff9g=f-9—[¢ - f Férmula de integracion por partes

e [ —H]mQ = arctan(z) + C

[ 5 = argtanh(z) + C

2

| ﬁ = arg cosh(z) + C
o [ —f:—.ﬁ = argsenh(z) + C

[ ] fﬁ:\/l‘i‘%&‘i‘c



2 Problemas

P1. Calcule las siguientes primitivas

1. [‘ sen

1+cos? z
arctan x
2. [So
3. [(azx + b)"
f'(z)
4[5
1
5. fm2+2,1:73

P2. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

(1+2%)y =y
m?(yyﬂ + le) -1

/

Yy =2y

P3. Sea f: R — R dos veces diferenciable y que cumple lo siguiente:

f'(z) + P(z)f(2) = Q(x)
La idea es encontrar que tipo de funciones satifacen (4). Para esto proceda como sigue

1. Resuelva la siguiente ecuacion
2(z) + P(x)z(z) =0

2. Considere (4) y (5) demuestre que

f-z= /z(’r)Q(’r)d'I’ + C; (Cp = constante)

Ind: recuerde que f'2+2'f = (fz)
3. Concluya

P4. Sea A(xz) el area entre a y z de una funcién integrable (f(z)).

Calcule cuanto vale la derivada de A(z).
Cuanto vale el 4drea bajo la curva entre [a, b].
(Nota: primitiva de f es F(z) + C).



3 Soluciones

P1. Calcule las siguientes primitivas

1. [‘ sen

1+cos? z

arctan x

2. [ S
3. [(az +b)"
['(@)

4 [
5.

1
f 24213
Sol:

1. Sea u =cosxz = u' = —senx luego

/ sen x / u'(z)
I=)—— =—| —‘
J 1+cos’z J 14+ u?(z)
por teorema de cambio de variable

1
I = — (/72> = —arctanu = — arCtaD(COS 7') +C
1 + u (T) U=COS T

Parctan T
— = eu(m)u/(m)
1+ =z
. u=arctan

_ earctanm 4 C

3. Tomando u = ax + b luego

1= [tassoy = f )" ()
= l(/“‘n)uam+b

~ (az +b)"t! Lo
 aln+1)

S|

4. Utilizando el teorema de cambio de variables

! _./ f((»:)) - ( %>f—f<“

= I(f(z) +C




5. [ m notando que z? 4+ 2z — 3 = (z + 3)(z — 1) luego

1 _ A B
2 +2r -3 (v+3) (v-1)

Donde A = 731 y B = % luego

[rms=i( Joret[atn) =it meryenem+e

P2. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales

L (1+2%)y =2y

2. 2 (yy" +y*) =1
3.y =uxy

Sol:

L (1+2%)y =2y

!
1+ =y 2= ———

Ahora integrando se obtiene

y x 1 2
/y '/(1+x2)<:>ny 5 n(1+ z*) + In(C)

finalmente se obtiene

y=CV1+ a2
2. mz(yy” + y/2) =1 :
(yy" +4y?) ==

72
notemos que (yy')’ = (yy" + y'?), integrando se obtiene
1
yy' = ——+C
T

[¥]

integrando nuevamente, notando que yy' = (%)’

y? = —2In(z) + Ciz + Cy

3.y =ay
/
Yy =zy & LA
)
integrando
z? 22
lny:7+0 — y=Cpez



P3. Sea f: R — R dos veces diferenciable y que cumple lo siguiente:
f'(z) + P(z)f(z) = Q(=) (6)
La idea es encontrar que tipo de funciones satifacen (6). Para esto proceda como sigue

1. Resuelva la siguiente ecuacion

Z'(z) + P(x)z(z) =0 (7)

2. Considere (6) y (7) demuestre que
f-z= /z(:c)Q(:c)d:c +C1 (Cy = constante)

Ind: recuerde que f'z+ 2'f = (fz)
3. Concluya
Sol:

1. (7) es equivalente a Zzl((;’)) = —P(x) integrando

[ = re

2(z) = Cpe 1)

la solucién de esta ecuacién es

2. Considerando el sistema

J'(@) + P(@)f(2) = Q) R
Z() + P(a)z(x) = 0 -

ahora sumando (6) - z con (7) - f se obtiene
fl(@)z(z) + 2(2) f(2) = 2(2)Q(z)
notando que f'z+ 2'f = (fz)' e integrando

[t@ey = [ =@aw + e

como [(f(z)z(z)) = f(z)z(x) reemplazando esto en lo anterior se tiene el resultado pedido

3. Utilizando las partes anteriores se concluye que

fa) = coefpm{( / z(m)@(m)>+6‘1}
— Cpel P { ( / efp(”)Q($)> + 01}



P4.

Sea A(z) el drea entre a y x de una funcién integrable (f(x)).

Calcule cuanto vale la derivada de A(x).
Cuanto vale el drea bajo la curva entre [a, b].
(Nota: primitiva de f es F(z)+ C).
Sol: Derivada de A(x)
A(x +h) — Az
z—0 h

Figura 1:

luego A(x) es primitiva de f.

El drea entre a y b se calcula haciendo z = b, A(b) = F(b) + C jcuanto vale C' 7 claramente el
area entre a y a es cero A(a) = 0= F(a) + C = C = —F(a) por lo tanto



4 Problemas Propuestos

e Considere dos particulas de masas m y mo. Calcular el trabajo necesario para mover la segunda
particula sobre una recta desde la distancia r{ a la distancia ro > r; de la primera particula.

Il 2

Figura 2:

e Calcule [cscz dz para esto proceda como sigue

qenz(g)
cos(5)

1 cos?(

1. Muestre que = ?)ﬂ)
2

sen 2 sen

2. Utilizando lo anterior calcule [cscz dz recuerde que [(f+g)= [f+ [g

e Sea g: R — R una funcién biyectiva diferenciable y tq. g(0) = 0 sea f: R —]0, 1] una funcién
diferenciable

(@)
g(x) = / " P @)+ f ()

1. Pruebe que f(z) = tanh(g(x))

2. Calcule la integral
3

/ " (tanh(t))2dt
J0



