
Auxiliar #5 MA12AMiguel Angel Carraso.1 Resumen1.1 M�aximos y m��nimosSi x0 es m�aximo o m��nimo loal entones f 0(x0) no existe o bien f 0(x0) = 0.
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xFigura 1: x0; x1; x2; x3 y x4 son puntos r��tios1.2 Teorema del valor medioTeorema 1.1 (Teorema de Rolle) Sea f : [a; b℄! R, ontinua en [a; b℄ y difereniable en (a; b).Si f(a) = f(b) entones 9� 2 (a; b) tal que f 0(�) = 0
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Teorema 1.2 (Teorema del valor medio de Lagrange) Sea f : [a; b℄ ! R, ontinua en [a; b℄ ydifereniable en (a; b), entones 9� 2 (a; b) tq f 0(�) = f(b)�f(a)b�a
a b

f(a)

f(b)

Ejemplo: Demuestre usando TVM. quex1 + x � ln(1 + x) � x 8x � 0Sol:Consideremos f(x) = ln(1+x), por TVM. 9� 2 (0; x) tq f 0(�) = f(x)�f(0)x�0 , en nuestro aso f 0(�) = 11+�pero: 11 + � � 1 pues � > 0ademas 11 + � � 11 + x pues � < xluego 11 + x � ln(1 + x)x � 1y omo x > 0 se tiene el resultado (nota: el aso x = 0 es direto).Teorema 1.3 (Teorema del valor medio generalizado \TVMG" ) Sean f; g : [a; b℄ ! R , on-tinuas en [a; b℄ y difereniables en (a; b), entones9� 2 (a; b) tal que f 0(�)g0(�) = f(b)� f(a)g(b) � g(a)Ejemplo: Demostrar usando el teorema del valor medio generalizado que 8x 2 (0; 1)1 < artan x�2 � aros x < 1p1� x2Sol:Sea f(x) = artan x y g(x) = aros x, estas funiones son ontinuas en [0; 1℄ y derivables en (0; 1)f 0(x) = 11� x2 y g0(x) = � 1p1� x22



por \TVMG" 9� 2 (0; x) tq: f 0(�)g0(�) = 11��2� 1p1�x2 = artan x� artan 0aros x� aros 0notemos que artan 0 = 0 y aros 0 = �=2 luego1p1� x2 = artan x�2 � aros xy omo � 2 (0; x) se obtiene que 1 < artan x�2 � aros x < 1p1� x21.3 Reglas de L'HopitalTeorema 1.4 (Reglas de L'Hopital) Sean f y g dos funiones derivables en (x0�Æ; x0+Æ)�fx0g,Æ > 01. si limx!x0 f(x) = limx!x0 g(x) = 0 y ademas limx!x0 f 0(x)g0(x) = L entones limx!x0 f(x)g(x) = L.2. limx!x0 f(x) = limx!x0 g(x) =1 y ademas limx!x0 f 0(x)g0(x) = L entones limx!x0 f(x)g(x) = L.Ejemplos:� limx!0 senxx = limx!0 osx1 = 1� limx!0 ln(x+1)x2+1 6= limx!0 1(x+1)2xEn este aso no se umple el teorema pues ln(x+1)x2+1 No es forma L'Hopital.Formas L'Hopital1. 00 , 11 , 10, 11.2. 01 No es forma L'Hopital.
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2 ProblemasP1. Sean a1; a2; : : : ; an un onjunto de datos medidos experimentalmente. Se llama funi�on de densi-dad probabilidad a la funi�on siguiente:f(x) = Ae� 12 nPi=1(ai�x)2Demostrar que f(x) tiene un m�aximo global si x = nPi=1 ain .P2. Cual es el largo l m�aximo para el ual la vara pasa por el \orredor". (�gura 2)
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Figura 2: la vara y el orredorP3. Sea ABC un tri�angulo is�oeles on base AB = C y altura CM = h (AC = BC). Sea P interioral tri�angulo sobre la altura CM .Se pide determinar para qu�e valor del �angulo\PAM = x la suma de las distanias de P a losv�erties es m��nima. Calule el valor de diha suma y ompruebe que es m��nima ompar�andolaon las posiiones extremas de P en M y P en C. (Figura 3)
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hFigura 3:P4. Sean b > 0; a 2 (�b; b) y f : [�b; b℄! R dada porf(x) = (b2 � x2)(a� x)1. Muestre que 8x 2 (�b; b) y 8h 2 [�b� x; b� x℄f(x)� f(x+ h) = �h(3x2 � 2xa� b2 + h2 + 3xh� ah) (1)2. Muestre que f admite s�olo un m��nimo global y s�olo un m�aximo global en [�b; b℄.Ind: Determine los andidatos a extremos y utilie la euai�on 1 para probar que efetiva-mente son extremos. 4



3. Muestre que la diferenia entre el valor m�aximo y el valor m��nimo de f en [�b; b℄ es427pa2 + 3b2 y alule el valor de a que hae m��nima esta diferenia.P5. Sean 0 < a < b. Sea f de�nida y ontinua sobre [a; b℄ y derivable sobre (a; b). Suponga quef(a) = f(b) = 0 y f 0(a) = 0. Mostrar que existe  2 (a; b) de modo que la tangente a f en elpunto  pasa por el origen. Analie que pasa si a = 0.P6. Sea P : R! R una funi�on derivable y aotada on k raies reales y distintas r1 < r2 < � � � < rk.Sea � > 0. Probaremos que P (x) � �P 0(x) tiene al menos k raies reales distintas. Para elloonsideremos la funi�on f(x) = e� x�P (x)1. Probar que f es derivable en R y alular f 0.2. Probar que f 0 se anula al menos una vez en ada intervalo (ri; ri+1); i : 1; : : : ; k � 1.3. Probar que limx!1 f(x) = 0.4. Probar que f 0 tambien se anula en alg�un punto de (rk;1).5. onluya
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3 SoluionesP1. Sean a1; a2; : : : ; an un onjunto de datos medidos experimentalmente. Se llama funi�on de densi-dad probabilidad a la funi�on siguiente:f(x) = Ae� 12 nPi=1(ai�x)2Demostrar que f(x) tiene un m�aximo global si x = nPi=1 ain .Sol:f(x) es derivable en R (suma, omposii�on y produto de funiones derivables).f 0(x) = Ae� 12 nPi=1(ai�x)2 � ( nXi=1(ai � x))f 0(x) = 0 ) nXi=1(ai � x) = 0, nXi=1 ai � nXi=1 x = 0, nx = nXi=1 ai) x = 1n nPi=1 ai es punto r��tio.Si x > 1n nPi=1 ai entones f 0(x) < 0 luego f es dereiente.Si x < 1n nPi=1 ai entones f 0(x) > 0 luego f es reiente.) en x = nPi=1 ain f(x) tiene un m�aximo global.P2. Cual es el largo l m�aximo para el ual la vara pasa por el \orredor".
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Sol: AE = aos x EB = bsenx) l(x) = aos x + bsenx , l(x) = a se x+ b s xl0(x) = a se x tanx� b s x ot xl0(x) = 0)a se x tan x = b s x ot x) tan(x) = 3r baluego l(x�) es m�aximo , x� = artan 3q ba .Propuesto: estudie la funi�on l(x); gra�que.P3. Sea ABC un tri�angulo is�oeles on base AB = C y altura CM = h (AC = BC). Sea P interioral tri�angulo sobre la altura CM .Se pide determinar para qu�e valor del �angulo\PAM = x la suma de las distanias de P a losv�erties es m��nima. Calule el valor de diha suma y ompruebe que es m��nima ompar�andolaon las posiiones extremas de P en M y P en C. (Figura 3)
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Sol:Sea S la funi�on \suma" de las distanias de P a los verties.(<S depende de x!)S = 2l1 + l2Calulemos l1 y l2: os(x) = =2l2 ) l1 = 2 os(x)l2 = h� PMtan(x) = PM=2 ) PM =  tan(x)2luego S(x) = os(x) �  tan(x)2 + h.Ahora queremos minimizar esta suma, Calulemos S0(x)dSdx =  se x tan x� 2 se2 x = 2 os2 x(2 sen x� 1)7



s0(x) = 0 ) 2 senx� 1 = 0 =) x = �6Finalmente S(�6 ) = h+ p32 .<Compruebe que es m��nima!P4. Sean b > 0; a 2 (�b; b) y f : [�b; b℄! R dada porf(x) = (b2 � x2)(a� x)1. Muestre que 8x 2 (�b; b) y 8h 2 [�b� x; b� x℄f(x)� f(x+ h) = �h(3x2 � 2xa� b2 + h2 + 3xh� ah) (2)2. Muestre que f admite s�olo un m��nimo global y s�olo un m�aximo global en [�b; b℄.Ind: Determine los andidatos a extremos y utilie la euai�on 2 para probar que efetiva-mente son extremos.3. Muestre que la diferenia entre el valor m�aximo y el valor m��nimo de f en [�b; b℄ es427pa2 + 3b2 y alule el valor de a que hae m��nima esta diferenia.Sol:1. Podemos esribir f omo f(x) = b2a� x2a� b2x+ x3.) f(x)� f(y) = (x� y)(x2 � xy + y2 � a(x+ y)� b2)tomando y = x+ h se obtiene el resultado pedido.2. Los andidatos a extremos son aquellos puntos donde f 0(x) = 0, m�as los extremos delintervalo. f 0(x) = 3x2 � 2ax� b2luego f 0(x) = 0 en x0 = a+pa2+3b23 y en x1 = a�pa2+3b23Veamos que x1 es m�aximo global. Usando la parte 1:f(x1)� f(x1 + h) = �h(3x21 � 2ax1 � b2| {z }f 0(x1)=0 +3x1h+ h2 � ah)3. Utilizando la parte 1, tomando h = jx1 � x0j obtenemosd = jf(x0)� f(x1)j = (x0 � x1)2jx0 � x1 � 3x0 + aj = 427pa2 + 3b2
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P5. Sean 0 < a < b. Sea f de�nida y ontinua sobre [a; b℄ y derivable sobre (a; b). Suponga quef(a) = f(b) = 0 y f 0(a) = 0. Mostrar que existe  2 (a; b) de modo que la tangente a f en elpunto  pasa por el origen. Analie que pasa si a = 0.Sol:Para que la tangente a f en el punto  pase por el origen es neesario que f 0() = f() ver Figura 4
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Figura 4: Notemos que la pendiente de la reta tangente en  es f() .Consideremos entones g(x) = f(x)x , g(x) es ontinua en [a,b℄ y derivable en (a; b) ademas g(a) =g(b) = 0. Utilizando el teorema del valor medio para g se tiene que 9 2 (a; b) tq :g(b)� g(a)b� a = g0()por lo tanto g0() = f 0()� f()2 = 0) 9 2 (a; b) tq f 0() = f()Si a = 0 estudie que pasa on limx!0 g(x):P6. Sea P : R! R una funi�on derivable y aotada on k raies reales y distintas r1 < r2 < � � � < rk.Sea � > 0. Probaremos que P (x) � �P 0(x) tiene al menos k raies reales distintas. Para elloonsideremos la funi�on f(x) = e� x�P (x)1. Probar que f es derivable en R y alular f 0.2. Probar que f 0 se anula al menos una vez en ada intervalo (ri; ri+1); i : 1; : : : ; k � 1.3. Probar que limx!1 f(x) = 0.4. Probar que f 0 tambien se anula en alg�un punto de (rk;1).5. onluya.Sol:1. f es derivable pues es produto de dos funiones derivablesf 0(x) = � 1�e� x� � P (x) + e� x� � P 0(x)por lo tanto f 0(x) = � 1�e� x� (P (x)� �P 0(x))9



2. Primero notemos que f 0 se anula en algun punto ssi P (x) � �P 0(x) se anula pues � 1�e� x� 6= 0siempre.Consideremos el intervalo (ri; ri+1), vemos que f(ri) = f(ri+1) = 0 y por lo tanto apliando elTeorema de Rolle se tiene que existe  2 (ri; ri+1) tq f 0() = 0 y esto se tiene para i = 1; : : : ; n3. Notemos que jP (x)j �M pues P (x) es aotada, luego�Me� x� � f(x) = e� x�P (x) �Me� x�y omo limx!1 e� x� = 0 entones limx!1 f(x) = 04. Consideremos el siguiente esquema
r r
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Tomemos f(rk + 1) por hip�otesis es 6= 0, ademas 8x > rk se tiene que f(x) > 0 o bien f(x) < 0supongamos sin perdida de generalidad que f(x) > 0. En el intervalo [rk; rk + 1℄ f es ontinuay omo este es un onjunto errado y aotado entones f alanza su m�aximo y m��nimo valor,notemos que f(rk) = 0 es m��nimo omo f es difereniable en (rk; rk + 1) se tiene que si x� es talque f(x�) es m�aximo entones f 0(x�) = 0 o bien el m�aximo se alanza en x� = rk +1. Si el m�ax.se alanza en rk + 1 entones supongamos que f 0(rk + 1) 6= 0 ( si f 0(rk + 1) = 0 estamos listos)Pregunta: >existira'Æ > rk + 1 tal que f(rk + 1) = f(Æ)?Supongamos que n�o, entones� f(x) < f(rk + 1) 8x > rk + 1 esto es ontraditorio pues quiere deir que en (rk; rk + 1) lafuni�on alanzaba su m�aximo.� f(x) > f(rk + 1) 8x > rk + 1 esto no puede sueder pues la funi�on tiende a ero uandox!1luego existe Æ > rk+1 tal que f(rk+1) = f(Æ) y por Teorema de Rolle se tiene que 9� 2 (rk+1; Æ)tal que f 0(�) = 05. Conluir.
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4 Problemas Propuestos� Cual es la distania x que minimiza el amino rreorrido.
A
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C

x� Cual es el ilindro de volumen m�aximo y insrito en el ono (�gura 5), y el ono de volumenm��nimo (�gura 6).
Figura 5: ilindro de volumen m�aximo

rFigura 6: ono de volumen m��nimo� Cual es el ilindro y el ono de volumen m�aximo insrito en la esfera.
r rFigura 7: ilindro y ono de volumen m�aximo
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� Se die que una funi�on f : [a; b℄! R es de variai�on aotada sobre [a; b℄ si existe una onstantek � 0 tal que: nXi=1 jf(ti)� f(ti�1)j � kCualquiera sea el onjunto de puntos ti tales que: a = t0 < t1 < t2 < � � � < tn = b.Demuestre que si f es derivable en [a; b℄ y f 0 es aotada en (a; b) entones f es de variai�onaotada en [a; b℄.ind. Utilie el teorema del valor medio.� Una lamina de zin de anho l es plegada para obtener una analeta trapezoidal. se deseadeterminar los valores de x 2 [0; l2 ℄ y � 2 [��2 ; �2 ℄ para los uales el �area del trapeio es m�axima.� Teniendo en uenta el problema 2 ahora la pregunta es ual es la dimension m�axima para la ualel retangulo pasa por el \orredor". (�gura 8)
l

c

a

b

Figura 8: a; b;  son datos del problema� Cual es la posii�on ideal para sentarse en el ine
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