
Auxiliar #4 MA12AMiguel Angel Carraso.1 Resumen1.1 Derivadas de Orden SuperiorSe de�ne la derivada de orden n en forma indutiva omo siguef (n)(x) = hf (n�1)(x)i0f (0)(x) = f(x)Notai�on: f (n)(x); y(n) o bien dnydxnEjemplos� y = xn y(k) = n(n� 1) � � � (n� k + 1)xn�kSi k > n la derivada k-esima es 0� y = e�ax y(n) = (�1)neaxan� y = senx (sen x)(n) = sen�n�2 + x�� y = os x (os x)(n) = os�n�2 + x�1.2 F�ormula de Leibnitz (f � g)(n) = nXk=0�nk�f (n�k) � g(k)1



1.3 Reta Tangente y Normal� Tangente: y � y0 = y00(x� x0) on y00 = f 0(x0)� Normal: y � y0 = � 1y00 (x� x0) uando f 0(x0) 6= 0
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Figura 1: Retas Tangente y normal a una urva en el punto P (x; y)2 ProblemasP1. Demuestre que la reta tangente a la urvax2 + y2 = e2k artan yxk onstante, por un punto P (x0; y0) de ella, forma un �angulo onstante on la reta que une Pon el origen.P2. Sea f(x) = x os x� senx1. Calular f (n)(x)2. Demostrar que 8 n 2 N � lnxx �n = (�1)nn!xn+1 �ln(x)� 1� 12 � � � � 1n�Ind: Calule previamente � 1x�(p) y (lnx)(p)P3. Sea f(x) = ln�a+xa�x� donde a > 0 y jxj < aCalular f (n)(x) y luego f (n)(0) para los asos n par y n impar.2



3 SoluionesP1. Demuestre que la reta tangente a la urvax2 + y2 = e2k artan yxk onstante, por un punto P (x0; y0) de ella, forma un �angulo onstante on la reta que une Pon el origen.Sol: Calulemos y0 x2 + y2 = e2k artan yx ��� ddx(x+ yy0) = k(y0x� y)luego y0 = x+kykx�yEn el punto P (x0; y0) tenemosL1 : y � y0 = y0(x0; y0)(x = x0) reta tangente.y L2 : y = y0x0x reta que une P on el origen
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Notemos que tan(�) = y0(x0; y0) = x0 + ky0kx0 � y0tan(�) = y0x0� = �� � pero tan(�) = tan(�� �) = tan(�)� tan(�)1 + tan(�) tan(�)desarrollando tan(�) = x20 + y20kx20 + ky20 = 1k�nalmente � = artan( 1k ) 3



P2. Sea f(x) = x os x� senx1. Calular f (n)(x)2. Demostrar que 8 n 2 N � lnxx �n = (�1)nn!xn+1 �ln(x)� 1� 12 � � � � 1n�Ind: Calule previamente � 1x�(p) y (lnx)(p)Sol:1. f (n)(x) = (x os x)(n) � (senx)(n) Calulemos por separado ambas derivadas.Por la f�ormula de Leibnitz se tiene que(x os x)(n) = nXk=0�nk�x(k)(os x)(n�k)= x(os x)(n) + n(os x)(n�1)y omo (os x)(n) = os(n�2 + x) y (sen x)(n) = sen(n�2 + x) se obtienef (n)(x) = x os(n�2 + x) + n os(n�2 + x)� sen(n�2 + x)2. �1x�(p) = (�1)pp!xp+1 y (lnx)(p) = (�1)p�1(p� 1)!xpSabiendo esto y utilizando la f�ormula de Leibnitz�1x lnx�(n) = nXk=0�nk��1x�(n�k) (lnx)(k)= �1x�(n) lnx+ nXk=1�nk�(�1)n�k(n� k)!xn�k+1 � (�1)k�1(k � 1)!xk= (�1)nn!xn+1 lnx+ (�1)n�1xn+1 nXk=1�nk�(n� k)!(k � 1)!= (�1)nn!xn+1 lnx+ (�1)n�1xn+1 nXk=1 n!(n� k)!k! (n� k)!(k � 1)!= (�1)nn!xn+1 lnx+ (�1)n�1xn+1 nXk=1 1k= (�1)nn!xn+1 "lnx� nXk=1 1k#4



P3. Sea f(x) = ln�a+xa�x� donde a > 0 y jxj < aCalular f (n)(x) y luego f (n)(0) para los asos n par y n impar.Sol: notemos que f(x) = ln�a+ xa� x�= ln(a+ x)� ln(a� x)ademas f (n)(x) = (ln(a+ x))(n) � (ln(a� x))(n)notando que (ln(a+ x))(n) = (�1)n�1 (n�1)!(a+x)n y (ln(a� x))(n) = (�1)n (n�1)!(a�x)n on n � 1 se obtieneel resultado.
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4 Problemas Propuestos� 1. Enuentre la reta tangente a la urva de euai�one2 arsen yx = ln(1 + x2 + y2)en el punto P donde la urva orta al eje de las absisas (y = 0), on absisa positiva (x > 0).2. Sea g : R! R dos vees derivable on g0(x) 6= 0 en todo R y f : R! R de�nida porf(x) = os(kg(x))(a) Muestre que f; f 0; f 00; g; g0; g00 satisfaen la relai�onf 00 � f 0 g00g0 + (kg0)2f = 0(b) alule f (n)(0) para g(x) = x.� 1. Enuentre la reta tangente a la urva de euai�onln(34 + x2 + y) = sen(xy)en el punto P donde la urva orta al eje de las absisas (y = 0), on absisa positiva (x > 0).2. Calule el l��mite limx!0 1x( 1x � 1x osh x)3. Sea f de�nida y ontinua sobre [a; b℄ y derivable sobre ℄a; b[, on 0 < a < b. Suponga quef(a) = f(b) = 0. Mostrar que existe  2℄a; b[ tal que f 0() = f() .� Considere f(x) = ( x ln(x)x�1 x > 0 y x 6= 1� x = 11. Determine el valor de � para que f sea ontinua en R�+.2. Analie la existenia de f 0(x) para x > 0. En aso de existir, alule f 0.3. Determine los puntos de ontinuidad de f 0 en ℄0;1[.4. Asuma que f (n) existe para n � 2 y que es ontinua en 1. alule una reurrenia paraf (n)(1), utilizando la f�ormula de Leibnitz para (x� 1)f(x).
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5 Anexo: Apliaiones F��siasP1. La viela y la manivela. Calular v(x), ! onstante.
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αFigura 2: Notemos que x = x(t), � = �(t)Sol: L2 = (x+R(1� senx))2 + (R os �)2 ���ddt0 = 2(x+R(1� senx))[v(x) +R os �!℄ +R22 os �(� sen �)!�nalmente v(x) = R2 os � sen �!x�R(1� sen �) �R os �!P2. Problema de la esalera
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Sol: l2 = x2 + y2 ���ddt0 = 2xvx + 2yvyvx = �yvyx
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P3. A que veloidad ree el �area en penumbra
v

r
θ

a

Sol:Busamos dAdt donde A orresponde al �area en penumbratan � = ay ! � = artan(a=y) A = �R22dAdt = dAd� d�dy dydt) dAdt = avR22(a2 + (y0 � v)2)
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