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Clase Auxiliar 11
Movimiento Browniano, 7 de Noviembre de 2007

Problema 1, Control 3 Primavera 2003

1. (1.0 pts.) Para cualquier 6 > 0 de define el proceso escalado {X3, t > 0}

X; = —=DBy;

N
donde {B;,t > 0} denota un movimiento Browniano estdndar. Muestre que X; es un movimiento Browniano
estandar.

Para las siguientes partes considere 7, = inf{t : B; = a}.

2. (3.0 pts.) Considere la funcién f(a,\) = Elexp(—A7,)]

a) Encuentre una ecuacién diferencial para f(a, \).
b) Encuentre una relacién entre f(a, ), f(b,\) y f(a+ b, \). Para esto relacione 7,4} con 7, + 7p.

¢) Encuentre una relacién entre f(ab, \) y f(a,b*)). Para esto relacione 7,; con b7, utilizando la parte
1.

d) Muestre que
f(a,\) = exp(c-av/})

Encuentre el valor de c.

3. (1.0 pts.) Muestre que, para cualquier valor real a se tiene que
Elexp(—A1q)] = exp(—|a|V2X)

Para esto, resuelva considerando a > 0 y utilice el proceso M; = exp(pB; — % p?t). Concluya.
NOTA: Considere que P(7, < 00) = 1.

4. (1.0 pts.) Muestre que

NOTA: Considere que



Problema 2

Armijo Catalan estd a cargo de mantener el correcto funcionamiento de un complejo proceso productivo. Para
esto es su deber vigilar la temperatura interna de la principal caldera del complejo industrial.

En su estacién de trabajo Armijo posee una pantalla que despliega, de forma continua, informacién acerca de la
temperatura al interior de la Caldera. La temperatura (entregada en grados Kelvin (K°)) puede ser modelada
como un Movimiento Browniano con un Drift x4 > 0 ( suponga que en el rango de operacién de la maquina es
altamente improvable que la temperatura llegue a los -273 [K°]).

La misién de Armijo es sumamente simple: Debe cuidar que la temperatura se encuentre, todo el tiempo, bajo
los B[K°](B > 0). Si en algun instante del tiempo la temperatura alcanza esta cantidad se produce el colapso del
sistema productivo. Esto significa un alto costo para la empresa (especificamente, se incurre en un costo de $M).
Ademis el proceso productivo solo puede ser reiniciado luego de un tiempo aleatorio de reparacion de distribucién
exponencial de media ﬁ[horas].

Para lograr esto Armijo cuenta con un botén de pénico que es capaz de hacer bajar (instantdneamente) la
temperatura de la caldera a 0[K°]. Sin embargo cada vez que se oprime este botén existe una probabilidad
afz) = (1 — e #l) de que se desplome el sistema (también inmediatamente), donde z es la temperatura de la
caldera al instante de apretar el boton. Adicionalmente se sabe que cada vez que se presiona el botén, se incurre
en un costo de C$ (independiente de si el sistema colapsa o no).

Armijo estd interesado en encontrar una politica de accién que le permita minimizar el gasto esperado del
proceso productivo por unidad de tiempo. Para lograr esto responda:

1. Describa cuél es el tipo de politica de accién que deberia seguir Armijo. Tiene sentido una politica donde
el botén se apreta cuando la temperatura de la caldera es negativa?.

2. Sea f(x) el tiempo (esperado) que demora la temperatura del sistema en alcanzar los z[K°]. Derive una
ecuacién diferencial para f(x). Resuélvala apoydndose en la relacién existente entre f(z +y), f(x) y f(y)

3. (Cual es el costo de la politica "no actuar sobre el sistema”?.
4. ;Cuél es el costo de la politica de apretar el botén cuando se alcanza una temperatura de X[K°]?.

5. ;Cual es la politica éptima que debe seguir Armijo? Explique su metodologia de calculo.

Problema 3

Sea {Z(t),t > 0} un puente Browniano. Muestre que si

X(0) = (t+ V2 ()

entonces {X (t),¢ > 0} es un movimiento Browniano estdndar.



