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Problema 1

1. Una forma de ver esto es encontrar la distribucién de X,
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donde en la tltima ecuacién se realizo el cambio de variables v = v’ - V6

Vemos que efectivamente X; es un proceso gaussiano. Ahora corroboraremos que la matriz de covarianzas
se encuentra bien definida (es directo ver que E[X;] = 0)

Cov(Xy, Xs) = Cov( Bys, Bes)
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= min{t,s}

2. 7, es el instante en que el movimiento Browniano toca por primera vez el nivel a.

a) Para calcular esto condicionaremos sobre el valor que toma By

f(G'v)‘) = EBh [f(av)‘”Bh]
EBh [Ele 2 TeBnth) 4 o(h)]
(a—Bn,A) - e +o(h)]
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Dividiendo la tltima igualdad por h, y despejando vemos que
2)\f(a, )‘) = fll(a’ )‘)

b) Vemos que

fla+0b,)) Ele™a+t]

_ E[efk(‘ra+7'b)}

Con esto vemos que f(a, A) debe tomar la siguiente forma
fa,A) = exp(a-g(A))

¢) De la parte uno vemos que 74, = b?7,. Basta tomar § = b? y notar que cuando se esta en 7, el proceso
escalado llega por primera vez a a - b es decir llega en el instante 7,4

d) Dada la propiedad anterior vemos que la funcién g(\) es de la forma ¢ - v/X con lo que se obtiene el
resultado requerido. f(a,\) = exp(c - av/A)
ahora, utilizando la ecuacién diferencial encontrada en la parte a) vemos que
2Xexp(c - aVA) = exp(c- av/))

por lo que ¢ = 2 0 ¢ = —2. Sin embargo cuando a — oo tenemos que f(a,\) — 0 por lo que solo nos
sirve ¢ = —2.

3. Resolvemos para a > 0. De las clases auxiliares sabemos que FE[M;] = 1, en particular
E[M,,] = 1= Bl[e*Pr - em3%"]

Escogiendo @ = v2\ y notando que B, = a tenemos que

exp(—V2\a) = e e

Razonando por simetria se obtiene el resultado para todo a. El supuesto de P[r, < co] =1 se requiere para
poder aplicar que E[M;] =1 en 7, (MCT).

4. Aplicamos la desigualdad a 7, y tomamos esperanza

Elr;] = E[/OOO efAT“d)\}

Ele™"]d\

0

Donde en la ultima integral realizamos el cambio de variables u = v/2\a e integramos por partes.



Problema 2

1. Claramente, la politica que debe seguir Armijo es apretar el botén de péanico cada vez que la temperatuta
alcance un determinado nivel. Es también claro que este nivel debe ser mayor que 0 y menoer que B. En
otras palabras Armijo de be estimar un valor para 0 < X < B tal que cada vez que la temperatura de la
caldera sea de X[°K] Armijo aprete el botén de pénico.

2. Condicionando sobre el valor que toma Z; = hu + B, donde Bj, es un browniano estandar:

f(@) = Egz,[f(z)|Zn]

= Egz,[f(x—Zn)+ h+o(h)]

= Balf@) ~ Zuf @)+ 322" (@) + R+ o(h)

h+h2u2

51" (@) +hto(h)

= f(z) —hpf'(z) +

Reordenando, dividiendo la expresién por h y tomando el limite cuando h — 0 se obtiene:

pf' () = 5 () + 1

Se puede observar que f(x) debe cumplir la siguiente propiedad:

f(x+y) = E[tiempo hasta alcanzar z+y desde 0]
= E[tiempo hasta alcanzar = desde 0] + E[tiempo hasta alcanzar z+y desde z]

f(z) + Eftiempo hasta alcanzar y desde 0]
= f@)+ 1)

De esta manera, es claro que f(x) debe ser de la forma f(z) = C - z. Reemplazando esta expresién en la
ecuacion diferencial anterior se obtiene:

1 1
p-C==-0+1=C=—
2 Iz

De esta forma, el tiempo esperado hasta alcanzar el valor x, partiendo desde 0 es:

3. Recordando teoria de renovacion, el costo por unidad de tiempo de esta politica corresponde a :

O r = Elcosto ciclo] M~ My
NA™ Elduracién ciclo] % + % - B+1

Si un ciclo comienza cuando la caldera comienza a funcionar correctamente (o cuando esta falla).

4. De la misma forma que en la pregunta anterior, y definiendo que un ciclo comienza cuando Armijo presiona
el botén de pénico (cuando la temperatura alcanza los x°K), se obtiene:

Elcosto ciclo]  C+ Ma(z)  p(C+ Ma(x))
E[duracién ciclo] &+ Ilta(ac) - x+az)

CAQC(I) =



5. Para encontrar la politica éptima se debe obtener el valor Z tal que:

Cax (j) = OgggB{CAm (x)}

Y se debiese seguir la siguiente politica:

= Si Ona < Car(T) entonces Armijo nunca debe apretar el botén de pédnico.

= Si Cna > Ca.(Z) entonces Armijo debe apretar el botén de panico cuando la temperatura alcance los
T°K.
Problema 3

Un puente Browniano es un proceso estocdstico continuo cuya distribucién es la de un proceso de Wiener (movi-
miento Browniano) condicional en que B(0) = B(1) = 0.

De esta forma, {Z(t),t > 0} puede escribirse como:
Z(t) = B(t) —tB(1)

En que {B(t),t > 0} es un movimiento Browniano estandar.

De esta forma {X (t),t > 0} se puede escribir como:

X(8) = (¢ + 1) [B (H—tl) _ (Ht1> 3(1)}

Para ver que X () es un movimiento Browniano estdndar, calculemos su esperanza, varianza y covarianza. Es claro
ademds que sigue una distribucién normal, ya que B(t) y B(1) se distribuyen N(0,¢) y N(0,1) respectivamente
y, en consecuencia, X (¢) tiene distribucién normal ya que es una combinacién lineal de v.a. normales.

EX®)] = (t+1) [E [B (Htlﬂ - <t+tl> E[B(l)]}
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Sin perder generalidad, supongamos s < t:

Cov[X(t),X(s)] = <t+1>(8+1)min{t+tl’s+81} — st
= (tJrl)(erl)Hil—st
= (t+1)s—st
= min{¢, s}

Por lo que es ahora claro que {X (¢),¢ > 0} es un movimiento Browniano estdndar.
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