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MOVIMIENTO BROWNIANO Y TEORIA DE ESPERA

Entregar separadamente preguntas 1 a la 3 y preguntas 4 a la 6

Problema 1

Calcule el valor de

t
/ B,dB,
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Para esto, divida el intervalo de integracién en N periodos de igual largo y aproxime la expresién anterior-
mediante una suma, considerando un valor “adecuado” para aproximar el valor de la funcién dentro de cada
intervalo.Muestre que la expresién obtenida depende de la aproximacién realizada, inclusive cuando N — oco.

Problema 2

Considere un proceso x(t) tal que:
dx = a(x,t)dt + b(x, t)dz,

en que dz es el incremento de un movimiento browniano y a(x,t) y b(z,t) son funciones conocidas(no aleatorias).!

1. Sea F(x,t) una funcion diferenciable al menos dos veces en x y una en t. Muestre que:
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Hint: Expandir dF en una serie y notar que parte de (dr)? NO es despreciable para la variacioninfinitesimal
dt.

2. Considere a(zx,t) = ax;b(x,t) = ox; F(z) = In(x). Muestre que para cualquier intervalo finito de tiempo
de largo T,
dF — N((o — 306°)T,0°T)

Problema 3

Sea B; un movimiento Browniano estandar.

1. Pruebe que
1
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2. Utilizando una expansion de serie para la funcién exponencial, argumente que
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LEl proceso x(t), generalizacion de un browniano, es llamado proceso de Tto.




3. Dado que

Blf@) = = [ Sy s

2k " induccién matematica e integracién por partes para corroborar los resultados

Utilice la funcién f(z) =«
dela parte anterior.

Problema 4

Considere un movimiento Browniano con barreras reflectantes en A y —B, con A > 0y B > 0. Sea p;(z) la
densidad de X;.

1. Encuentre una ecuacién diferencial para p;(z).

2. Obtenga p(z) = limy_, oo p().

Problema 5

La llegada de clientes a un banco sigue un proceso de poisson detasa A . Una vez dentro del banco los clientes
se encuentranfrente a dos sistemas M/M/ 1, y deben elegir a que cola colocarse.Légicamente los clientes siempre
escogerdn la cola que tenga elmenor largo y ante empates elegirdn equiprobabilisticamente.Adicionalmente, una
vez que eligen la cola a la que se colocan nopueden cambiar su eleccin. Suponga que los tiempos de atencin
soniguales en ambos sistemas, y exponencialmente distribuidos de media%.

1. Modele el nimero de personas en cada cola como una cadena de Markov en tiempo continuo. Explicite
claramentetodas las transiciones posibles indicando las tasas respectivas, ;Cual es la condicin de estacionar-
idad?.

2. Escriba las ecuaciones que le permitiran encontrar la distribuciéon de probabilidades estacionarias.

3. Encuentre la fraccién del tiempo que la cola 1 se encuentra sin clientes. HINT : Escriba una ecuaciéndifer-
encial para el niimero esperado de personas en el sistema y razone por simetria.

4. Compare la eficiencia de este sistema con la modalidad de ¢ola tinica”.

5. ;Qué modificaciones realizaria al modelo si permitiese que los clientes que ya ingresaron al sistema pud-
iesencambiarse de cola ante diferencias en el largo de estas?. Expliqueclaramente sus supuestos, ;Cémo se
compara este sistema con unM/M/27.

Problema 6

Un servicio que emite certificados de sanidad funciona de la formaque se describe a continuacién.Los interesados en
el certificado llegan a la oficina decertificados segiin un proceso de Poisson de tasaA[personas/hora].Las personas
que ingresan al servicio son atendidas por unburécrata. Con probabilidad ¢, e independiente de todo lo demas,el
burécrata otorgara el documento sin pedir méds documentacién,con lo que los beneficiados se retiran felices del
servicio. Eltiempo de atencién del burdcrata se comporta como una variablealeatoria exponencial de pardmetro
up.Las personas que no consiguen el certificado (con probabilidad(1 — ¢)), deben dirigirse a un consultorio donde
se les realizarauna serie de andlisis. Todas las personas que llegan al consultorio deben pasar por elmesén donde son
atendidos por una simpética recepcionistaque, en tiempo distribuido como una v.a. exponencial de parametropu s,
decide si deben realizar primero un test psicolégico (conprobabilidad p) o si pasan directamente al laboratorio
médico.El test psicolégico demora un tiempo distribuido como una v.a.exponencial de parametro pp y es realizado
por un soloespecialista. Luego del test todas las personas se dirigen allaboratorio médico.En el laboratorio médico
atienden dos doctores, atienden alos pacientes, que esperan formando una unica fila. El tiempo deatencién de
cada doctor puede ser representado como una v.a.exponencial de pardmetro pp. Una vez terminada la visita
allaboratorio médico cada persona regresa a la oficina delburécrata con la esperanza que esta vez les entregue
elcertificado.El burécrata los recibe y nuevamente decide, como en el caso de laspersonas que llega a su oficina



por primera vez, en tiempodistribuido como una v.a. exponencial de pardmetro pp, si lesentrega el certificado
(con probabilidad ¢) o si los manda denuevo al consultorio (prob (1 — q)).

1. (2,0 ptos.) Modele el servicio descrito como una red de colas.

2. (1,5 ptos.) Calcule las tasas efectivas de entrada a cada sistema y escriba las condiciones de estado esta-
cionario.

3. (1,0 ptos.) Calcule el nimero promedio de usuarios dentro del sistema completo en estado estacionario.

4. (1,5 ptos.) Calcule el tiempo promedio que pasa un usuario dentro del sistema en estado estacionario.



