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Problema 1 (Modelo de Cournot)

Considere un mercado de n firmas que compiten a la Cournot. Enfrentan una demanda inversa P = P(Q)
de clase C? donde @ corresponde a la suma de las producciones de cada una de las firmas. La funcién de costos

de la firma 4, también de clase C?, se ve afectada por un pardmetro 6;, C; = C;i(q;,0;), y verifica ‘?)gj‘ > 0,

2 n ’ pt
a?ligéi >0, 4 = 1,...,n. Asuma que existe un unico equilibrio (¢/: i= 1,...,n) que satisface {1 — > Prally S0y

cr—p’
i=1
C!(qf) — P'(Q*) > 0 para todo i = 1,...,n.

(1) ;Qué sistema debe resolver la asignacién (¢f, i= 1,...,n) para constituir un equilibrio de Nash a la Cournot?
Encuentre las condiciones de primer orden para cada firma ¢ = 1,...,n.
R: Si (¢f: i=1,...,n) es N.E. en estrategias de Cournot entonces debe resolver para todo i =1, .., n:

maxm; = P(Q)q; — Ci(q:,0;)

qi

Q= é}l i
La C.P.O. de l firma i es:
P/(Q)ai + P(Q) ~ 5 0, 0) = 0 1)
qi
(ii) Fije una firma cuyo subindice denotamos i. Muestre que la produccién total de equilibrio @* cae cuando 6;
E?CE.H lo que sigue, omitimos los supraindices *. Derivando (1) para una firma j con respecto a 6; se llega a:
SP" @y + P@N+ GEIPQ) - G )) - gy 1y =0 @)

Dividiendo por -[P'(Q) — %Z—Sj(qj, ;)] y sumando sobre j desde 1 hasta n se llega a:

0, NPQ+aPQ),  aes
0.1 "2 ) - Pl ) P@) )

7

2 .
con C!' = %Q—%(qj, 6;), de donde se concluye.
(iii) Muestre que un aumento en 6; aumenta (disminuye) la produccién de una firma rival j si la funcién de mejor
respuesta de ésta es decreciente (creciente). Hint: Recuerde que tal funcién verifica r; = r;(Q—;), donde

Q-j= > G-
i
R: En equilibrio se debe tener

g =7;(Q — gqj) (4)

Con 7; la funcién de mejor respuesta de la firma j. Derivando con respecto a ¢; se obtiene:



dq; 9Q  dq;
(@ — S )

Sir'(Q—;) > 0 se concluye que %ZZ < 0 (despejar g—gi y usar (ii)). Supongamos 7'(Q_;) < 0. Notemos que

(1) puede ser escrita del siguiente modo (para una firma j):
/ oC;

P(Q)r(Q-;) + P(Q) - Tq-(qj’ej) =0 (6)
j

y derivando con respecto a )_; se llega a:
2P'(Q) + ¢; P"(Q) — CF (a)r'(Q-;) = —{P(Q) + ¢; P"(Q)} (7)

El lado derecho de la ecuacién anterior es distinto de cero: de lo contrario, por (2) (para una firma rival),
9q; _

a5 = 0y por la ecuacién (5) r’(Q_j)g—g =0, lo que es una contradiccién. De modo que puede escribirse
P(Q) +4¢;P"(Q)
2P"(Q) +q; P"(Q) — CY(g5)

Por lo que imponemos que la fraccién en los corchetes debe ser positiva. Si el numerador es negativo, notando
que 2P'(Q) + ¢; P"(Q) — C%(q;) = (P'(Q) + ¢; P"(Q)) + (P'(Q) — C7(g5)), se tendrd que r'(Q_;) > —1,y,

usando (5) (despejar %) y (ii) se concluye. Si el numerador es positivo, entonces el denominador también

debe serlo, pero esta expresién correponde a la condicién de segundo orden que debe satisfacer ¢; para ser el
6ptimo de la firma rival j (visto en clase auxiliar). De esto se deduce que g; serfa un punto de minimo, lo que
es una contradiccién. Luego el numerador es positivo y se termina la demostracién.

Q) == ] (8)

(iv) Pruebe que las utilidades de las firmas rivales crecen a medida que 6; aumenta.
R: Derivando 7; con respecto a 6;:

o _ proy29,. 0q; _ 0C;  p 00
Usando (1) y notando que Q = Q_; + ¢; se llega a:
Omj 045 1y g 1o 9Q—i 5 OQ—
o0, _ 08, [P (Q)g; + P(Q) dq; (%vej)} + P(Q) 0, q; = P'(Q) 0, qj (10)

Notemos que P’()< 0. Supongamos 8320:]- > 0. Esto es equivalente a g—g > g—gi, y por (ii) entonces g%i < 0.

Usando que

aCIj
00;

0Q—;
00;

=13(Q—j) (11)

Lo que implica que r}(Q—;) tiene el mismo signo que g—gﬁ (< 0), llegando a una contradiccién con (iii). Asi

8;29:,- < 0, y por lo tanto, gigj > 0 (basta ver (10)).

(v) Establezca hipétesis adicionales para obtener que un aumento en ¢; provoca una disminucién en el producto
de la firma 7 y, si las funciones de mejor respuesta del resto de las firmas son decrecientes, una baja en las
utilidades de la misma firma.

R: Para lo primero usamos la ecuacién (5) com j = i. Despejando se llega a:

9g¢i _ 0Q, ri(Q-i)
Como ggz < 0 basta imponer que % > 0.
Para lo segundo, tenemos que:
87@-_ / 8Q . 8qi_8Ci ) %_@ vy



Usando que Q = @Q_; + ¢; y las condiciones de primer orden se deduce que:

8771' aQ—z acl
Como la funcién de mejor respuesta de cada firma rival es decreciente, por (iii), g—gj > 0 para todo j # i, y
por lo tanto, Q" > 0. Usando que % > 0 se llega a:
8Q 7 C;
P i\ 0; 1

y asi ‘g’g’ < 0 sin hipétesis adicionales.

Problema 2 (Equilibrios de Nash)

Considere un juego finito con I jugadores. Dada una estrategia o = (0; : @ = 1,...,n) se define el siguiente
conjunto:

BRZP(O') = {ai € Az| ui(ai,a_i) > u(ti,a_i), Vti € Az}
(i) Muestre que la estrategia o* = (07 :i = 1,...,I) es equilibrio en estrategias puras si y sélo si o7 (BRI (0%)) = 1,
para todo i € I.

R: 0" = (0};i=1,...,n) es N.E si y sélo si:

of = argmax{u;(o;, 0 ;)| o; € A} (16)

Condicién necesaria: Sea o* un N.E. en estrategias puras. Luego existe a; € A; tal que 0;(a;) =1y o;(a) =
0, Va # a;. Como o* es N.E. se tiene que u;(0;,0*;) < u;(c*) = u;(a;,0*;), para toda estrategia o; € A\;. En
particular jugando t; € A; con probabilidad 1. De esto se deduce que a; ¢ BRY (6*) y o} (a;) = 1.

Suficiencia: Tomemos un individuo i. Existe entonces a; ¢ BRY (0*) tal que o} (a;) = 1. Asf, u;(a;,0%;) >
u;(ti, 0% ;) Vt; € A;. Consideremos otra estrategia ¢; para el individuo ¢. Se tiene entonces que:

wi(Gs,0%) = Y Gilta)uilti,0r;) < wi(of,0%;) (17)
ti SAi
Como esto se cumple para todo jugador i, se concluye que o* es N.E. en estrategias puras.

(ii) Sea o* un perfil de estrategias (no necesariamente puras) del juego mencionado. Muestre que las siguientes
son equivalentes:

[1 ] o* es un equilibrio de Nash.

2 |Viel,Va;eA,u(oc*) > ui(a;,o*,).

[3 |Viel,Va;eA;[of(a;) > 0] = [a; e BRF (0)].

R: [1] = [2]: Directo por definicién de N.E.

[2] = [3]: Sea o* una estrategia. Supongamos que para algin individuo 4, 3 a; € A;, con o} (a;) > 0y a; no

pertenece a BRE (0*). Luego existe t; € A; tal que u;(t;,0* ;) > u;(a;,0* ;). Como A; es finito podemos tomar
ti en BRF(0*). De este modo se obtiene que:

ui(oi,0%) = Y o5 (@)ui(ds, 0 ;) < uilti, o)) (18)

a; € A;

donde la tiltima desigualdad es estricta pues t; ¢ BRF (6*) y a; no pertenece a este conjunto. Esto contradice

2].
[3] = [1]: Supongamos que tenemos [3]. El objetivo es probar que o* es N.E. Para ellos tomemos un individuo
iy una estrategia &; cualquiera. Mostremos que u;(5;,0*;) < u;(of,0}). Sabemos que
wi(of,0m) = > of(a)uilai,0",) (19)
0¥ (a;)>0



Por [3], si ¢} (a;) > 0 entonces a; ¢ BRY (¢*) y de este modo, u;(a;,c* ;) > u;(t;,0* ;) para cualquier accién ¢
de i. De esto se deduce que:

wi(ai, o) = Y ilti)uilti, 0" ;) (20)

ti € A;

para todo a; tal que o7 (a;) > 0. Finalmente usando (19) se llega a que:

wi(of,0%) = Y of(a)ui(ai0;) = Y Giltiuilti 0f;) = ui(Gi,0%,). (21)

o7 (a;)>0 tie Ay

concluyéndose la demostracion.

(iii) Muestre que si o* es un equilibrio de Nash y a;, t; € A; son tales que of(a;) > 0y o} (¢;) > 0, entonces,

ui(ai,0—;) = ui(ts, 0_;).
R: Directo de (ii): o* N.E. < [3]. Como a; y t; son tales que o7 (a;) > 0y o (t;) > 0 entonces ambas estdn
en BRY (0*) y de esto se deduce que w;(a;,0*;) = u;(t;, 0% ).

Problema 3. Considere el siguiente juego de dos personas:

a b
a 5,4 54
b 83 1,9
c 3,6 7,2
d 4,5 6,3

(i) Encuentre el set de equilibrios de Nash de este juego. ;Cuéles de ellos son equilibrios perfectos (trembling hand

perfect)?.

En el juego, no hay equilibrios de Nash en estrategias puras, pues ambos jugadores tienen incentivos unilat-
erales a desviarse:

a,a) no es E.N., ya que J; prefiere b si Jy juega a.
a,b) no es E.N., ya que Jp prefiere ¢ si Jy juega b.
b,a) no es E.N., ya que J, prefiere b si J; juega b.
b,b) no es E.N., ya que J; prefiere ¢ si J; juega b.
¢,a) no es E.N., ya que J; prefiere b si Jo juega a.
¢,b) no es E.N., ya que Jy prefiere a si J; juega c.
d,a) no es E.N., ya que J; prefiere b si Jy juega a.
d,b) no es E.N. ya que J; prefiere c¢ si Jy juega b.
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Por lo tanto, no existen equilibrios de Nash en estrategias puras. Veamos los equilibrios en estrategias mixtas:

Sea 02 = (p,1 —p) con p € [0, 1], es decir, J5 juega a con probabilidad p y b con probabilidad 1 — p. Luego,

ElUi(a)/o2] =5p+5(1 —p) =5 (22)

E[UL(b)/o2] =8p+1(1 —p)=1+Tp (23)

ElUi(c)/o2) =3p+T7(1—p)=T7—4p (24)

E[U1(d)/o2] =4p +6(1 —p) =6 —2p (25)
Si (1):(2):>5=1+7p:>p=%
Si (1):(3):>5=7—4p:>p=?
Si(l)=(4)=>5=6—-2p=p=5.

Dado lo anterior, analizaremos por casos:



e Sipelo, %) = BRy(o2(p)) = (0,0,1,0), pero si J; juega ¢, BR2((0,0,1,0)) = (1,0), que es el caso de la
estrategia pura (c¢,a) que no es equilibrio de Nash.

e Sip=1= BRi(02(p)) = (1—z—y,0,,y) con z,y € [0,1]. Adems, debe cumplirse que BRy(o1) = 032,
de otra forma:
E[Us(a)] = E[Us(b)]
=>1-2-9y)440-34+6z+5y=1—-2—-9y)-449-0+2z+3y=>2=y=0= 01 =(1,0,0,0).
Luego, o (1,0,0,0) y 05 = (1/2,1/2) es equilibro de Nash en estrategias mixtas.

e Sip € [5,2) = BRi(o20p)) = (1,0,0,0). Pero, debe cumplirse que BRa(0o1) = o2 = (p,1 — p).
E[Us(a)] = E[Us(b)] = 4.
Luego, o7 = (1,0,0,0) vy 05 = (p,1 — p) es equilibro de Nash en estrategias mixtas.

*

1
1
2

RIS

e Sip= 2%, BRi(o2(p)) = (1 —2,2,0,0) con € [0,1]. Adems, debe cumplirse que BRs(01) = 02 =
Pero, E[Uz(a)] = E[U2(b)] = 4(1 —2) + 3z =4(1 —z) + 9z
=2 =0=04(1,0,0,0). Luego, o] = (1,0,0,0) y 05 = (4/7,3/7) es equilibrio de Nash en estrategias
mixtas.

e Sipe (%, 1] = BR;(o2(p)) = (0,1,0,0). Adems, debe cumplirse que BRy(01) = 03 = (p,1 — p). Pero,
E[Usz(a)] = E[U2(b)] (3 #9), luego (01,02) no es equilibro de Nash en estrategia mixta.

En resumen, los equilibrios de Nash en estrategias mixtas son:

14
EN. = ((1707070)7 (p71 _p)) con p € [57 ?}

Ahora hay que ver los equilibrios de Nash en estrategias mixtas son THP.
Considere X5 = (1 — 3¢, ¢,¢,¢), luego £§ — o1 cuando € — 0.

E[Ui(a)/o5] = 4(1 — 3e) + 3c + 6 + 5e = 4 + 2¢
E[Us(b)/o7] =4(1 — 3e) + 9 + 2e + be =4 + 2e.
Luego, Ua(02,0%) > Ua(a;, 05) Va, € A;, Vp € [0,1], en particular si tomamos p € [1/2,4/7].

Por lo tanto, para la ecuacin €™ = %, Jo elegir 09 = (p,1 — p) cuando J; juegue an, es decir, todos los
equilibrios de Nash en estrategias mixtas son equilibrios perfectos (THP).

(ii) Demuestre que la estrategia d es aleatoriamente redundante cuando existe o; € A(S;), con 0;(S;) = 0 tal que
Vs_; € S,Z‘, Ui(SZ‘, S,i) = Ui(O'Z', S,i).
P.d.q. Jo; € A(S;), con o,(d) = 0 tal que U;(d,s—;) = U;(oi,s—;) Vs—; € S_;. Entonces, buscamos o; =
(1-2—y,x,y,0) tal que

Ul(d, a) = Ul(O'i, CL) (26)
Ug(d, b) = Ul(O'i, b) (27)
De (5): b(l—z—y)+8x+3y=4 B 1
De (6): 5(1—z—y)+z+3y=6 }:>;1c—0,y—2.

Luego, do; = (1/2,0,1/2,0), que cumple que o;(d) = 0y que Ui(d,s_;) = Ui(04,5—;) Vs_; € S_; y por lo
tanto, la estrategia d es aleatoriamente redundante.

(iii) Considere la forma reducida despus de eliminar la estrategia d. Cules de los nuevos equilibrios son THP?
Explique el porqu de la diferencia con (i) si es que la hay.

La forma reducida ser:



a b
a|b4]| 54
83| 1,9
c|36]72

Anlogo al caso (i). En el caso (i), la estrategia d era mejor respuesta cuando p = 1/2, pero y = 0, es decir, de
todos modos no se jugaba d. As, los equilibrios de Nash son los mismos que en el juego original:

1 4
E.N.=((1,0,0,0),(p,1 —p)) conp € [5, ?]

Veamos si son perfectos:

Considere X5 = (1 — 2¢,¢,¢),

E[Us(a)/o5] =4(1 —2e) +3c+6e =4 +¢

E[Us(b)/o5] =4(1 —2e) 4+ 9e +2e =4+ 3¢

luego, cuando € — 0, o1 = (1,0,0) y se tiene que o2 = (p,1 — p) € BRy(0o5) Vp € [1/2,4/7]. Por lo tanto,
todos los equilibrios de Nash son aleatoriamente redundantes.

P4 a) Edgeworth duopoly con capacidad constante K, ¢ = 100 — p.
e Sip; < py = ¢ = min(100 — p;, K), U1(p1,p2) = (p1 — 10) min(100 — p;, K).

e Sip =ps = ¢ = ¢ = min (mOT_pl,K), Ur(p1,p2) = (p1 — 10) min (50 — B, K), (ambos se reparten el
mercado).

® p1>p2=

=0 silafirma 2 satisface toda la demanda.

{ min(100 — K — py, K) silafirma 2 no alcanza asatisfacer la demanda.(100 — K — p; > 0)
g = J (01 =10)min(100 — K —py, K)  sipy > pa,p1 < 100 — k.
70 otro caso

Anlogo para Us.

b) Suponga que 30 < K < 45. P.d.q. en este juego no existe un equilibrio de Nash en estrategias puras.

(i) Supongamos (p1,p2) es E.N.
Sipr >pe= Ul(pl,pg) = (p1 — 10) mln(lOO - K 7p1,K),
Ug(pl,pg) = (p2 - 10) m1n(100 — P2, K)
Pero, si la firma 2 sube ps a ps + € (con € tan chico como se quiera) la firma 2 sigue vendiendo K. Esto
implica entonces que la firma 2 tiene incentivos a subir el precio, y (p1,p2) con p; > ps no es EN. Por
simetra, py > p; tampoco es E.N. Por lo tanto, si (p1,p2) es un E.N: puro, necesariamente p; = po.

(ii) P.d.q. si (p,p) es E.N: puro = p > 10.
Sipi =po <10 = U; < 0. As, ambas firmas tienen incentivos a subir los precios de manera de aumentar
sus utilidades (o disminuir sus prdidas).
Si la firma 1 sube el precio a p; + ¢, con € chico, Uy (p1 + €,p2) > Ui (p1,p2), por lo tanto, p1 = pa < 10.

(iii) P.d.q. si (p,p) es E.N: puro = p < 100 — 2K.
Supongamos que p > 100 — 2K = 1%7—1) =q1=q2="50— 5, yaque pi =py=pyp>100— 2k.

Veamos que ocurre si la firma 1 baja el precio p; > p:

a)pr=p—ctq 100—p; >k=U] =(p1 —10)K = (p—10)K —eK >U; —ecK

Si tomamos un ¢ tan chico como se quiera, U; > Uj.

b) py =p—e tal que 100 —p; < K

uf = (py —10)(100 — p1) = (p — & — 10)(100 — p + ¢) = 2U; +&(2p — 110) + €2, si € es chico = U] > U;.

En ambos casos, p; = p2 > 100 — 2K no es E.N. Luego, si p; = p2 es E.N. puro, necesariamente
p1 = p2 < 100 — 2K.



(iv) P.d.q. si (p,p) es E.N: puro = p =100 — 2K.
Si p <100 — 2k = K > 50 — . Luego, U; = (p — 10)K
Si la firma 1 sube el precio en € = p; = p + ¢, hay que analizar dos casos:
1. 100—- K —p1 < K=Uj = (p1 —10)(100— K —p1) = (p+e—10)(100— K —p—¢) = (p—10)(100 —
K —p)—e(lp—10—-100 + K +p) — €2
pero, p < 100 — 2K = 100 — p > 2k. Luego, U; > K(p —10) +¢(100 — K — p — p — £ + 10) tomando
€ tan chico como se quiera.
2. 81100 — K —p; > K = U] = p1 K > pK pues si p; > p lo anterior implica que si p > 100 — 2K, la
firma 1 (simtrico para la firma 2) tiene incentivos unilaterales a subir el precio para obtener utilidad.
Por lo tanto, si (p,p) es E.N. puro, entonces necesariamente p = 100 — 2K.

(v) P.d.q. como K > 30=35 >0 t.q. p=100— 2K + ¢ siene mayor utilidad que 100 — 2K cuando la otra
firma cobra 100 — 2K
Supongamos (p,p) con p = 100 — 2k. Luego, U; = (100 — 2k — 10)K. Si la firma 1 sube el precio en
E=pr =p-+e.
Luego, Uy = (p1 — 10) min(100 — K — p1, K). Pero, p; > 100—2K y p = 100—2K = 100— K —p; > K.
Entonces, Uj = (100 — K —p1)(p1 —10) = (100— K —p+e)(p+e—10) = K(90 — 2K ) — (90 — 3K +¢).
Para que Uy > uy, 90 —3K +e<0=¢ <3K —90,e > 0 pues K > 30. Tomando ¢ = §, q.e.d.

P5 El primer problema fue resuelto en clase auxiliar.

jEncuentre los equilibrios correlacionados de la figura 2.5.

L R L R L R
U | (0,1,3) | (0,0,0) || U [ (22,2) | (0,0,0) |[ U [ (0,1,0) | (0,0,0)
D | (1,1,1) | (1,0,0) |[D | (11,1 | (2.22) |[ D] (1,1,0) | (1,0,3)
A B C

Las acciones son:
Jy elige filas (U, D)
Jy elige columnas (L, R)
J3 elige matrices (A, B,C)

Notamos que el nico equilibrio de Nash en estrategias puras es (D, L, A).

Definimos

P1 :p(UaLvA) T1 :p(UaL7B) S1 :p(UvLaC)
P2 = p(U, R, A) Ty = p(U, RvB) So = p(U, R, C)
3:p(D,L,A) T3Zp(D7L’B) 3:p(D,L,C)
Pa =D (D R A) Ta :p(D,R,B) 4=p(D,R,O)

Los equilibrios correlacionados debern cumplir que para todo jugador ¢,

> pls—ifsi)Uils—ivs—i) > Y p(s—i/si)Ui(s},5-;)Vs| € S;
S_;ES_; S_,ES_;

e Si al jugador 1 le recomiendan jugar U, juega u cuando se cumple que:

p1-0+p2-0+2r1 +0-72+0-51+0-52 >p1+p2+27’1+27‘2+51+52
p1+p2+7r1+re+ 81+ S2 T opitpetritrotsi sy

Seaa=pU)=p1+p2+ri+rs+s+s=- (p1+p2+7"1+r2+31+52)<0 Pero, como p;,r; y s; >0y

Z?:l pi + Zi:l r; + Zi:l s =1

:>p1:p2:7’2251232:0 (28)



e Jugador 1 le recomiendan jugar D, Juega D si:
Sea b=p(D) =p3 +ps+13+714+ 53+ 54 =

p3 + pa+ 2r3 + 2rg + 53+ s4 >%
b )

= p3 +ps+2ry + 53+ 54 >0,

que siempre se cumple pues p;, 7, 8; > 0,7 € {1,..,4}.

e Al jugador 2 le recomiendan jugar L, entonces juega | cuando se cumple:
Seac=p(L)=p1+p3s+ri+r3+s1+s3>0=

PLtps+2r+2r3+s1+s3 23

c c

=p1+p3+2r1+s1+s3>0,
que siempre se cumple pues p;, 1, 8; > 0,1 € {1,..,4}.

e Al jugador 2 se le recomienda jugar R, entonces juega R cuando:
Sead=p(R)=pa+ps+ro+rs+sa+s,>0=

P2t pat2ra+2ratsatsa 2y
d - b

= po+ps+2ro+ss+5s54 >0

=Py =pyg=7T2=52+54=0 (29)

e Al jugador 3 le recomiendan jugar A, entonces juea A cuando:
— Para que no se desve a B
= D1+ D3 = 2ps (30)

— Para que no se desve a C
= 3p1+p3 = 3ps (31)

e Si al jugador 3 le recomiendan jugar B, entonces juega B:
— Para que no se desve a A:
2ry > 11 413 (32)

— Para que no se desve a C:

27“1 Z T4 (33)

e Si al jugador 3 le recomiendan jugar C', entonces juega C:
— Para que no se desve a A:
384 > 351 + S3 (34)

— Para que no se desve a B:
S4 > 251 (35)

Por lo tanto, (p1,p2,ps,Pa,T1,72,73,74,S1, 52,83, 84) ser un equilibrio correlacionado si se cumplen(28)-(35) y si
4 4 4 .
Yo Pi+ D i+ Y8 =1con pi, 1,8 > 0,0 € {1,..,4}.



