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Angela Denis
Problema 2

En una pequeña aldea de 50 habitantes hay un prado común en el cuál cada habitante puede poner a pastar a lo más una vaca. Comprar una vaca tiene un costo de a = 8 unidades de dinero. La cantidad de leche producida por una vaca depende de cuántas otras vacas están pastando en el prado. Denote por f(c) = 48c - 2c2  el valor total de la leche producida cuando hay c vacas en el prado. El valor producido por cada vaca es entonces f(c) / c.

a. ¿Cuántas vacas habrían en el prado si el bienestar de toda la villa W = f(c) –ac fuera maximizado?

Derivando e igualando a cero obtenemos
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Luego, si a = 8, el bienestar de toda la villa se maximiza con c = 10 vacas.

b. ¿Cuántas vacas habrían pastando en la villa si cada aldeano decidiera por su cuenta si comprar o no una vaca? ¿Puede el resultado ser interpretado como un equilibrio de Nash? Hint: Derive la mejor respuesta de un aldeano cuando hay c vacas pastando en el prado.

La utilidad que le reporta a un aldeano comprar una vaca cuando hay c vacas pastando es:
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Y en caso de no comprar la vaca su utilidad es cero. Luego un aldeano decide comprar una vaca, cuando hay c vacas pastando en el prado, si y solo si
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Luego cuando a = 8, si hay 19 vacas en el prado, un aldeano estará dispuesto a comprar una vaca, y por ende si cada aldeano decide por su cuenta si comprar o no una vaca, habrán en el prado 20 vacas pastando. Suponemos que si el aldeano está indiferente entre comprar o no una vaca decide comprarla.
Este resultado puede ser interpretado como un equilibrio de Nash en el sentido que si hay 20 vacas pastando en el prado ningún aldeano tiene incentivos a desviarse, pues los que no tienen vacas tendrían una utilidad negativa si deciden comprar una, y los que ya tienen una vaca están indiferentes entre tenerla o no pues su utilidad en ambos casos es cero.

c. ¿Cuántos equilibrios de Nash en estrategias puras existen?

Existen tantos equilibrios de Nash en estrategias puras como combinaciones de 20 aldeanos sobre el total de 50 puedan haber, donde cada uno de estos 20 aldeanos corresponden a aquellos que en equilibrio compran una vaca, y el resto de los aldeanos no lo hace. Es decir, el número de equilibrios de Nash en estrategias puras es
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d. Compare los resultados de a y b. Explique

En el primer caso se compran menos vacas que en el segundo y la utilidad de la aldea es en total mayor. Lo que sucede es que los aldeanos no internalizan la externalidad negativa que tiene sobre los demás aldeanos el comprar una vaca. Por esta razón, el bienestar de la sociedad es menor cuando cada aldeano decide por su cuenta si comprar o no una vaca.
e. Repita a, b y c cuando el costo de comprar una vaca es a = 9.

En este caso, si se maximiza el bienestar de la sociedad se obtiene
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. Pero el número de vacas debe ser entero, luego comparamos:


[image: image6.wmf](

)

189

9

=

W

 y 
[image: image7.wmf]190

)

10

(

=

W

, luego el número de vacas que maximiza el bienestar social sigue siendo 10.

Si cada aldeano decide o no comprar una vaca, lo hará si y solo si


[image: image8.wmf][

]

19

,

18

2

37

2

9

46

Î

=

-

£

c


Luego en equilibrio habrán 18 + 1 = 19 vacan pastando. Si el costo de comprar una vaca es mayor habrán en equilibrio menos vacas pastando.
El número de equilibrios de Nash en estrategias puras en este caso es:
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Problema 3
Demuestre o de un contraejemplo para las siguientes afirmaciones:

a. En un juego de dos personas, con dos acciones cada una, si existe un único equilibrio de Nash en estrategias puras entonces no existe un equilibrio completamente mixto.

Supongamos sin pérdida de generalidad que el juego es el siguiente:
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Supongamos también que el único equilibrio de Nash es (T,L). Luego debe cumplirse: 1.
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Como (T,L) es el único equilibrio de Nash, para que (B,R) no lo sea debe cumplirse: 

2.
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Si existe un equilibrio completamente mixto éste debe cumplir:

3.
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 para que el jugador 1 esté indiferente y

4.
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 para que el jugador 2 esté indiferente.

Con p y q positivos y menores que 1.

Pero las condiciones 1 y 3 implican:

5. 
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Las condiciones 1 y 4 implican:

6.
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Y finalmente tenemos que 5. y 6. juntas contradicen 2. Por lo tanto, si en un juego de dos personas, con dos acciones cada una, existe un único equilibrio de Nash en estrategias puras, entonces no existe un equilibrio completamente mixto.
b. Repita a. pero ahora los jugadores tienen tres acciones posibles cada uno.
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Este juego tiene un único equilibrio en estrategias puras (T,L). Sin embargo, en este caso sí hay equilibrio completamente mixto: 
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Chequeemos que es equilibrio:


[image: image21.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

0

1

1

0

3

1

0

1

1

0

3

1

0

2

1

2

1

2

1

=

+

-

×

=

=

-

+

×

=

=

s

s

s

B

u

E

C

u

E

T

u

E


Luego el jugador está indiferente entre sus posibles acciones y no tiene incentivos a desviarse. Por simetría, el jugador 2 tampoco tiene incentivos a desviarse. Por lo tanto, si cada jugador tiene tres acciones posibles la proposición ya no es cierta.
c. En un juego de dos personas, con dos acciones cada una, si no hay equilibrio en estrategias puras entonces no hay equilibrios en que un jugador elija una estrategia pura.

Supongamos la misma notación de la parte a. Notemos que demostrar esta proposición equivale a demostrar que, en un juego de dos personas con dos acciones cada una, si hay equilibrios en que un jugador elije una estrategia pura entonces existe un equilibrio en estrategias puras (contra-recíproca).
Sin pérdida de generalidad supongamos que hay un equilibrio en que el jugador 1 juega la acción T. Si 2 también juega una estrategia pura entonces tenemos un equilibrio de Nash en estrategias puras. Si 2 juega una estrategia mixta, debe tenerse que 
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Y para que el jugador 1 no tenga incentivos a desviarse, debe cumplirse que:
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Esto implica que: 
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En el primer caso se tiene que (T,L) es equilibrio de Nash y en el segundo, (T,R) es equilibrio de Nash. Por lo tanto, en un juego de 2 jugadores con dos acciones cada uno, si existe un equilibrio de Nash en que un jugador elije una estrategia pura entonces existe un equilibrio en estrategias puras del juego.
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