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Guia Examen: Teoria de opciones
Aspectos generales

A diferencia de los contratos futuros y los forwards las opciones no obligan a realizar la operacién en
el futuro. Son, por lo tanto, un acuerdo entre dos partes para tener la alternativa (opcién) de
comprar/vender un bien a un precio especificado en una fecha futura. Es por esto que , a
diferencia de los otros derivados vistos anteriormente, el valor de una opcién es distinto de cero.

Como el que adquiere la opcién no entra en un contrato obligado, entonces sélo ejercera la opcién
cuando tenga un flujo de caja positivo.

Existen dos tipos de opciones:

Opcién de compra o call: Da el derecho, pero no la obligacién, a comprar un activo a un
precio especificado (que se conoce como precio de ejercicio) en una fecha (fecha de
maduracion).

Opcidn de venta o put: Da el derecho, pero no la obligacion, a vender un activo a un precio
de ejercicio en una fecha de maduracién.

Desde el punto de vista de su estructura las opciones se pueden dividir en:

Opciones europeas: S6lo pueden ser ejercidas en el momento de su fecha de vencimiento.
Por ejemplo, si tengo una opcién call europea sobre una acciéon de Copec en tres meses
mas, solo puedo decidir si la compro 0 no en tres meses mas y no antes.

Opciones americanas: Al contrario de la anterior puede ser ejercida en cualquier momento
antes de su vencimiento. Siguiendo el ejemplo anterior si la opcidn call es americana,
entonces en cualquier dia desde hoy hasta 3 meses més puedo decidir ejercer la opcion y
por lo tanto comprar la accién.

Es necesario mencionar que la denominacion de americanas o europeas no tiene nada que ver con el
lugar geografico donde se transa la opcion.

Identificacion de términos y flujos

Se utiliza la siguiente nomenclatura:

St Precio del activo subyacente, en un periodo t, sobre el cual fue escrita la
opcion.

K : Precio de ejercicio o “strike”.

T : Fecha de vencimiento o maduracion.

Para decidir si se ejerce o no una opcion lo que se hace es comparar S(t') con Ky se ve si hay un
flujo de caja positivo. Cuando esto sucede se dice que la opcion esta “in the money” y en caso
contrario es “out of money”.



El flujo de caja de las opciones de compra y venta son en un periodo t:
Call: C(t) = max(0,S(t)-K) . Se ejerce solo si el precio del activo subyacente es mayor al de ejercicio.

Put: P(t)=max(0,K-S(t)). El inverso de la call.

Por lo tanto
S<K S=K S>K
Call Out of the money At the money In the money
Put In the money At the money Out of the money

Modelo de arboles binomiales

Es un modelo que trata de identificar las posibles trayectorias de precios del activo subyacente y asi
evaluar el precio de la opcion.

Sea:

u =1 + tasa de retorno si el precio de la accion sube, con probabilidad g
d= 1 + tasa de retorno si el precio de la accion baja, con probabilidad 1-q
r* = 1 + tasa de interés de colocacion y captacion

Con d<r*<u

Entonces si tenemos el precio spot del activo subyacente, S, podemos estimar en el préximo periodo
que el precio de la accion seria:

S, =u*S si la accion subiera

S&~d*S si la accién bajara

Esto nos permite analizar el comportamiento de la opcién que esta escrita sobre el activo que
estamos analizando. Entonces tendriamos que los flujos de una call serian:

= max(0,uS-K) si la accion subiera

Cy=max(0,dS-K) si la accién bajara

Para analizar el valor de la opcion hay que calcular el valor presente de los flujos, pero para esto no
se ocupan las probabilidades de aumento o baja del precio del activo ya que los retornos futuros de
su precio ya estan reflejados en el precio actual del activo. Por ejemplo el precio actual de una accion
ya tiene incluida la informacion sobre cuales van a ser sus retornos futuros. Por esto se definen lo que
se conoce como probabilidades neutrales al riesgo, las cuales se definen como (la explicacion de
donde vienen es un poco larga y no viene mucho al caso):

r*-d

, como d<r*<u entonces 0<=p<=1

b= u-d

! En el caso de las opciones europeas sélo se hace esta decisién en T. En americanas t' puede ser
cualquiert<T.



Por lo tanto estas son las probabilidades que se utilizan para el calculo del valor esperado del valor
presente de la opcion.

o - PC, (- PC,

r *
Ampliando esto a dos periodos da:
Trayectoria del precio del activo subyacente:
Su=u’S
/ S =u*S <
Sud:UdS
de:dZS
Trayectoria del precio de la call:
t=0 t=1 t=2
Cu=Max(0,u’S-K)
C 2 Cui=max(0,udS-K)
Ca=max(0,d’S-K)

En este caso la valoracion de la call varia si es que se trata de una opcidn americana o una europea,
ya que la opcién americana puede ser ejercida antes del vencimiento.

Caso opcién europea: Corresponde al caso méas sencillo ya que sélo se debe pasar los flujos del
periodo final. Por lo tanto se resuelve el problema desde atrds hacia delante.

Partiendo desde t=2. Sabemos por que

— pCuu + (1' p)Cdu

CU
r*

C, = PCy +(@- P)Cyq
r*

Analogamente para el periodo t=1 queda:
pC, +(- p)C,
r *

C

u

Distribuyendo y utilizando las relaciones anteriores:

Cu= pZCuu +2p(1' p)Cud +(1' p)zcdd
r*

Caso opcion americana: En este caso hay que hacer un analisis sobre si conviene o no ejercer la
opcién en cada periodo, esto imposibilita el tener una ecuacion que determine su valor y se debe
hacer un andlisis de periodo a periodo y después pasarlo a VP. (Se ve mejor eso con un ejemplo)




Para el caso de N periodos el analisis es idéntico al anterior.
Problema 1

La accién de la empresa A se est4 transando a $10. Se sabe que el precio aumentard o caerd en un
20% para cada uno de los préximos dos afios. La tasa de interés anual es de un 10% (simple).

a) ¢ Cual es el precio de una call europea a dos afios sobre la accién de A que tiene un precio de
ejercicio de $8?

Los parametros del modelo son:

u= 1,2 (Sisube lo haria en un 20%)
d = 0,8 (Si baja lo haria en un 20%)
r~=1,1

Entonces p=(1,1-0,8)/(1,2-0,8)=0,3/0,4=0,75 = 1-p=0,25

Calculamos el arbol de precios:

t=0 t=1 t=2
12*1,2=14,4
10*1,2=12
10 12*0,8=8*1,2=9,6
10*0,8=9
8*0,8=6,4

Arbol de la call

Max(0;14,4-8)=6,4
(6,4*0,75+1,6*0,25)/1,1
= 4,73
(4,73*0,75+1,09*0,25)/1,1
=3,47

Max(0;9,6-8)=1,6

(1,6%0,75+0*0,25)/1,1
=1,09
Max(0;6,4-8)=0

Como se puede ver se resuelve desde el Ultimo periodo hacia el primero. Se calcula el valor presente
hasta llegar al dia de hoy (o el del analisis)

b) Repita el célculo anterior, pero asumiendo que la opcidn es americana. ¢,Existen diferencias?,
explique.

El arbol de precios es igual al del caso de la pregunta a) , porque el activo subyacente sigue siendo el
mismo. El arbol de la call cambia ya que en cada periodo (excepto en el final) hay que decidir si se
ejerce la opcién en ese periodo o se espera, esto quiere decir que hay que comparar si conviene el
flujo en ese periodo o elfi valor presente esperado de los flujos futuros.

Arbol de la call



Max(0;14,4-8)=6,4

Esperar:

(6,4*0,75+1,6*0,25)/1,1
=473 (*)
Ejercer
Max(0;12-8)=4

(4,73*0,75+1,09*0,25)/1,1
Max(0;9,6-8)=1,6
=3,47

Esperar:
(1,6*0,75+0%0,25)/1,1
=1,09 (*)
Ejercer:
Max(0;9-8)=1
Max(0;6,4-8)=0

En este caso siempre conviene esperar y s6lo ejercer en el Gltimo periodo, por lo que el resultado da
igual al de la opcién europea. En todo caso hay que hacer el andlisis en cada periodo ya que puede
pasar (como se ve en otros problemas) que convenga ejercer. En este caso el que pasa al préximo
periodo en el calculo del VPN es el flujo de “ejercer” y no el de “esperar”.

Problema 2

El precio actual de la accién de la empresa “FCO” es $40. Se sabe que el préximo periodo el precio
de la accién puede aumentar en un 10.6% o caer en un 9.6%. La tasa de interés libre de riesgo es de
un 8% anual.

a) Derive un modelo binomial de tres periodos para el precio de "FCO" (esto es, use un mes
para cada rama del arbol). Encuentre u, d, ry p.

S(t)=40
u=1+10,6%=1,106
d=1-9,6%=0,904

r*=1+r=(1+0,08)"(1/12)=1,0064 (r tiene relacién con el periodo de cada rama del arbol binomial. En
este caso son de 1 mes = 1/12 afios)

p=(1,0064-0,904)/(1,106-0,904)=0,507 , una forma de ver si uno se equivoco en algo es comprobar que
p sea menor que 1y mayor que cero. Si da un valor fuera de ese rango hay algo mal enr, en u y/o en
d.



t=0 t=1 =2 t=3

48,93*1,106=54,12

44,23*1,106=48,93

40*1,106=44,24 44,24
44,240,904
40 =36,16*1,106
=40
40*0,904=36,16 36,16

36,16*0,904=32,69

29,55

0JO: Como se puede observar en este ejemplo y en los anteriores existe una repeticion de
ciertos valores. Por ejemplo el periodo “ud” es 44,24 y el periodo “uud” también es 44,24;
asi como lo que pasa en otros periodos. Esto se conoce como arbol recombinante. NO
TODOS LOS ARBOLES SON ASI. Para que un arbol se recombine se tiene que dar la
condicion de que u*d = 1

Ademas no siempre u y d son constantes, lo que provoca que el nodo “udu” puede ser
distinto al nodo “duu”.

b) Encuentre el precio al cual se transa hoy dia una put europea sobre la accién de “FCO”, con
vencimiento a tres meses y precio de ejercicio de $45.

La funcién de pagos de una put es p(t)=max(0,k-S(t)). En este caso la opcidon es europea, por lo tanto
sélo se puede ejercer en la fecha del contrato, T. Por lo tanto, el problema se reduce a calcular el
valor presente del valor esperado del contrato.

t=0 t=1 t=2 t=3

Max(45-54,12;0)=0

(0*p+0,76(1-p))/r*=0,37

(0,37p+4,71(1-p))Ir=2,5 Max(45-44,24;0)=0,76

(0,76p+(1-

(2,5p+8,26(1-p))/r*=5,31 0)15.45)/r*=4,71

(4,71p+(1-

p)15,45)/r*=8,26 Max(45-36,16;0)=8,84

(8,84p+(1-
p)15,45)/r*=12,02

Max(45-29,55;0)=15,45

La put vale 5,31




¢) Ahora Ud. Se da cuenta de que realmente la opcidn era americana. Encuentre el precio de la
put americana y explique.

En este caso la opcion al ser americana puede ser ejercida en cualquier momento. Por lo tanto hay
gue comparar en cada nodo si conviene 0 no.

t=0 t=1 t=2 t=3

Max(45-54,12;0)=0

Esperar:
(Op+0,76(1-p))/r*
_______ =037()._____.

Ejercer:

Max(0;45-48,93)=0

Esperar:
(0,37p+5(1-p))/r*
_______ Z263() ______ Max(45-44,24:0)=0,76

Ejercer:
max(45-44,24)=0,76

Esperar:
(0,76p+8,84(1-p))/r*
(2,63p+:85,8646(1-p))/r* ________ 471
’ Ejercer:

Max(0;45-40)=5 (¥)

Esperar:
(5p+12,31(1-p))/r*

________ =854 ______ Max(45-36,16;0)=8,84

Ejercer:
max(45-36,16)=8,84 (*)

Esperar:
(8,84p+15,45(1-p))/r*
=12,02

Ejercer:

Max (0;45-32,69)
=12,31 (¥)

Max(45-29,55;0)=15,45




La put vale 5,66 .

Su valor es mayor a la parte anterior porque siempre una opcidon americana vale tanto 0 mas que una
europea.

d) Suponga que se anuncia la reparticion de un dividendo de $10 por accién en un mes mas.
Valorice nuevamente la put americana de la parte c). ¢ Es el precio encontrado mayor o
menor al de la parte c)? Explique.

En presencia de dividendos el analisis sufre los siguientes cambios:
+ Se requiere identificar el momento 6ptimo de ejercicio en el caso de desear hacerlo
+ Generalmente el arbol no se recombina.

En este caso al tratarse de una put el momento 6ptimo de ejercicio es post-dividendo. Entonces
la trayectoria de precios es:

t=0 t=1 PRE-DIV t=1 POST-DIV t=2 t=3

A 37,87%1,106=41,88

34,24*1,106=37,8K

4
/ 40*1,106=44,24 —t 44,24-10=34,24 x } 30,95*1,106=34,23

34,24*0,906=30,95

30,95*0,906=27,98

40\

M 28,93+1,106=32

26,16*1,106=28,93

40*0,906=36,16 > 36,16-10=26,16 x 28,93*0,906=26,16
26,16*0,906=23,65 <

23,65*0,906=21,38




La trayectoria de la put es:

t=0 t=1 POST-DIV t=2 t=3
Max(45-41,88;0)=3,12
Esperar:
(3,12p+10,77(1-p))/r*
=685 ..
Ejercer:
max(45-37,87;0)=7,13 (*)
Esperar: Max(45-34,23;0)=10,77
(7,13p+14,05(1-p))/r*
=1048 ..
Ejercer:

max(45-34,24;0)=10,76 (*)

Esperar:
(10,77p+17,02(1-P))/r*

Ejercer:
max(45-30,95;0)=14,05 (*)

Max(45-27,98;0)=17,02

(10,76p+18,84(1-p))/r*=
14,65

Max(45-32;0)=13

Esperar:
(13p+18,85(1-p))/r*
578 ...
Ejercer:
max(45-28,93;0)
=16,07 (*)
Esperar: Max(45-26,15;0)=18,85
(16,07p+ 21,35(1-p))/r*
85 ..
Ejercer:
max(45-26,16;0)=18,84 (*)
Esperar:

(18,85p+23,62(1-p))/r*

Ejercer:
max(45-23,65;0)=21,35 (*)

Max(45-21,38;0)=23,62

Se hace s6lo analisis en POST DIV porque es una put (es cosa de analizar como son los flujos
en PRE DIV y no es complicado ver que los flujos de ejercer son mayores en POST DIV si la
opcion americana es una PUT)

El precio de la put es 14,65 y es mayor porque el valor del activo subyacente S(t)-VP(DIV) cae
con respecto al precio de ejercicio, K.




Problema 3

Considere un portafolio compuesto por dos opciones escritas en la misma accion:

- Posicién larga (compradora) en una call europea

- Posicion corta (vendedora) en una put europea

ambas con la misma fecha de expiracién, T, y el mismo precio de ejercicio, K.

(@) ¢Cual es el pago de este portafolio en T, como funcién del precio de la accién en T?

V(T)=c(T)-p(T)=max(S(T)-K,0)-max(K-S(T),0)

S(T)>K S(T)<K

V(T)S S(T)-K -K-S(T)

(b) ¢ Qué otro derivado tiene la misma funcién de pago?

Una posicion larga (compra) de un forward con contrato K. (siempre se ejerce en T y da como
flujo la diferencia entre el precio del subyacente y el precio de ejercicio) .

Estimaciones de u y d utilizando estadisticas

Hasta el momento se han utilizado valores de u y d que son datos, pero es posible calcularlos
utilizando la siguiente relacion:

u=exp(s )
d=u"

donde s es la volatilidad de los retornos de la accién (o el activo), t es la relacién entre las
unidades de tiempo de la volatilidad y la de las ramas de los arboles.

Problema 4

El precio de la accién de "JAV” es $40. No se pagaran dividendos en los proximos tres meses. La
tasa esperada de retorno compuesta continuamente de la accion de “JAV” es 16 por ciento anual
y su volatilidad anual es de 35 por ciento. La tasa de interés compuesta anualmente es de un 8
por ciento. Construya un arbol binomial del precio de la accién, donde cada periodo es de 1 mes.
(Por simplicidad utilice los valores aproximados de u y d, donde u=d-1=exp{s }).

(a) Valorice una put europea a tres meses con un precio de ejercicio de $45.
S(t)=40

u=exp(0,35*raiz(1/12)))=1,106 , la raiz de 1/12 es la conversién de unidades de tiempo. La
volatilidad del enunciado esta en base anual y las ramas del arbol que vamos a construir estan en
meses. En 1 mes hay 1/12 afos.

d=u'=0,904
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r*=(1+8%)"(1/12)=1,0064
p=(1,0064-0,904)/(1,106-0,904)=0,5069

El arbol de precios (identico al problema 2)

t=0 t=1 t=2 t=3
48,93*1,106=54,12
44,23*1,106=48,93
40*1,106=44,24 44,24
44,24*0,904
40 =36,16*1,106
=40
40%0,904=36,16 36,16
36,16*0,904=32,69
29,55
t=0 t=1 t=2 t=3

Max(45-54,12;0)=0

(0*p+0,76(1-p))/r*=0,37

(0,37p+4,71(1-p))/r*=2,5

Max(45-44,24;0)=0,76

(2,5p+8,26(1-p))/r*=5,31

(0,76p+(1-
p)15,45)/r*=4,71

(4,71p+(1-
p)15,45)/r*=8,26

Max(45-36,16;0)=8,84

(8,84p+(1-
p)15,45)/r*=12,02

Max(45-29,55;0)=15,45

La put vale 5,31

(b) Suponga que la put esta mal valorada y se vende en $5.2. ¢ Cudl es la ganancia por arbitraje
que podria realizar? Explique como obtenerla.

En este caso hay que crear lo que se conoce como portafolio replicante, el cual tiene los mismos

pagos que la opcion:

D=(P.-Py)/(Sy-So)=(2,63-8,84)/(44,24-36,16)=-0,767
L=(dP,-uP)/(r*(u-d))=(0,904*2,63-1,106*8,84)/(1,0064*(1,106-0,904))=36,35

Entonces hay que comprar 0,767 unidades de la accién y pedir prestado $36,35 hoy

Con esto se puede generar unos flujos idénticos a la opcién (propuesto: comprobar esto), la cual
puede ser vendida a 5,31 generando una ganacia de 5,31-5,2=0,11
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Problema 5

El valor corriente de la accién de "ERR" es $20. La volatilidad del retorno de la acciéon se mueve
inversamente en relacién al precio de la accidn. Esto es, volatilidad/mes=2/S, donde S representa de
precio de IBM. La tasa de interés simple es 1% por mes. Si "ERR" no paga dividendos, encuentre el
precio de una call americana con un precio de ejercicio de $20 con fecha de expiracién de dos
meses. Utilice el modelo binomial de dos periodos. Hint: Dado que la volatilidad del precio de "ERR"
no es constante, usted debe calcular u, d y p para cada nodo.

r*=1+1%-=1,01

Como las volatilidades no son constantes entonces u, d y p no son constantes, por lo que deben ser
calculados para cada nodo relevante:

Nodo S s=2/S u d p
Hoy 20 2/20=0,1 Exp(0,1)=1,105 | 1/1,105=0,905 (1,01-0,905)/(1,105-0,905)=
0,525
U 20*1,105 | 2/22,103=0,09 | Exp(0,09)=1,095 | 1/1,095=0,913 (1,01-0,913)/(1,095-0,913)=0,533
=22,103
D 20%0,905 | 2/18,10=0,111 | Exp(0,111)=1,11 | 1/1,117=0,895 (1,01-0,895)/(1,095-0,895)=0,518
=18,10 !

Entonces la trayectoria de precios queda

t=0 t=1 t=2
22,103*1,095=24,197
22,103
22,103*0,913=20,191
20 18,100*1,117=20,211
18,100
18,100*0,895=16,203
El arbol de pagos es:
t=0 t=1 t=2

Max(24,197-20;0)=4,197

(4,197%0,533+0,191*(1-0,533))/r*
=2,2981

Max(20,191-20;0)=0,191

(2,2981*0,525+0,1127*(1-0,525))/r*
=1,2473

Max(20,211-20;0)=0,211

(0,211*0,518)/r*=0,1127

Max(16,203-20;0)=0
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Formula de Black and Scholes

La exactitud del modelo de valoracién de opciones mediante arboles binomiales depende de
densidad, mientras mas nodos exista entre el inicio y la fecha de maduracién, mas exacto es el
resultado. La férmula de Black and Scholes se encarga de esto, para estimar el valor de una opcion
europea.

La derivacién de la férmula de Black and Scholes se basa en los siguientes supuestos:

1) Los mercados financieros no tienen fricciones, es decir, no hay impuestos, no hay costos de
transaccion, todos los activos son perfectamente divisibles y no hay restricciones a las
ventas cortas.

2) Las tasas de interés de colocacion y captacion son iguales y constantes entre hoy y la fecha
de vencimiento. Se asume que dicha tasa es compuesta continuamente.

3) El activo subyacente no paga dividendos entre hoy y la fecha de vencimiento.

4) El precio de la accion se distribuye lognormal.

Bajo estos supuestos el precio de una call europea esta dada por:
c(SK,t=0r,s,T) =S (d,) - KF(d,)exp(-rT)

Donde F () representa la funcion de distribucién acumulada de una normal estandar, d, y d, se definen
por:

S
nf —=
_ n(Kexp(-rT)) sﬁ
d, = +
sAT 2
d,=d, -s~T
Donde,

S es el precio corriente del activo subyacente
K es el precio de ejercicio

T es la fecha de vencimiento de la opcion

r es la tasa de interés

s es la volatilidad del retorno del activo subyacente

Para ocupar la formula de Black and Scholes en opciones put europeas hay que usar la paridad put-
call:

p(S, K,t,T) =c(S,K,t,T) - S(t) + Kexp(-rt)

El procedimiento es calcular la opciéon como si fuera una call y después transformarla a put con la
relacion anterior.

Problema 6

El precio de la accion de la clasica empresa “ABC” es $40. No se pagaran dividendos en los proximos
tres meses. La tasa esperada de retorno compuesta continuamente de la accion de “ABC” es 16 por
ciento anual y su volatilidad anual es de 35 por ciento. La tasa de interés compuesta anualmente es
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de un 8 por ciento. Construya el arbol binomial del precio de la accién, donde cada periodo es de 1
mes.

a) Sila opcion put es europea con precio de ejercicio $45. Encuentre su precio mediante
arboles binomiales de tres periodos.

Esto ya fue resuelto anteriormente, en los problemas 4 y 2. El resultado es P=5,31
b) Ahora utilice la férmula de Black and Scholes.

S=40

K=45

R=exp(8%)=8,3%, se convierte a tasa continua
Kexp(-rT)=45exp(-8,3%*3/12)=44,0727

S/Kexp(-rT)=0,90759

Ln(S/Kexp(-rT))=-0,09696127
sRaiz(T)=35%"*raiz(3/12)=17,5%

Ln(S/Kexp(-rT))/ sRaiz(T)=-0,55406

Ln(S/Kexp(-rT))/ sRaiz(T)+ sRaiz(T)/2= -0.466564393=d1

F (d1)= 0.320405796 (Viéndolo en una tabla normal estandar)
d2=-0.641564393

F (d2)= 0.260577964 (Viéndolo en una tabla normal estandar)

Entonces,

C=40%0,32041+44,0727*0,260578 = 1,331855 . Pero se buscaba valorar una put y no una call,
entonces usamos la relacién put-call

P=1,331855-40+44,0727=5,404

¢) Compare los resultados y comente.

Da un resultado mayor, pero es mas exacto ya que tiene mayor densidad en el arbol.

Notas al final

Esta guia no contiene toda la materia de opciones, sélo la mas relevante.

Las opciones en esta guia estan suscritas sobre acciones, pero pueden existir opciones
sobre cualquier activo, desde indices (como el IPSA, IGPA, SP500), futuros, forwards, bonos
y hasta opciones sobre opciones. En el caso de que uno se encuentre ante una opcion
diferente lo importante es descubrir cual es el activo subyacente. Por ejemplo si la opcion
esta escrita sobre otra opcion habria que hacer 3 arboles. El primero sobre el activo
subyacente de la primera opcidn, el segundo sobre la opcidén que es subyacente y la tercera
con los pagos de la ultima opcion.
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