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Licitaciones
Problema 1

Suponga que el duerio de un cuadro organiza una licitacién de sobre cerrado primer precio para venderlo.
Es conocimiento comun que la disposicién a pagar de cada participante (v) se distribuye uniforme entre
0 y 200.

a)

b)

c)

d)

Suponga que es conocimiento comiin gue el nimero de participantes en la licitacién es N. De-
muestre que la combinacién de estrategias en que la postura de cada participante es: "",\71 U es un
equilibrio de Nash. Explique intuitivamente lo que esta estrategia sugiere.

Suponga ahora que es conocimiento comiin entre todos los participantes de la licitacién que el
nimero de interesados en el cuadro es Vy con probabibdad p ¥ Ny = Ni con probabilidad 1 — p;
v que el vendedor del cuadro sabe con certeza cuantas personas se interesan por el cuadro. Antes
que los participantes en la licitacién entreguen sus posturas el vendedor del cuadro declara el
nimero de participantes; sin embargo, el duefio del cuadro puede mentir (y lo hard cada vez que
aumente el precio esperado de venta del cuadro). 51 los participantes en la licitacién son crédulos,
iqué hard el duefio del cuadro? Explique.

Suponga que los participantes no son crédules, ¥ que anticipan que el duefic mentird cada vez que
logre aumentar el precio esperado de venta del cuadro. jeémo elegirdn sus posturas si el duefio
declara que ¥V = N:7 No es necesario que calcule la postura éptima de cada participante, sélo
expligue.

Cémo cambiarian sus respuestas en las partes anteriores 21 la licitacién es de sobre cerrado, segundo
precio.
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Solucién:
a) Sabemos que

n—1

b Ui
J n

v que v — UJ[0,200].

Nos interesa saber s1 es que la combinacién de estrategias en que cada participante presenta
posturas (b;) es un equilibrio de Nash.

Al oferente le interesa maximizar su el valor esperado de su utilidad {asumimos que es averso al
riesgo), es decir, la diferencia entre lo que esta dispuesto a pagar multiplicado por la probabilidad
de ganar.

MéaUs = (b — vi) Prob (b; > by, %j # )

Donde

n—1"

mn n
) - A ) ]
Prob(b; = b;,7j #1) = HProb (b; > bj) = HProb (bt- = '-'-)
g jFt

[mponiendo simetria tenemos

- n—1 n—1 \]""
HProb (bi > — 1-‘_.-) = [Prob (EJ,, = — 1-‘_,-) =
n n ]

Ji A

nb; T ) nb; "
{Pr ob (n _‘1 > z;j)_ = _Prc-b (UJ. < n_—tl)]

Como sabemos que v ¢ U[0,200] podemos

c
¥

i dx c
Prob(z < c) = f =

b—a b—a

-]

w1

1b; dv. 1 nb.
P E:I ( b o ———— = : = — :
rer v n—'l) f?[}{] znn(n_1
[u]

Para no dificultar el trabajo algebraico llamaremos A a % L%]que es una constante.

Retomando nuestra maximizacidn

M?zU; = (b; — v;) A" ol
8{-’"1

ab;

= AT — (= Dus AT = 0

. vi(n—1)
nh—win—1=0=bh = ——
' n
Hemos demostradoe que es un equilibrio de Nash, ya que no hay incentivos a salirze (es lo mejor
que el oferente ¢ puede hacer dade lo que hacen los otros oferentes j).
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El vendedor del cuadro mentird siempre, va que las posturas son crecientes en N y la recaudacion
es creciente en las posturas, por lo que es su mejor estrategia®.

Ny -1 Ny, —1 1 1

FE = i = l——<1- -— =

.-'Y] v .-"\"3 Ve _j'\"'l = .-'\'2 =
1 1 1 1

- <

M NNV

— .,\.'2 = .-'\"_1

Por lo tanto para el vendedor es una estrategia dominante decir que hay N, participantes.

No consideraran la informacién que da el dueno, por lo que maximizaran el Valor esperado de su
utilidad considerando que con probabilidad p hay N, participantes v que con probabilidad 1 — p
hay N.

Sabemos que en las licitaciones sobre cerrado segundo precio la estrategia dominante es ofrecer
- . - - 1 7 R -
la valoracion del articulo, es decir, b;= v,.”Luego nuestraz respuestas en a) serfa que b; = v; es el
equilibrio de Nash simétrico.
En &) v ¢) dirfamos qgue el nimero de participantes no es relevante para decidir la postura, por lo
g I
que diga o deje de decir el duefic no tiene importancia.

Problema 2

Suponga que Ud. desea licitar una mina de cobre. Los n compradores saben cudnto cobre tiene la mina,
perc dado que tienen costos de produccién distintos, sus valoraciones de la mina son también distintas.
Supondremos que estas valoraciones v; estdn distribuidas independientemente v uniformemente en

-

[0,1] ¥ que no existe aversién al riesgo entre los participantes en la licitacién. El problema que usted
enfrenta es como licitar para conseguir el mayor valor esperado posible. Usted dispone de dos opciones:
licitacién de segundo precio y licitacién de primer precio.

a) La utilidad esperada por el participante i i hace una postura b estd dada por E(U;|b:) =
(vi — by ) Prob{b; = Max;(b;).j = i}, donde Prob{b; > Max;(b;)j # 1} es la probabilidad que la
oferta b; zea la mayor oferta. Utilice este resultado para encontrar las ofertas b,{v) que forman el
equilibrio de Nash (simétrico) en el caso de licitacién de primer precio.

b) Utilice las ofertas b;{v) obtenidas antes para calcular el valor gque usted espera recibir en la
licitacion. (Nota: El valor esperado de una variable es la integral de la variable multiplicada por
la probabilidad de la variable).

¢) Usted ya conoce la oferta que debe hacer un participante en la licitacién de segundo precio.
Utilice esta informacién junto al hecho que la probabilidad de que el segundo valor mds alto sea
v es n{n — 1)v" (1 — v) para encontrar el valor que espera recibir en una licitacién de segundo
precio. ;Cudl sistema prefiere usted?

Solucién

a) Se sabe que

E (U /b;) = (v; — b)) P (by = max (b))
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Ademds:

b)

- Las valorizaciones son independientes
- 81 b; = maz (b; )Jimplica que b; = b; para ¥j # ¢ (son n-1 compradores)

Entonces

P (b; = mazh;) = [P(b; = b;)]" " =[P (b; < b;)]""

Esto deja nuestro problema de la siguiente forma:

E(Us/bs) = (s — bs) [P (b; < )"

Ahora veamos cuanto es

P(b; = b)

Para esto utilizaremos el supuesto inicial:

o n—1 - n
PLbJEbt’]:P( n E)Jiba)ZP(ﬂJ‘_ﬂ_lba)Z / va'Zn_]b{
L]

Por lo tanto nuestro problema queda asi:

n—1
E l:Ui,'"Iba} = (v — ba,:' [ " ba:|

n—1

Para encontrar el b;éptimo se debe maximizar las utihidades esperadas.

_ OF (U, /b;)
bt

n—2 n—1
\ n n n
=0=(vi—b)(n-1 by — bs =0
=W )m )[n—l } n—1 [ﬂ.—l ]

. b
(v;—b)n— ——b; =0
=) Jn —

ﬁb;,:n_l

Vi
n

Se puede ohservar que el jugador 1 harfa exactamente lo mismo que el resto de log participantes,

lo que nos llevard a un equilibrio de Nash simétrico.

Sabemos que
E (Ussoitaotor) = E (bmas) = f b fomaz (b:)
donde

fbmaz (b;)

es la funcién densidad de &,

Fara caleular fbmaxse puede caleular la funecién de distribucidn (F) del b,,,, ¥ luego derivarla

con respecto a b
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Fﬁmam EC[_} = Pl::lﬂ-ﬂ:r l:biJ < @)

Fero:

- Las valorizaciones son independientes

- S1 max (b;) < o implica que b; < ¢ para 72 (son n compradores)
- En la parte a) ze vio que

Entonces nos queda qgue

Fimax '::aj' = |:?1 ?‘i 1{1:|

v falta sélo derivar.

o OF s (b)) n nel n
= - e X
fﬁmam {.b” 8-!}; n |:?’.‘.— 1ba:| (ﬂ. _ 1)

Con este resultado integramos.
Los limites de integracién son los valores extremos que puede tomar nuestra variable b; Por el
resultado obtenido en la parte a) y sabiendo que v; — U [0, 1] podemos concluir que:

b € {0: n—l]
n

Con esto en mente empezamos a integrar.

=1 m—=1

=1 n -
fbjbmax{_bﬁ:fb;.,n{n?ilbg] (n:)daﬁ-:n(n:) -fa*;a‘b,;
0 o
_ o | bﬂ“'ﬂ:l: n_( n \" (n-1 n.—1= n_ n-1
n—1/ n+1" |0 n+l1l \n-1 n n+1 n

n—1
n+1

= E (Ulicitador) =

¢) Primero veamos que estrategia utiliza cada jugador en licitacién de segundo precio:

Sea r; = max (b_;) donde b_; es la postura de los demds compradores potenciales.
Caso 1: Sea b; = v;

. 517 < vw; < by, entonces la persona 1 gana la licitacién v sus utilidades serdn v; —r; = 0 va
que deberd pagar el segundo precio mds alto. Ademds

U (b, bg) = U (wg, b_y)

. 51 w; < r; < b;, entonces la persons 1 gana la licitacidn, pero su utilidad seria v; —r; < 0.
Pero

U (b, b_y) < U (v, b_,)
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. 51w < by = 73, entonces la persona 1 no gana la licitacion v su utilidad es 0. Ademads

U(bi,bi) = U (w3, b_5) =0

En este caso elegir vydomina débilmente a b;
Caso 2: Sea b; < vy

. 511y = by < v, entonees la persona 1 gana la licitacién v sus utilidades serdn v; — vy = 0 va
que deberd pagar el zegundo precio mas alto. Ademads
Tbs b_y) = Ulvg. by)

. S1b; < r; < v, entonces la persona 1 no zana la licitacién v su utilidad seria 0, pero

L (bé,b_;j' =10 < o {_'b‘f;., Ei_t'] =U; —T;

. 51 by < vy < ¢, entonces la persona 1 no gana la licitacidén y su utihidad es 0.
Ademas

Ubyb_y) =Ulv;, b_s) =0

En este caso elegir v;domina débilmente a b;. Por lo tanto b; = v; es una estrategia débilmente
dominante.

Volvamos entonces al problema suponiendo que b; = v; ademds suponemos que:

F |.vaegunc€o—a.!fo} =n [ﬂ- - 1| vﬂ_z Ll - b}

Entonces el problema queda asi:

1

PTT 4 i ' n—2 y 3
E L\L'Iérita.dor} =F (Vsegundotaite) = f’u ' {_?‘1 - 1:' v '-‘]- - 1"} du

0
1 1
|l 1 |1
=n-(n-1)- /t""_ldt'—ft:“dv =n-(n—1)- i B ‘
n|l, n+lj
0 ]
. .1 1 n+l-—n nin—1)
_n-l‘n_lj-(n_n+l)_n'{'n_lj-(n[n+1})_n[n+1}
. n—1
= E (Utsestagor) = no1

Se puede ohzervar que la utilidad esperada del licitador es independiente del tipo de licitacién que
utilice.

Sin embargo se sabe que la licitacidn de segundo precio es mas sensible a la colusidn va que a1
alguno de los jugadores se sale de la colusién no obtiene una utilidad mayor.

En el caso de la licitacidén de primer precio, a1 uno de los jugadores ofrece un € mds que el acordado
en la colusidn, éste ganard la licitacidén y su utihdad seria mayor. Por esta razdn sostener una

o

colusidn en licitacidén de primer precio es mads dificil.
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Problema 3

Considere la siguiente licitacién: dos participantes deciden simultdneamente pagan b; £ [0,1] pero sélo
la mds alta recibe un peso. Muestre que el juego no tiene equilibrio en estrategias puras y caracterice
el equilibrio en estrategias mixtas.

Solucidn

Los dos jugadores simultdneamente pagan b; (entre 0 v 1) v sélo la mds alta recibe un peso. Los pagos

son:
1—b, & b,>bs
Ti(biby) = 05—b; siby=0by
—El; g1 DLCEJS

Para analizar el equilibrio en estrategias puras veremos los casos:
oS by = b

Lrgf:bl,bgj = —bg =0

Pero el jugador 2 tiene incentivos a cambiar su estrategia pues 31 define b} > b, se tiene que

Us(by.bax) =1—03 =0
e 51 b; < bg

Uilbi,by) = by < 0

Pero el jugador 2 tiene incentivos a cambiar su estrategia pues a1 define b} > b, se tiene que
Up(bl.b2)=1-8] =0
® Si by =bs (con b; < 1): En este caso ambos tienen incentivos a cambiar su estrategia, en efecto:
o, .1 . .
L‘gl_b;‘_‘b_;} = 5 — b{ < L'{th' +E:E}_g‘,} =1- bl
® 51 b; = 1: En este caso el jugador 1 tiene incentivos a cambiar su estrategia (aunque gane!l), en efecto:

Ui(biboy) =1—b; =0 < Us(b; —e,b_y) =1 —b; € >0 ¥b_;, sib_; #1

# 51 b, = by, = 1: En este caso ambos jugadores tienen incentivos por s mismos para cambiar su
estrategia, en efecto:
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. 1 . . )
U(bs, b_;) = ~3 < Ui(bye, b_y) = 0%+ = by

Ya hemos visto que siempre al menos uno de los jugaderes (oferentes) tiene incentivos a salirse, por lo
qgue no hay equilibrio de Nazh en estrategias puras. Sin embargo sabemos que el Teorema de Nash dice
que todo juego finito tiene un equilibrio {de Nash) en estrategias mixtas®.

Sabemos que el jugador i debe estar indiferente entre las estratepias, luego la funcidn de distribucidn
(f(b;)) debe cumplir que*:

E(U(b;)/ f(b;)) = E(Us(bs#) / f(0;))%2, Wby, Wh;
Es decir

E(U1(b1)/f(b;)) = E(Un(b1%)/f(b2))7b]

Sin pérdida de generalidad podriamos decir que

E{Lrll,bll’f{b_i.}:l kb

por lo tanto tenemos que

(1 - blzlPl.\bl > bg} + ({]5 — bl:IPI:bl = E}g} —blpl_’bl < 53] =k

Como las probabilidades son sobre funciones de distribucién continuas la probahbilidad de estar en un
punto especifico es despreciable (distribucién no atémica) == P(by = bz) = 0. Entonces

I:l —b1}PI,b] = bg} —blpl:b'l < EJQ} =k <
(1= b1)P(by > by) — by [L — P(by > by)] = k

Pl:bl = bg}—bl =k

Lo que es bastante razonable pues estd tltima expresién es el valor esperado del pago (unc por la
probabilidad de ganar) menos el costo de la oferta (siempre hay que pagar la postura). Ademds sabemos
que:

Pljb] o= 53] = P{bg < b F‘)Lb /foLf}ﬂ.f

Por propiedades de la funciones de distribucién se cumple que:
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Fy(1) =ffg[tj.c£t =1
[u]

0
E0) = / falt)dt =10
]
Incorporando esto

Fylby) — by = kWb
Evaluando en los limites
. Sih=1=>LEF(l)-1=1-1=0=%
. Sihi=0=>F0)—-0=—0_n=§

Como ya sabemos que k= 0. ) se concluye que

Ey(by) — by = 0,
Fg .rb: = ﬁll"-'-'b]
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Propiedad que sélo cumple la distribucién uniforme v considerando el hecho de que el juego ez simétrico,

podemos concluir que las posturas siguen una distribucién uniforme:

b, — U0.1]%



