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Cadenas de Markov en Tiempo Continuo
Problema 1

1. Los estados del sistema quedan definidos como:
(i) : Niimero de demécratas en el sistema.

De esta forma la cadena queda de la siguiente forma
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Para un estado en particular donde existen 1 demdcratas se tendra que la transicién entre el estado ¢ v
el i + 1 ocurre cuando alguno de los N — i republicanocs decide cambiarse de bando, lo que ocurre con
tasa (N — i) - A. De la misma forma la transicion entre el estado i v el ¢ — 1 ocurre cuando alguno de
los i democratas decide cambiarse de bando, lo que ocurre con tasa i - p.
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Dado que el proceso anterior es de nacimiento y muerte se pueden aplicar las tormulas para las prob-
abilidades estacionarias.
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donde g = (1_+1’T se encuentra ocupando el binomio de Newton y que la suma de las probabilidades

estacionarias es 1
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De esta manera, la probabilidad de que los demdcratas ganen las elecciones serd ignal a encontrarse en
algiin estado con mas democratas que republicanos, es decir:
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En caso de que N sea par o impar respectivamente. Notar que en el caso par si el niimero de votantes
demderatas es % la. eleccion se empata.
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En el largo plazo, dado que una persona se cambia de partido con probabilidad % tener, por ejemplo, 20
personas de N votando por el partido demodcrata es equivalente a tirar N veces una moneda y contar

20 sellos.

Por esto la probabilidad de ganar sera % en el caso de N impar, mientras que si N es par como existe
alguna probabilidad de empatar debemos pensar en

2 P(ganar) + Plempatar) = 1

donde la probabilidad de empatar viene dada por:

A= (§)8)

Cuando permitimos que el niimero de personas cambie via nacimientos v muertes la cadena de la parte
anterior ya no sirve puesto que es necesario saber no sélo el niimero de demacratas sino la cantidad
total de votantes.

Una manera de modelar esta situacion es utilizando una cadena de Markov continua con pares orde-
nados en cada nodo, que representen el nimero de demdceratas y el niimero de republicanos respecti-
vamente (D, R).

De esta manera, la poblacién total sera N = D + R y las transiciones seran las que se muestran en
el grafo. En estos casos la probabilidad de que los demdcratas ganen una eleccidon en el largo plazo
sera ignal a,
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Problema 2

1. La cadena (v las tasas de transicién) se muestran en la figura 1.
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Figura 1: Cadena problema 1-1
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Es importante notar que en una cadena de Markov en tiempo continuo los tiempos entre transiciones
deben distribuirse exponencialmente. Por esto es que debemos modelar explicitamente el estado en
el cual la persona sentada en el primer asiento se encuentra esperando. De acuerdo a esto, la cadena
es la mostrada en la figura 2.

Figura 2: Cadena problema 1-2

3. Para esto necesitaremos calcular las probabilidades estacionarias. Las ecuaciones (conservacion de
flujo) son las siguientes:

MIvvA = Ilvops
Hovpr = HyvA+Toops
Myo(A+p2) = Iveopr +Hespps
ool +p2) = IvoA
Hesppz = Hoopm

I o= 1

Suponiendo los valores de II como conocidos y utilizando el mismo tipo de argumento de la pregunta
2 tendremos que:

Fraccion = lvv + Ivo



4. Utilizando la parte anterior, la tasa efectiva de entrada sera:
A+ [Myy + Iy o]

5. Interpretando las probabilidades estacionarias la probabilidad de encontrar al sistema (en el largo
plazo) en un estado en particular tendremos que:

E[Personas en el sistema] =g + Moy + 2 Moo + 2 - HEg

6. 51 llega v los dos puestos estan vacios estara en el local en promedio “% + “1—2. Si llega v el segundo
puesto esta ocupado, estarda en promedio:
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Esto puesto que siempre deberd estar el tiempo de atencidn en la primera silla v en la segunda silla

v con una probabilidad Eﬂ}? debera esperar la atencién del tipo en la segunda silla.

Ocupando probabilidades totales:
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