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Problema 1

En una faena minera se producen se producen accidentes de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa 2
accidentes por semana. Cada uno de estos accidentes, independiente de los otros, es un accidente grave con
probabilidad 1/4 y un accidente leve, en los casos restantes.

1. (1,5 puntos) Calcule la probabilidad que haya dos o menos accidentes en un perfodo de dos semanas.

2. (1,5 puntos) Calcule la probabilidad que haya dos o menos accidentes, en cada semana, durante dos
semanas seguidas.

3. (1,5 puntos) Calcule la probabilidad que, en un periodo de dos semanas, haya mas accidentes graves
que accidentes leves.

4. (1,5 puntos) Si en un periodo de dos semanas han ocurrido tres accidentes, jcuél es la probabilidad
que hayan sido mas accidentes graves que accidentes leves?

Solucién

Sea N (t) el ntimero de accidentes que se produjeron hasta el instante ¢ (el tiempo, en semanas).

L. (1,5 puntos) Calcule la probabilidad que haya dos o menos accidentes en un periodo de dos semanas.

La probabilidad que haya dos o menos accidentes en un periodo de dos semanas es igual a
P(N(2)<2)=P(N(2)=0)+P(NQ2)=1)+P(N(2) =2) =e * +4e™ + 8 * = 13¢71.

2. (1,5 puntos) Calcule la probabilidad que haya dos o menos accidentes, en cada semana, durante dos
semanas seguidas.

La probabilidad que haya dos o menos accidentes, en cada semana, durante dos semanas seguidas es
igual a

(P(N(1) < 2))* = (P(V(1) = 0) + P(N(1) = 1) + P(N(1) = 2))* = (5¢2)? = 25¢~*.

3. (1,5 puntos) Calcule la probabilidad que, en un perfodo de dos semanas, haya més accidentes graves
que accidentes leves.
Miremos los procesos Ng(t) y Nr(t) de accidentes graves, y accidentes leves, respectivamente. Fs-
tos procesos son procesos de Poisson independientes con tasas 1/2 accidentes/semana y 3/2 acci-
dentes/semana, respectivamente.

La probabilidad que queremos calcular es

Z & E S e (1) e7(-3)!
P(Ne(2) > Np(2)) =) 3 P(Na(2) =g)P(N2(2) =D =5 3 g
1=0 g=I+1 1=0 g=I+1 i :



que hayan sido mds accidentes graves que accidentes leves?

La probabilidad que queremos calcular es

P(No(2) > Np(2IN(2) =3) = P(Ng(2) =3 y Ni(2) = 0[N(2) = 3) + P(Ng(2) =2 y Ny(2) = 1IN (2) = 3)

1

(No(2) =3 y 1
(1))’

Problema 2

Una fundacién ha realizado una serie de estudios respecto a cémo se desplazan un grupo de ladrones y la
policia dentro de la capital. De acuerdo al estudio si se observa semana a semana la localizacién de cada
grupo, estas se pueden representar como cadena de Markov en tiempo discreto independientes entre si.

Los ladrones evolucionan de la Zona A de la ciudad a la Zona B con probabilidad 0,2, en tanto que con
probabilidad 0,5 van de la Zona A a la Zona C. A su vez, de la Zona C sélo pueden evolucionar a la Zona
A. Finalmente, si estdn en la Zona B, la probabilidad que a la semana siguiente continten alli es de 0,4,
mientras que la probabilidad de vayan de la Zona B a la Zona A es 04.

Para los policias, las probabilidades de transicién son las siguientes: si estn en la Zona A, 0,3 de que se
queden ah y 0,5 de que vayan a la Zona B; si estdn en la Zona B, con seguridad se desplazardn a la Zona A;
finalmente, si estdn en la Zona C, con probabilidad 0,2 se dirigen a la Zona B, y con probabilidad 0,4 ala
Zona A.

La fundacién le ha solicitado que responda las siguientes preguntas.

1. (1,5 puntos) Modele la cadena de Markov que describe, semana a semana, la ubicacién de los ladrones.
Si es posible, calcule las probabilidades estacionarias de la cadena (argumente por qué es posible o no
calcular estas probabilidades).

2. (1,5 puntos) Modele la cadena de Markov que describe, semana a semana, la ubicacién de los policias.
Si es posible, calcule las probabilidades estacionarias de la cadena (argumente por qué es posible o no
calcular estas probabilidades).

3. (1,0 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que, en un perodo en el largo plazo, los policias y los ladrones
se encuentren en la misma zona?

4. (1,0 puntos) Suponga que estamos en el “largo plazo”. Los ladrones van a llevar a cabo su prximo atraco
en la Zona A, ;cudl es la probabilidad de que los policias no estén en la misma zona para impedirlo?

Un nuevo estudio agrega informacién sobre la estrategia de los policias: un informante les avisa sobre el
préximo movimiento de los ladrones. Un problema operativo hace que los policfas se demoren un periodo
més en llegar. Es decir, si los ladrones van a asaltar la Zona i (coni= A 0B o C) en una semana particular,
los policias estarn en la Zona i la semana siguiente.

5. (1,0 punto)Considerando que las probabilidades de transicin de los ladrones se mantienen, presente una
cadena de Markov en tiempo que modele la nueva situacin descrita. En algin momento en el futuro,
se encontraran los ladrones y los policias en la misma zona? Justifique.

Solucidén

1. (1,5 puntos) Modele la cadena de Markov que describe, semana a semana, la ubicacién de los ladrones.
Si es posible, calcule las probabilidades estacionarias de la cadena (argumente por qué es posible o no
calcular estas probabilidades).

La cadena es la siguiente



La cadena posee probabilidades estacionarias Ya que es ergédica. Para calcularlas hacemos lo siguiente

03 02 05
[a, 78, 7] = [ra,75,7¢] | 04 04 0,2
1 0 0
Esto genera las ecuaciones siguientes:
7a = 0374+ 047 + 7o,
7 = 0274 +04rg,
wc = 0574 +0,27p.

Ademsds, se sabe que 74 + 75 + 1o = 1. Luego, si resolvemos el sistema, se llega a w4 = 0,525;
TR = 0,175; nc = 0,3,

. (1,5 puntos) Modele la cadena de Markov que describe, semana a semana, la ubicacién de los policias.

Si es posible, calcule las probabilidades estacionarias de la cadena (argumente por qué es posible o no
calcular estas probabilidades).

La cadena es la siguiente

La cadena posee probabilidades estacionarias ya que es ergédica. Como la cadena es la misma del punto

anterior, con los estados B y C intercambiados. Por lo tanto, ﬁi‘ﬂ = 0,525; W%OI =0,3; 7r(l3;Ol =0,175.

- (1,0 puntos) ;Cual es la probabilidad de que, en un perodo en el largo plazo, los policias y los ladrones

se encuentren en la misma ZOna?

La probabilidad que se debe calcular! es

P(policias y ladrones en la misma zona) =

= P(policias y ladrones en Zona A) + P(policias y ladrones en Zona B)
+ P(policias y ladrones en Zona C)

1 1
=mamh + BTy + 7Tc7rngl

=0,38

1si

alguien sacé mal las probabilidades estacionarias o no las calculd, pero hizo bien esta parte, ponerle todo el puntaje. Lo

mismo para ¢l punto siguiente.



en la Zona A, jcudl es la probabilidad de que los policias no estén en la misma zona para impedirlo?
La probabilidad es w5 + 72! = 0,475.
5. (1,0 punto)Considerando que las probabilidades de transicin de los ladrones se mantienen, presente una

cadena de Markov en tiempo que modele la nueva situacin descrita. En algtin momento en el futuro,
se encontraran los ladrones y los policias en la misma zona? Justifique.

Los polocias y los ladrones estaran en la misma zona sélo cuando los ladrones pasen dos semanas
seguidas en la misma zona.

Para modelar la nueva situacién agregamos a la cadena dos estados A* y B*. Habr4 una transicién de
A a A* cuando los ladrones pasen 2 semanas seguidas en la Zona A. De la misma manera, habrd una
transicién de B a B* cuando los ladrones pasen 2 semanas seguidas en la Zona B.

Una vez en los estados A* o B*, se permanece en el estado con probabilidad 1.

La cadena que queda es la siguiente

Los ladrones y los policias se encontraran en algin momento en la misma zona, si y sélo si para algtin
n la probabilidad de estar en uno de los estados A* o B* luego de n transiciones es igual a 1. Como
estos dos estados son los tinicos estados recurrentes de la cadena, esto es cierto.

Problema 3

Un componente critico de un computador tiene un tiempo de vida que puede ser representado por una
variable aleatoria discreta. Especificamente, si 7" es el tiempo de vida del componente, las probabilidades
que T sea exactamente k dias, o > 0 son conocidas, para & = 1,2,.... Suponga que se comienza con un
componente nuevo y cuando se produce una falla, el componente en uso es reemplazado por uno nuevo. Un
componente nuevo dura, en uso, al menos un dia (ag = 0).

Sea X, la “edad” del componente en uso. El proceso {X,,n > 0} es una cadena de Markov en tiempo
discreto.
1. Defina claramente los estados y probabilidades de transicién de esta cadena.

2. Suponga que la cadena admite probabilidades estacionarias y que éstas son conocidas. De una expresién
para la edad promedio del componente en uso.



nente no ha fallado luego de un uso de N dfas (IV > 1) el mismo es reemplazado por uno nuevo. Es decir, el
reemplazo se produce luego de T* dias, donde T = min(7, N).

3. Modifique la cadena del punto anterior para reflejar esta nueva situacién. ;Por qué esta cadena admite
probabilidades estacionarias?

4. Suponiendo conocidas las probabilidades estacionarias de la nueva cadena de una expresién para la
edad promedio de un componente cuando es reeplazado (E[T*]).

Solucién

1. Los estados de la cadena son los enteros no negativos. Las transiciones se pueden producir desde un
estado i al estado 4 41, si el componente no falla, o al estado 0 si el componente falla.

La probabilidad que un componente con edad exatactamente 5 falle es la probabilidad condicionada.

que un componente que duré al menos i dias (i.e. T' > %) falle exatamente el dfa ¢ (i.e. T' = ). Por lo

tanto, la probabilidad de transicién pi para i > 0 estd dada por la probabilidad condicionada:
(T=iyT>i) P(T=i o

T - _ ) _
pio = P(T =T > 1) = P(T >74) T P(T>d)

Por lo tanto, las probabilidades de transicién de la cadena estdn dadas por

1 sii=0yj=1,
o . .
o sit>0y =0,
D>
Piz = k=t a;
1~ = sii>0yj=4+1,
S
k=1
0 en los otros casos.

2. 51 denotamos la probabilidad estacionaria asociada al estado i (es decir, “el componente en uso tiene
o

i dfas”) la edad promedio del componente en uso es igual a Ziﬂi dfas.
=1
3. La nueva cadena tiene como estados a los enteros no negativos menores o iguales que N (edad méaxima
que puede tener un componente). Es decir, el conjunto de estados es el conjunto {0,1,2,...,N}.

Llamemos pj; a las probabilidades de transicién de la nueva cadena, mientras que p;; denotan a las
probabilidades de transicién de la cadena del punto 1.

Las nuevas probabilidades de transicién estdn dadas entonces por

pi; Si0<i<N-1,
P =41 sii=N,j=0,
0 sii=N,1<j<N.

4. Llamando 7’ a las probabilidades estacionarias de la nueva cadena, la edad promedio de un componente
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