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Cadenas de Markov en Tiempo Discreto

Problema 1

1. Primero veamos cual es el grafo para el caso reducido (s=2 y 5=4), el cual se muestra en la fizura.

La idea del ejemplo ez ver que el niimero de transiciones es tal que no tiene sentido hacer el grafo. La
idea entonces es identificar cada transicidn mediante la probabilidad de ccurrencia. La cadena para el

caso general se muestra en la figura.
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Donde:
0 st ims oy =i
S st t=s oy 0<g=1i
F,= Yoo sio i=s oy j=40
o5 st i<s y 0<53<85
Yoo sio1<=s y 3=0

2. Lacadena es exactamente la misma, sdlo que los ap toman valores especificos. Estos son los siguientes:
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No es dificil ver que todos los estados estdan comunicados entre si ¥ que forman una tnica clase v
dado que la cadena es finita, esta clase es recurrente (claramente cada estado es aperiddico dado que
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3. En este caso si podemos visualizar la cadena como un todo, puesto que el niimero de transiciones es
muy hajo. La cadena se muestra en la figura.



De la figura vemos que los estados 0 al =1 mas el estado S son transientes v dado que no estan
comunicados entre si cada uno por si solo constituye una clase transiente. Por otro lado los estados
del s al S-1 estédn comunicados entre si y forman una clase recurrente (con seguridad después de S-s-1
pasos volveremos a cualquiera de los estados de esta clase). Por otro lado el periodo de los estados de
la. clase recurrente es S-s, dado que existe s6lo una forma de volver a un estado partiendo del mismo,

v eso ocurre con seguridad después de S-s etapas.

4. La cadena se muestra el la figura.

Vemos que existe un finico estado recurrente, que forma por si solo una clase recurrente. Todos los
otros estados no estan comunicados entre si ¥ conforman por s{ solos clases transientes.

Problema 2

1. La cadena es la signiente:
1 poop
Tp  1p 1p

2. La cadena es la siguiente:




3.

Sea:

fi = P|]Ganar dado que parto con i unidades]

Inmediatamente vemos que f = 0 ¥ que fy = 1. De la misma forma vemos (condicionando en el
resultado de la primera apuesta) gue:

1 1 .
f¢=§fﬁ+1+§fﬁ_1 Vo<i< N

lo que implica que:
fin—fi=fi—fia WO < i< N
La primera ecuacion nos dice que:
fa—fhi=h
Utilizando esto vemos que:

fi—fisi=hH

Ahora sl sumamos las N — 1 primeras ecuaciones tendremos que (utilizando la suma telescapica):

f.w'—f1=(f\"—1)-f1==-f1=hi,

De la misma forma sl sumamos las 1 — 1 primeras restricciones veremos que:
. i
=i h=g

Para el caso general procederemos exactamente como lo hicimos para el caso particular:
fi=p - fimi+(1—p)- fina W0 < i< N
lo que implica que:
fin—fi=pfi—finx) YO<i<N
Donde p= I;Tp La primera ecuacidn nos dice que:

fa—Ffi=ph

Utilizando esto vemos que:
fi—fioi=p""h

Ahora sl sumamos las N — 1 primeras ecuaciones tendremos que (utilizando la suma telescopica):

N-1 ) 1=,

In—f=0>_p) h=h= =
i=1

Tigte L-pN

De la misma forma si sumamos las 1 — 1 primeras restricciones veremos que:




Problema 3

1. Es posible dado que el niimero de autos disponibles al comienzo de un dia cualquiera sdlo depende de
la cantidad de autos disponibles al comienzo del dia anterior ¥ esto es suficiente para determinar la
evolucion del sistema (en probabilidades).

2. La cadena toma se muestra en la figura.

1
058
0) 0.42(8(2
0.308
0.198
Calculo de las probabilidades de transicidon:
Foa = 1 (Sino tenge taxis disponibles con seguridad ambos estaran disponibles mafiana).
Pila = [PF(D=1)+P(D =2)]-F[No falle] + F(D =0) = 0,58
Pin = 0 (Porlo menos tengo bueno, la manana siguiente, el auto en reparacion)
Py = 1-058=042
Pon = P(D =2)- P[Ambos autos fallen] = 0,196
Po1 = P(D=1)-PlAuto falle] + 2- P(D > 2) - P[Uno falla y el otro no|] = 0,308
Pya = P(D=0)+P(D =1)- Pl[Auto no falle] + P[D) = 2] - P[No falle ninguno]

Entonces la matriz de transicidn es la signiente:

0 0 1
0 0,42 0,58
0,196 0,308 0,496

Existe sélo una clase recurrente aperidédica compuesta por todos los estados de la cadena.

3. Dado que la cadena es ergadica existira una ley de probahbilidades estacionarias.

Esta ley debe cumplir con los sigunientes requisitos:

ey 0 0 1
™ = To M Mo | . 0 0,42 0,58
Ta 0,196 0,308 0,496

mo+m +me=1

m; =0 i

Resolviendo se obtiene que mp = 0,11, m = 0,31 v w3 = 0,58,



E[Numero de arriendos] = 1-m(P(D=1)+ P(D = 2))
+2-ma(P(D = 2))
+1.-m-P(D=1)
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b)
E[Casto] = [2 - 7 + 1 - 7] - 10000 = 5300

¢)  El precio minimo satisface la signiente relacion:

P* . E[Nimero de arriendos] = E[Costo] = P* = 6919



