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Problema 1

Un animal salvaje puede conseguir su alimento en tres sectores de su hébitat. Por simplicidad, los lla-
mamos SECTOR 1, SECTOR 2 y SECTOR 3. Se sabe que el animal permaneceréd en el sector que se encuentre
mientras consiga alimento. Si un dia no consigue alimento en el sector que se encuentra, se dirigird a otro.
Por observaciones realizadas, se ha comprobado que siempre que el animal se desplaza, encuentra al-
imento en el nuevo sector al que se dirige. Por otro lado, se sabe que si se encuentra en el sector i,
encontraré alimento, vy por lo tanto permanecera un dia mas alli con probabilidad p;. Estas probabili-
dades son conocidas y toman los valores p; = 0,3, po = 0,2, p3 = 0,56. Ademas se sabe que, cuando se
desplaza, Io hace del sector 1 al sector 2, de éste al sector 3 y del sector 3 al sector 1.

1. (2,0 ptos.) Modele el comportamiento del animal como una como una cadena de Markov en tiempo
discreto. Defina claramente los estados y determine las probabilidades de transicién.

2. Suponga que un dia cuslquiera, el animal se encuentra en el sector 1.

a) (0,5 ptos.) Calcule la probabilidad que en 3 dias més el animal esté en el sector 3.

b) (1,0 ptos.) Calcule la probabilidad que la primera vez que el animal llegue al sector 3 suceda
dentro de exactamente 3 dias.

3. (2,0 ptos.) Justifique por qué la cadena del punto anterior admite probabilidades estacionarias y
calcilelas.

4. (0,5 ptos.) Caleule la fraccién de dias que el animal debe desplazarse para consegir alimento.

Problema 2

(*) Un individuo posee r paraguas, que usa para ir caminando de su casa a la oficina y viceversa. Si él
estd en su casa al comienzo del dia y esta lloviendo, entonces, si al menos hay un paragua en la casa, él
tomara uno para ir a su oficina. Andlogamente, si él estd en su oficina, tomara uno para ir a su casa. Si
no esta lloviendo no toma ningiin paragua. Suponga, que independiente del pasado, llueve al comienzo
(final) del dia con probabilidad p.

a) Defina una cadena de Markov de r + 1 estados que ayude a determinar que proporeion del tiempo
el individuo se moja.

Hint: Defina los estados de la cadena como el niimero de paraguas que tiene la persona en el lugar
en que se encuentra (va sea su casa o la oficina). Suponga que existe una transicién cada vez que
el individuo cambia de lugar (de la casa a la oficina o viceversa)

b) Encuentre las probabilidades estacionarias.

¢) iQué fraccion del tiempo (porcentaje de caminatas) el individuo se moja?.



Problema 3

En un pequeiio centro hospitalario se tiene la urgencia de instalar equipos nuevos. Estos equipos son
muy costosos y se deben manejar con mucho cuidado por lo que se necesita que el establecimiento esté vacio
al momento de la instalacion. El problema es que actualmente se tiene M pacientes en el centro (y los equipos
no llegaran hasta que no haya nadie).

Cada mafana un doctor evalta la condicion de los pacientes para ver si son dados de alta. Se ha
determinado que cada paciente tiene una probabilidad p de estar rehabilitado y salir del centro y una
probabilidad (1—p) de seguir internado, independiente de lo que ocurra con los demas pacientes. Nadie puede
ingresar al centro hasta después de instalados los equipos.

1. Muestre que el sistema descrito puede ser modelado como una cadena de Markov en tiempo discreto,
dibuje el grafo correspondiente, identifique las clases y clasifique sus estados.

2. Si el sistema tiene inicialmente M pacientes, ;Cual es la probabilidad que algun dia tenga M —1?, ;Cual es
la probabilidad que algin dia se puedan instalar los equipos? Encuentre estas probabilidades y fundamente
adecuadamente sus respuestas.
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Problema 1

1. El comportamiento del animal puede ser modelado con la cadena que se muestra en la figura. El
estado ¢ corresponde a un dia que el animal se alimenta en el sector 7.

03

2. Suponemos que el animal esta en el sector 1.

a) La probabilidad que en tres dias mis esté en el sector 3 puede ser caleulada como [P3 J13. Como

0,307 0,133 0,560
P35—=| 0400 0288 0,312
0,245 0,350 0,405

la probhabilidad solicitada es ignal a 0,56,

b) Para llegar exactamente en tres transiciones por primera vez del estado 1 al estado 3 hay que
realizar una transicion del estado 1 al 2, una del estado 2 al 3 v haber permaneccido por una
transicion en el estado 1 o en el estado 2. Por lo tanto, la probabilidad que queremos calcular
eg igual a (0.3 402) x 0,7 x 08 =028,

¢) La cadena del punto 1. admite probahilidades estacionarias ya que es finita y ergddica. Sns
probabilidades estacionarias se obtinenen resolviendo el sistema.:

T = 037 +0,7m9
2 = 027 4 08w
T = 0,571 + 0,57y
1 = m +my4m

3 3

1



Las probabilidades estacionarias son ignales a:

m = 40/131 = 030
m = 35/131 = 027
w3 = 56/131 = 043

d) La fraccidn de dias que el animal debe desplazarse es igual a

3
Zm(l —p:)=03x074+027x084043 x 0,5=0,21+0,216 40,215 = 0,641.

i=1

Problema 2

a) Para definir la cadena debemos especificar los estados de la misma y las probabilidades de transi-
cidén entre cada par de estado (elementos de la matriz de transicién). Utilizando la indicacién del
enunciado la cadena es la que se muestra en la figura 10,

Entonces, del dibujo se ve que:

P st j=r—i+1
PJi paraguas,j paragnas| =4 1—p st j=r—1 Vi =0
0 ~

La definicién de la matriz de transicién se completa con:

1 ) g =
P[J0 paraguas,j paraguas] = { S



b) Las ecnaciones que nos permiten encontrar las probabilidades estacionarias (existiran dado que
se trata de una cadena ergddica) son las siguientes:

9 = wr-(1—p)
m = mept(l—p)mo
T2 = ﬁr—l'p"‘(l_p)'?rr—'z
T3 = Wr—?'p"‘(l_p)'ﬂr—B
p—1 = we-p+(l—p)-m
Tr = W1-pP+ o
-
T = 1
i=0

o
T =M =T3...=Tp =77 =T
T (1-p)
Si utilizamos esto en la ultima ecuacién llegamos a que:
m-(r+1-p) = 1
1
:rr = _—
r+1-—p
1—p
WM o= —
r+1-p

¢) Se mojara s6lo en las ocasiones que esté en un lugar donde no hayan paraguas (fraccién mq de los
casos) v le toque la mala suerte que llueva (con probabilidad p). Entonces el resultado es:

p(l—p)

fraccion que se moja =
;! . r+1—p



Problema 3

1. La situacion claramente puede ser modelada como una cadena de Markov en tiempo
discreto debido a que si me defino los estados como el nimero de pacientes que quedan en el
centro en un dia, entonces todas las probabilidades de transicion pueden ser determinadas a partir

de esta informacion. De esta forma se tiene que:

El estado i seria la situacién en que quedan i pacientes enfermos en el centro, para todo i
en{0,...,M}.

Las probabilidades de transicién quedan determinadas por la siguiente formula:

e I (1 —p) siM=i> >0
P(i,j) = P(ir del estado i al estado j) = { [(j’*j”'p R

sij > i

Existen M + 1 clases distintas: 1 recurrente compuesta por el estado 0, y M clases
transientes compuesta cada una por uno de los M estados restantes. Recuerden que una clase
esta compuesta por todos los estados comunicadosz entre si, y en este caso ningun estado se
comunica con otro.

2. Primero necesitamos encontrar la probabilidad de eventualmente pasar por el estado M -1.
Para calcular esta probabilidad vemos que de pasar por este estado, la transicion debe lograrse en
algin nimero de periodos. Por esto se tiene que:

o0
P(Pasar por el estado M-1) = Z P(Pasar por M-1 en i transiciones)
i=1

P(Pasar por el estado M-1) = Z P(Quedarme en M por i-1 transiciones) - P(M.M — 1)
i=1
o - A\
P(Pasar por el estado M-1) = Z(l S p}"”(’il) ‘M-.p-(1- P]'”il
i=1
M(1 - [))‘”7110

P(Pasar por el estado M-1) = T a_p™

Por otro lado, la probabilidad de instalar los equipos algun dia es equivalente a la probabilidad de
llegar alguna vez al estado 0. Sin embargo dado que esta es una cadena ergddica, sé que en el
largo plazo con seguridad estaré en la clase recurrente. Como en este caso la clase recurrente
esta compuesta por el estado 0, es que se puede decir con seguridad (Probabilidad =1) que en el
largo plazo el sistema llegaria al estado 0 y por lo tanto se podran instalar los equipos.



