CAPITULO 3
PROGRAMACION LINEAL

Programacién Lineal



in34a - Optimizacién

Capitulo 3: Programacion Lineal

(PL) méx ¢’ x
s.a. Ax <b
x>0

Un Modelo de Produccion

Un carpintero desea determinar la cantidad de sillas y mesas que debe producir la
proxima semana.

Cuenta con 2 insumos importantes: madera y fierro. Dispone de 100 m? de madera,
60 m lineales de fierro y 50 horas-hombre por semana para el armado de las sillas y
mesas.

Se requiere 1 m? de madera, 1 m de fierro y 1 hora-hombre para cada silla y 4 m? de
madera, 2 m de fierro y 1 hora-hombre para cada mesa.

Se asume que se puede vender todo lo que se produce y que el beneficio por silla es de
M$ 1y por mesa de M$ 3.

Se debe decidir la cantidad de muebles que se fabricaran para maximizar el beneficio.
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Un Modelo de Produccion
Variables de Decision:
= x1: Cantidad de sillas que se fabrican en la semana.
= xo: Cantidad de mesas que se fabrican en la semana.
Restricciones:

1. Restricciones Generales:
a) 100 m? de madera:
I + 4332 S 100
b) 60 m de fierro:

xr1 + 2%2 S 60
c) 50 hrs-hombre:
1+ X2 S 50
2. No Negatividad:
x1,22 > 0
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Un Modelo de Produccién

Funcién Objetivo:

max z = x1 + 3xs

Grafico:

A, B, C, Dy E: Vertices del conjunto factible.

T

Para maximizar ¢!z, desplazamos el hiperplano ¢!z = k, en la direccién del gradiente

de la funcién (el vector c).
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Un Modelo de Produccién

Mas adelante se verd que si un problema lineal admite solucién, entonces al menos
uno de los vértices del conjunto factible es punto éptimo.

Asi, para resolver el problema se podria evaluar la funcién objetivo en cada uno de los
vértices del conjunto factible y seleccionar aquel con funcién objetivo mayor.

Determinemos el punto A: corresponde a la interseccién de las rectas que limitan los
semiespacios generados por las restricciones 1la y 1b. Resolvamos el sistema:

r1 -+ 42172 = 100
xr1 + 2%2 = 60

Asi el punto A es (20,20).

Analogamente podemos determinar B, C, D y E, resultando:
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Un Modelo de Produccién

Vertice || 1 | 9 | %
A 20 | 20 | 80
B 40 | 10 | 70
C 50| 0 | 50
D 0 0 0
E 0 | 25| 75

Dado que para un problema lineal la condiciéon de KKT es suficiente (si pensamos el

problema como min —c!'x) y que el punto A la satisface = A es éptimo.

El vector gradiente de la funcién objetivo en A cambiado de signo (—V f(A)) se puede
expresar como combinacidn lineal no negativa de los gradientes de las restricciones

activas. O sea:

(173)T — )\1(1’4)T + )\2(1, 2)T, donde A1 = Ao = 5

Luego, en la soluciéon éptima se necesitan 100 m2 de madera, 60 m de fierro y 40

hrs-hombre (aunque no usemos todas las hrs-hombre disponibles).
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Un Modelo de Produccién

Asociaremos una variable, llamada variable de holgura, a cada restriccién general. El
valor de esta variable es la diferencia entre el lado derecho y el lado izquierdo de la
restriccion. En este caso:
Iy — 100 — 1 — 4562
$4:60—$1—2£E2
Ts =00 —x1 — 29
En el éptimo: x5 =0, x4, =0, 5 = 10

Variables de Holgura

Vertice | x3 | x4 | x5
A 0 0 | 10
B 20 0 0
C 50 |10| O
D 100 | 60 | 50
E 0 10 | 25

En cada vertice las variables de holgura asociadas a las restricciones activas tienen valor
0 y las asociadas a las restricciones no activas, son positivas. (Propiedad Importante)
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Analisis de Sensibilidad

Bajo qué variaciones de los parametros la solucién éptima mantiene sus caracteristicas?

Se suelen estudiar los coeficientes de la funcién objetivo y del vector b. El interés fun-
damental de esto es que muchas veces los pardmetros de un modelo pueden contener
errores numéricos provenientes de su medicion. Dado esto, es importante saber si estos
errores pueden afectar mucho la solucidn.

Coeficientes de la Funcion Objetivo:
Cual es el rango de variacién del valor de un coeficiente de la funcién objetivo de modo
que el punto éptimo continte siendo el mismo?

Modificar el valor de un coeficiente de la F.O. significa modificar la pendiente del
hiperplano que representa la F.O.

En nuestro ejemplo, cual es el rango de valores en que puede variar el beneficio
asociado a cada silla, de modo que A siga siendo 6ptimo?
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Analisis de Sensibilidad

En el grafico se ve que al variar la pendiente de la funcién objetivo el éptimo variara a
E o B. Luego se debe variar la pendiente hasta que esto no ocurra, lo cual significa
que se debe cumplir que:

2(A) > z(B)

2(A) > 2(F)

Llamemos 6 al beneficio unitario que da cada silla, luego:

2(A) > z(B) = (6,3)7(20,20) > (4, 3)*(40, 10)

3
=0 < =
— 2

2(A) > z(F) = (6,3)1(20,20) > (0, 3)1(0,25)
éﬁzz

2 3] A sigue siendo éptimo (aunque el beneficio cambia).

Asi, en el intervalo [Zv >
Qué pasa en los extremos?

A sigue siendo optimo pero existen éptimos multiples.
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Analisis de Sensibilidad

Coeficientes del vector b:
Modificar el valor de un coeficiente del lado derecho significa desplazar paralelamente
el hiperplano asociado a la restriccién correspondiente.

Se estudia cémo puede variar el valor de un coeficiente de b de manera que las
caracteristicas del punto éptimo se mantengan, es decir, que las restricciones que son
activas en el éptimo sigan siéndolo y lo mismo para las no activas.

En el ejemplo corresponde a que el plan de produccién mantiene sus caracteristicas,
sélo varian las proporciones:

1. Sensibilidad a la Disponibilidad de Fierro:
Al ver el grafico se puede observar que esta restriccidon se puede desplazar hacia un
lado hasta que toque con E y hacia el otro hasta H.
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Analisis de Sensibilidad

Sea (3 el valor de la disponibilidad del fierro, luego se debe cumplir que:

= 0(F) < B < B(H)

Con B(FE) el valor del fierro si la restriccién pasa por E y G(H) lo mismo para H.
Asi:
E =(0,25) = B(E) = 50

100 50 200
H=— —|=p8(H)=—
Con esto el rango de movimiento de (3 es |50, %].
Cabe senalar que:

= Si 5 =50, lay 1b son activas.
» Si g = 230 todas las restricciones generales son activas, aunque 1b es redundante.
= Si 8 <50, lay lc son redundantes (6ptimo sobre eje x3).

= Si 0> ng, H es 6ptimo y 1a y 1c son activas.
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Analisis de Sensibilidad

2. Sensibilidad a la Mano de Obra:
Esta restriccidon es no activa en el éptimo A, por lo que si se desplaza esta recta en di-
reccidn contraria al origen, puede hacerlo indefinidamente sin que el dptimo cambie.
Hacia el origen puede desplazarse hasta que contenga a A, sin que cambie el éptimo.

Sea v la disponibilidad de mano de obra. En el éptimo la mano de obra es igual a
40 (z1 + w2 = 20 4+ 20 = 40). Asi en el rango [40,+00) no hay problemas.

Si v = 40 todas las restricciones son activas pero 1b es redundante.

3. Sensibilidad de la Disponibilidad de Madera:
Andlogamente al caso del fierro tenemos que se debe cumplir que:

B(B) < B < B(I)

= 80 < 3 < 120
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Tipos de Soluciones de un Problema Lineal

1. Problema Infactible:
max z = 2x1 + Zo

w

s.a. x1 + 3x9
I -+ i)
L1,T2 Z 0

IV A
e~

Programacioén Lineal
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Tipos de Soluciones de un Problema Lineal

2. Problema con Solucién Optima Unica:

max z = 25131 -+ 2332

sa. x1 + 3z < 9
2561 + i) Z §
L1,T2 Z 0

Programacion Lineal
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Tipos de Soluciones de un Problema Lineal

3. Conjunto Factible No Acotado:

a) Solucién Optima Finita:
min z = 2x1 + 2x9

sa. —x1 + 3z < 9
2.2?1 + Wiy Z §
21,22 >0

Si la F.O. buscara maximizar, la funcidn crece indefinidamente.

Programacioén Lineal
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Tipos de Soluciones de un Problema Lineal

b) Problema No Acotado:
max z = 2%1 -+ 2.172

s.a. —x1 + 3o < 9
2:131 + o Z 6
X1,T2 Z 0

Programacioén Lineal
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Tipos de Soluciones de un Problema Lineal

4. Problema con Infinitas Soluciones Optimas:

max z = 2x1 + o

sa. —xr1 + 3z < 9
2%1 + i) S §
L1, T2 Z 0

todo el segmento es
solucidn dptima
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Los conceptos desarrollados en el caso no lineal son vdlidos para el problema lineal
(recordemos que planteabamos funciones generales f(x), gi(x), hj(x)).

Se analizard la aplicacion de los resultados generales a este caso particular.

Sea entonces el siguiente problema:
(PL)minz = ¢’

s.a. Ax=0b
x>0

Con A e R™*" c,x e R"y be R™.
Ademds, se tiene a x* punto éptimo del problema y a z* valor éptimo, o sea z* = ¢! z*.

Dado que la funcién objetivo es convexa y las restricciones Ax — b = 0 son afines, los
resultados vistos en optimizacidon con restricciones son aplicables a este caso.
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Sea K = {x/Ax = b,z > 0} el conjunto de soluciones factibles. Veamos que es un
conjunto convexo:

Teorema:
Sea K el conjunto de soluciones factibles del (PL) tal que K # ¢. Entonces, K es un
conjunto convexo.

Demostracion: Si K contiene un sélo punto el resultado es cierto.
Supongamos entonces que existen al menos 2 soluciones factibles distintas para el
(PL), 2! y 2. Tenemos que:

Azt =b, 2 >0

Ax? =b, 22 >0

Sea x = A\z! + (1 — X\)a?, con 0 < X\ < 1, una combinacién lineal convexa de z! y 2.
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Entonces © > 0 y veamos que es una solucién factible para el (PL).

Ar = ADx! + (1 — N)2?]
= Mzt + (1 — \) Ax?
=Ab+ (1 —A)b
=b

Por lo tanto, todas las propiedades de los problemas convexos son aplicables al
problema lineal.

En particular, si se determina un minimo local del (PL), entonces es minimo global.
Si K no fuera convexo, un minimo local podria no ser global, como se ve en la figura:

clx

El conjunto factible de esta figura no se puede caracterizar mediante un sistema de
desigualdades lineales
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Estudiemos el conjunto K desde un punto de vista geométrico.

Definicidn:
Un conjunto formado por la intersecciéon de un nimero finito de semiespacios afines se
llama poliedro. Asi, K = {x/Ax = b,z > 0} es un poliedro.

Definicion:
La envoltura o capsula convexa ¢(S) de un conjunto dado de puntos S es el conjunto
de todas las combinaciones lineales convexas de puntos de S.

e(S) = {Z Nix', V{z'}ics C S, J finito; Z)‘i =1, >0,i€ J}

red 1eJ

Equivalentemente la envoltura convexa de un conjunto es el menor conjunto convexo
que lo contiene.
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

1. S: Conjunto de vertices de un paralepipedo.
e(.5): todo el paralepipedo.

2. S: Una circunferencia.
e(.5): todo el circulo.
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Si el conjunto S estda formado por un numero finito de puntos, la envoltura convexa
de S se denomina politopo.

Un conjunto convexo S se dice no acotado si Vx € S, existe un vector d # 0 tal que
los puntos x + A\d € S, VA > 0. En caso contrario, se dice que S es acotado, esto es

si existe un punto = € S tal que Vd # 0 existe un escalar A > 0 para el cual z + \d
no estd en S.
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Definicidn:
Un punto x € S se dice punto extremo o vértice de S si no es posible expresar x
como combinacidn lineal convexa de otros puntos del conjunto S. Esto es, no existen
2 puntos distintos xt, 2% € S tal que z = Az' + (1 — X\)a? para algiin X tal que
0< A<,

Conjunto de puntos extremos —— Perfil de S

Puntos Extremaos

Politopo Poliedro
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Definicion:
Un conjunto C' C R"™ se llama cono si Vy € C, se tiene que \y € C, VA > 0. Si C
ademas es convexo, se llama cono convexo.

en R4 en 8

Definicion:
Sea S C R" convexo. El cono caracteristico de S es el conjunto :

car(S) ={y/Jxr € S/x + Ay € S,VA > 0}
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Definicion:
Sea S C R™ convexo, el vector y € car(S) se llama direccién extrema si no es
posible expresar y como combinacién lineal no negativa de otros vectores del cono

caracteristico.

a y b son direcciones extremas
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Caracterizacion de Soluciones Optimas
=

1. Si § = {x/Ax < b} es un poliedro, entonces se puede mostrar que car(S) =
{z/Ax < 0}.

2. SiS={x/Ax =b,z > 0} entonces car(S) = {x/Ax = 0,2z > 0}

Observacion:
Si S es un cono convexo, entonces su cono caracteristico es el mismo conjunto S.

Algunos Resultados:
Proposicion:
S C R™ convexo es acotado < car(S) = ¢
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Algunos Resultados

Teorema:
Sea S C R™ convexo. Entonces x € S puede expresarse como:

p q p
=Y Ax'+ ) iyt Y Ai=1,% > 0Vi,pu; >0V

i=1 j=1 i=1

donde z%, i = 1, ..., p son puntos extremos e y* € car(S), j =1,...,q son direcciones
extremas.

Esto quiere decir que todo punto de S puede expresarse como combinacién convexa
de un nimero finito de puntos extremos mds una combinacién cénica de direcciones
extremas, esto es, como un punto perteneciente a la envoltura convexa de los puntos
extremos de S mas una combinacién no negativa de las direcciones extremas.
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Algunos Resultados

S1: Capsula convexa de z!, 22 y 3.

y! e y?: Direcciones extremas.
2t = v 4 uy' para algtin > 0.

22 =w + py" 4 p2y” para p, g > 0.

Observacion:

Si S es un poliedro, el teorema puede reescribirse asi:

Siz €S ={x/Azx < b}, entonces z = > > _, iz’ +y, donde y € car(S) = {z/Ax <
0}y {z!,..., 2P} son puntos extremos de S.
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Algunos Resultados

Resultados — sin demostracion

Asumimos ahora que car(S) = ¢ y .". S acotado.

Teorema:

Sea S un poliedro acotado, entonces S tiene un nimero finito de puntos extremos
E={zt,2% ... ,2P} y S=C(E).

O sea, si S es un poliedro acotado cualquier punto de S se puede expresar como
combinacién lineal convexa de los puntos extremos de S.

Ej:
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Algunos Resultados

Puntos Extremos: E = {z! = (0,3),2% = (2,5),2° = (5,4),2* = (6,2),2° =
(4,0),2°% = (2,1)}

Es interesante observar que basta utilizar a lo mds (n + 1) puntos extremos para
expresar un punto en S € R"
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Algunos Resultados

Veamos ahora un resultado inverso:

Teorema:

Sea E = {z', 2% ...,2"} C R™ un conjunto de puntos. Entonces existen A € RPX",
b € RP, para algin p tal que C(F) = {z/Ax < b}

{x/Ax < b} representacion algebraica
/!
Poliedro
\. C(F) representacién puntual
(capsula convexa de los extremos)

Resumiendo:

El conjunto K de soluciones factibles del (PL) es un poliedro convexo.

Si K = ¢ el problema es infactible.

Si no, analicemos las soluciones éptimas: Dado que el gradiente de la funcién es c y
que el (PL) es de minimizacién, interesa la direccién opuesta al gradiente, o sea —c.
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Resumiendo

Posibles Situaciones:

1. K es un politopo convexo, £* Unico 6ptimo y E™* finito.

2. K poliedro convexo no acotado, x* Unico éptimo, z* acotado
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Resumiendo

3. K poliedro convexo no acotado, z puede decrecer indefinidamente (z — —o0).
Problema no acotado

4. Si existe mas de un punto éptimo con valor éptimo finito, entonces existen infinitos
puntos éptimos

B segmentp gptimo
-
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Teorema:

Si el (PL) admite solucién éptima finita, entonces el valor éptimo se alcanza en un
punto extremo del poliedro factible K.

Si el valor éptimo se alcanza en mas de un punto extremo de K, entonces este mismo
valor se obtiene para cualquier punto que sea combinacién lineal convexa de estos
puntos extremos.

Demostracion:

Sea z* solucién éptima del (PL). Sabemos que ¢!y > 0, Vy € car(K) (recordemos
que Vf(xz*)Td > 0, Vd direccién factible).

Recordemos que x* puede expresarse como:

p q p
= Z Nt p;y? con Z A =1
i=1 j=1 i=1

)

z', i =1,...,p puntos extremos de K, \; >0, u; > 0, ¢’ € car(K)
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Si no hubiera éptimo en un extremo, entonces c¢'z* > cla* = 2% Vi=1,...,p

Por lo tanto: . .
¥ = Z Niclzt + Z picty?
i=1 j=1

Luego, como Y 7_, 'y’ > 0, se tiene que:

p
25 > Z Nelzt > Z Nela* =2

Entonces: ¢!'z% = z* para algin i.

Si 27 con j # i también es éptimo = cl2? = 2*.
Sea x = Ax' + (1 — \)a’
Scle=M"2"+ (1 =Nl =X+ (1= N)2* =2

Va combinacion lineal convexa de x* y x’
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Caracterizacion de Soluciones Optimas

Ej:
max z = —45131 -+ 2%2
s.a. I1— 2T9 < 2
—2331 + T9 S 2
L1, T2 2 0

xl, 22, 23 son puntos extremos.

Direcciones extremas: y' = (2,1), y* = (1, 2)

Programacioén Lineal
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V4

Caracterizacion de Soluciones Optimas

Todo x € K se puede escribir como:

2 = Mt + Aoz + Asxd 4yt + oy
Zkizl Ai >0 p; >0

El éptimo se alcanza en z!, pero también en todo los puntos del rayo en la direccién

y! que comienza en z!.

Luego el problema posee infinitas soluciones:
4\ ([0 af P a
2 2 )T 2 )17 2 2+ 20

= Ada+4+4a=4 Va>0
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Algoritmo Simplex

Disenado por Dantzig en la década del 40 para resolver problemas lineales.
Es el algoritmo mas famoso para este tipo de problemas.

Dado que el 6ptimo del problema se puede encontrar en un punto extremo, lo que hace
el algoritmo es moverse de extremo a extremo siempre que mejore la funcién objetivo.

El criterio de detencidn sera verificar las condiciones de KK'T o encontrar una direccion
extrema que muestre que el problema no es acotado.

Forma Estandar de un (PL)

(PL)min z=cl'z

s.a. Ax=0b
x>0
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Algoritmo Simplex

Veamos primero que todo problema de programacién lineal puede expresarse asi:

T T

Si la F.O. es maxz = ¢'x, se transforma en min —c

resultado final por -1.

x Yy luego se multiplica el

Si las restricciones son de desigualdad se agregan variables de holgura:

a;1x1 + -+ ainxy < b;
a;1T1 + -+ QinTn + Tpyi = by
con Tp4; > 0

Si se tiene > se realiza lo siguiente:
a1 + -+ ainxy > by

= Qj1T1 + - + AinTp — Tpti = b;
con Tp4; > 0
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Algoritmo Simplex
3. Variables no positivas e irrestrictas pueden reemplazarse por no negativas:
= Si tengo x; < 0, se reemplaza por —x; > 0.
= Si tengo xy irrestricta, se reemplaza por:
Ty = ), — x)y con 1h,xy >0

Si resolvemos el nuevo problema estandar, puedo obtener la solucidon del problema
original por sustitucién hacia atrds de las modificaciones efectuadas.

Ejercicio:
Pasar a la forma estandar el siguiente problema lineal:

min 2z = 2x1 + 229

s.a. T1+3r2<9

2331 + T2 Z §
513‘120
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Soluciones Basicas Factibles

Recordemos que si un (PL) admite solucién éptima, entonces existe alglin punto
extremo que es 6ptimo.

Luego, resolver el (PL) es equivalente a determinar el punto extremo de mejor valor.

Introducimos ahora el concepto de solucién bdasica factible y mostramos como carac-
terizar los puntos extremos del poliedro factible en términos de estas soluciones basicas

factibles.

Veamos:

Sea el sistema Ax =b,x >0con A€ R™*", x € R"ybe R™. Seasumerg(A) =m
(si 7g(A) < m elimino las filas redundantes).

Denotemos:

A.; — La columna j de la matriz.

A;. — La fila 7« de la matriz.

a;; — Coeficiente de la fila i, columna j de A.

Az =b— Aqz1+---+Apz, =b, 2; > 0.
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Soluciones Basicas Factibles

rg(A) = m = hay m columnas linealmente independientes.

Sea B la submatriz de A formada por estas m columnas.

Reordenemos las columnas de A de modo que A’ = [B|R], R matriz residual formada
por las n — m columnas que no estan en B.

Reordenemos también el vector = que se transforma en z’ = [z|zRr]’. Entonces:
Az = b < [B|R][zg|lzr]t =b

= Brp+ Rxr=0»
Como las columnas de B son l.i. = B es invertible.

=X ,Q—IlB, T+ &‘}%ﬁ rr= B'b

IZCB—I—ELUR:E
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Soluciones Basicas Factibles

La solucién es x = [xp, zR], con:
B —b= B
£CR:0

Esta solucién se denomina solucion basica (estd asociada a una base de los vectores
columna de la matriz A).

Si ademas z;, > 0 = x;, es solucion basica factible puesto que satisface todas las

restricciones del (P.L.) (Ax = b, x > 0).

Componentes de x g — variables basicas.
Componentes de xp — variables no basicas.

Para que una solucién bdsica sea factible se necesita que b > 0.

Una matriz basica B tal que B~'b es no negativo, se dice matriz primal factible.
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Ej: Problema original:

Soluciones Basicas Factibles

max z =
S.a.
Problema equivalente:
minz = —x1 —3%9
S.a. 1 +4x5
X1 +212
1 +9
X1, L2,

1+ 319

xr1 + 4513‘2 S 100
I + 25132 S 60
T+ T2 S 50
x1, T2 = 0

+I3 = 100
+24 = 60
+xr5 = 50
r3, T4, Ts >0
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Soluciones Basicas Factibles
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Soluciones Basicas Factibles

Cudntas bases distintas B~ b podemos generar como maximo?

(3)-

Bases Factibles:

B = [A.l,A.Q,A.5] — I'B — (561,332,5175) — (20,20, 10)

rp = (x1, T2, x3) = (40, 10, 20)
rp = (x1,x3,x4) = (50,50, 10)
rp = (23,14, x5) = (100, 60, 50)
rp = (x2,T4,x5) = (25, 10,25)
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Soluciones Basicas Factibles

Bases Infactibles:
rp = (2, x3,x5) = (30, —20, 20)
xp = (2,23, 24) = (50, =100, —40)
100 50 _20)
3’73 3
rp = (x1,T4,25) = (100, —40, —50)
rp = (21,23, x3) = (60,40, —10)

rp = (r1,22,x4) = (

m!(n—m)!

Ndmero de Soluciones Bdsicas (si el rango es m) < ( " )

Por ejemplo, sin =100 y m = 60

100 - 28
(190) 1m0

No parece eficiente tratar de enumerar todas las soluciones basicas.
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Soluciones Basicas Factibles

Teorema:

Un punto = € K es solucién basica factible < T es punto extremo del poliedro factible
K.

Demostracion:
Supongamos sin perdida de generalidad que = = (Z1,%2,...,%,,0,...,0) es una
solucidn basica factible. Entonces:

1AL+ +T,A,.=b

Donde A.1,...,A., son r columnas linealmente independientes.
Supongamos que T no es punto extremo, entonces ¥ se escribe como combinacién
lineal convexa de otros 2 puntos factibles distintos, esto es:

T=Xx'+(1-Nz? 0<Ai<l1

ifj:)\a:}qt(l—)\)x?, j=1,...,r

O:)\x;—k(l—)\)x?, j=r+1,...,n
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Soluciones Basicas Factibles

Como z! y 22 son factibles, sus componentes son todas > 0.

ix;:x?:O, 17=r+1,....n

Ademds, 2! y 22 son factibles, asi que satisfacen Az = b, = > 0.
— satisfacen z1A1+ ...+ z, A, =D
Dado que A.4,...,A., son l.i.
= el sistema tiene solucién tnica

= ¢! = 2% = T, contradiciendo la hipétesis

Asi: T es punto extremo.
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Soluciones Basicas Factibles

Reciprocamente: Supongamos que T es punto extremo de K y que solo las primeras
k (k > 1) componentes de T son # 0 (si T = 0 es facil ver que es solucién basica
factible). Entonces:

T1A1+ - +TAr=bconz; >0 1=1,....k (1)
Si los vectores A.1,...,A.; son L.i., listo.

= T es solucidén basica factible

Supongamos que no:
Entonces existen a1, ..., a; no todos nulos tal que

OélA.l + -+ OékA.k =0 (2)
Multipicando (2) por 6 > 0 y sumando con (1) se tiene:

(fl + 9041)14.1 + -t (fk + Qak)Ak =b
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Soluciones Basicas Factibles

Si ahora se tiene (1) - 0 (2), queda

(T1 — 0a)Aq+ -+ (T —Oag)Ar =0
Asi tenemos 2 soluciones ! y 22 de Az = b, con

vt = (T1 + 0aq, ..., T + 0y, 0,...,0)

2 — _
r“ = (71 — Oaq, ..., T — Oay,0,...,0)
Para que sean x!' y z? factibles necesitamos que todas sus componentes sean > 0.

Pero ; es > 0 , entonces puedo elegir § > 0 tan pequefio como sea necesario de
modo que eso ocurra, asi 6 debe ser tal que 0 < 6 < 0 con 0 = min{f,0,}, 0 =

min,, <0{——} y 02 = min,, >0{$J}

Entonces ] !
T = 5901 + 5332 con x' v x? factibles, ' £ T, 2% £ T

Contradiciendo la hipdtesis de que T es punto extremo (o sea no se puede escribir
como combinacién lineal convexa de otros 2 puntos de K).
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Generacion de Puntos Extremos

El algoritmo Simplex examina vértices del poliedro factible, o sea determina soluciones
basicas factibles.

Si un vértice dado K no es dptimo, entonces se genera un nuevo vértice factible
adyacente al actual.

Se repite esta idea hasta encontrar un vértice éptimo o detectar una direcciéon extrema
que indique que el problema es no acotado.
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Generacion de Puntos Extremos

Esquema General del Algoritmo:

Determinar x°
vertice inicial

(k=0)

.x" es dptimo?
4.0 existe una direccidn
extrema que indigue no
acotamiento?

k= :
NO > Generar x“"vertice

factible adyacente a x

k
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Generacion de Puntos Extremos

Geométricamente, dos puntos extremos del poliedro factible son adyacentes si el seg-
mento de recta que los une corresponde a una arista de K.

Esto es equivalente a la siguiente definicion (que establece que las bases asociadas a
puntos extremos adyacentes difieren sélo en un vector).

Definicion:
Dos puntos extremos del poliedro factible K z! y 22 son adyacentes ssi:

rango({A.j/le > 0 VSE? > 0}) = |{Aj/xj1 > O\/x? >0} —1

Entonces:

Modificar la solucién bdasica factible asociada a un vértice ¥ de K para obtener la
solucién asociada a un vértice adyacente a z* es equivalente a modificar la matriz
basica asociada a x* donde la nueva matriz basica difiere de la primera en sélo un
vector columna.
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Generacion de Puntos Extremos

Mostraremos cdmo se efecttia este cambio de base en el simplex y probaremos que los
criterios utilizados para modificar una base factible permiten generar puntos extremos

factibles adyacentes.

(PL)minz = ¢’
s.a. Ax =10
x>0
Asumimos que tenemos una base B primal factible asociada al vértice x (A = |B|R)]).
Recordemos que:

Itg+ Rrp=0>5, donde R=B 'R,b=B"1

ij:E—RxR

Luego
z = cga:B + chR
2z =ch(b— RxR) + chap

z=chb+ (cr — Rep)ap
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Generacion de Puntos Extremos

Llamamos entonces ¢, = ¢k — ¢ B™1R (vector de costos reducidos no basicos).

Definimos al vector de multiplicadores del simplex como 7 = ¢c5 B~ = ¢, = cL —7R.

Observacion: Los costos reducidos de las variables basicas son nulos (por definicién:

¢t =ck —7B).

Con este desarrollo nos queda la siguiente forma del (PL) asociada a una base B

(forma candnica):
min z = cpb + ChTR
sa. Ilrg+ Rxp=2»5

CCB,iURZO
Donde cR—cR—cBB 'R
b_—B 1D
R=B"'R
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Generacion de Puntos Extremos

Notacion:

;. Componentes de cpg.

[
)

= b;: Componentes de b.

= A.;: Columnas de R.
s A,: Filas de R.

= a;;: Coeficientes de R

Supongamos sin perdida de generalidad que la base B estd formada por las m primeras
columnas de la matriz A.

B = [A.l,.. ,Am] y R = [A.m_|_1,.. ,An]

Programacion Lineal 57



in34a - Optimizacién

Generacion de Puntos Extremos

Jp: Conjunto de indices de las columnas basicas.
Jr: Conjunto de indices de las columnas no bdsicas.
Enestecaso Jp ={1,2,...,m}yJg={m+1,...,n}

La solucién bdsica factible correspondiente a esta base es xp = 0y xp = b, lo que
implica que el valor de la funcién objetivo es:

z = cpb

Cémo saber si esta solucién es éptima?
Examinaremos la funcién objetivo para determinar si es posible disminuir su valor
modificando el valor de las variables no bdsicas.

Para pasar a un vértice adyacente, se puede modificar sélo el valor de una variable no
basica.

Tenemos:

z = c£5+ Z CiT;

JEJR
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Generacion de Puntos Extremos

Sea xi (con k € Jg) la variable no basica a la que se desea aumentar su valor en la
proxima solucion.
Si ¢z > 0 = z crece — no nos conviene.

Criterio de Optimalidad:
Si una solucién bdsica factible es tal que ¢; > 0 Vj € Jr = La solucién es éptima.
(La base correspondiente se llama base 6ptima.)

Observacidn: Se puede probar que esta condicidon corresponde a la condiciéon de
suficiencia de Karush-Kuhn-Tucker, vista en programaciéon no lineal.

Cémo obtenemos una nueva solucidon bdasica factible si no se cumple el criterio de
optimalidad?

Aumentemos el valor de la variable no bésica seleccionada (con ¢, < 0), hasta que
alguna de las variables basicas se haga nula.
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Generacion de Puntos Extremos

Sea x4 la variable escogida para aumentar de valor. El cambio de base consistira en
ingresar a la base la columna asociada a x5 y sacar de la base la columna de la primera
variable que se hace nula cuando x4 crece.

Criterio de Entrada a la Base:
Tomaremos ¢ = ming, <o {C;}

Asi A.; es la columna que entra a la base. (smallest reduced cost o menor costo
reducido).

Observacion: La funcién objetivo disminuye al seleccionar cualquier variable de costo
reducido negativo.
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Generacion de Puntos Extremos

Criterio de Salida de la Base:
Para determinar cudl es la primera variable que se hace nula cuando x5 crece es
necesario analizar las restricciones en la forma candnica

ImB—I—RZER:E

S lep+Api1Tmer +... FAgxs+...+ A, =b
Az es la Gnica que dejard de ser nula.

S leg+Axs =0
S x; + a;srs = by 1=1,...,m
Sia;s <0 Vi=1,...,m, entonces x5 puede crecer indefinidamente (pues z; también
aumenta su valor, o sea no puede hacerse negativo), con la cual el valor de la funcién

objetivo z decrece indefinidamente.

*. problema no acotado
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Generacion de Puntos Extremos

Si a;s > 0 para algin 7, cuando x, aumenta su valor, la variable x; disminuye. Hasta
cuanto puede disminuir?

SeaHi:ab—?ZO.

Cuando x4 es igual a 0;, x; debe tomar valor 0.

Si x, fuera mayor que 6;, x; tomaria valores negativos, conduciendo a un punto
infactible.

Luego el maximo valor que la restriccidon i-ésima le permite tomar a la variable x4 es 6;.

Considerando las m restricciones, el maximo valor que puede tomar x4 es

. b
min < —
a?’s>0 CLzS

;. . b ) .
Supongamos que este minimo se verifica para —— = Ts = a—; y x, = 0.

s

O sea, x4 entra a la base y z, sale de la base, o, lo que es lo mismo, la columna A
reemplaza en la misma posiciéon a la columna A.,.
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Generacion de Puntos Extremos

La nueva base sera:

A1, Ao,y A, ..o AL
l
r-ésima posicion
Ej: (Clase Auxiliar)

Veamos que el cambio de base realizado por el algoritmo SIMPLEX corresponde a
generar vértices adyacentes.

Dos vértices ' y 2 son adyacentes < rango({A.j/x; > 0V a5 > 0}) = {A;/z; >
0V x>0} —1.

Teorema:

Sea B una base primal factible. Si en el punto extremo x! correspondiente a B todas

las variables bdsicas son > 0, entonces el cambio de base efectuado por el SIMPLEX

genera otro punto que es adyacente a z!.
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Generacion de Puntos Extremos

Demostracion:
Sea B una base primal factible. Asumimos que B estd formada por las primeras m
columnas de la matriz Ay rg(A) =m

B=[A1,..., A

El vértice z! es tal que

Lol

L=

:B_lbyx%n—l—lz.”:x

Supongamos también que entra, tras el cambio de base, la columna A.,,, 11 y sale A.4.

Asi , la nueva base es B’ = [A.o,..., A, A.i1] que corresponde al vértice z’.
Si la columna que sale es A.q, significa que el valor que puede tomar z;,_ | es Elg—ﬂiﬂ
Sea § — —L_ Entonces:
a1, m+1
i =0b;—0a1 i1 i=1,...,m
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Generacion de Puntos Extremos

=21=0yz;>0 Vi=2,....m+1

Luego, en el punto extremo ' las variables asumen valores z; tal que x5, x5, ..., z,, >
/ ! / _ _ /I

0, 2,1 >0yx; =2, 0="---=x,=0.

El conjunto de columnas A.; tal que x]l >0o0 x; >0es {A1,....,A 11}

Como rg(A) = m y sabiamos que las primeras m columnas de A ya tenian rango m,
al agregar A.,, 11, este conjunto de m + 1 columnas tiene rango m

= 2! v 2’ son adyacentes

Programacion Lineal 65



in34a - Optimizacién

Algoritmo Simplex

Vamos a analizar que pasa con el algoritmo cuando se presentan 2 situaciones que
hemos visto con anterioridad.

1. Problema no acotado

2. Problema con mas de un éptimo

1. Problema No Acotado:

Ej:
max z = 2x1 + 2x9
s.a. —xI1 + 3ry < 9
2:131 + i) > §
r1,T9 > 0
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Algoritmo Simplex

La forma estandar es:

minz = —2x7 — 2x9
S.a. —r1 + 3r2 + I3 =
201+ a9 — T4 =

L1,T2,X3, T4 Z 0
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Algoritmo Simplex

Consideremos la base B = [A.3, A.1], entonces

B—lzll

-
DN DO | =
| I |

Axr =0
= [B|RH£CB|QJR] =b
& Brgp+ Rrp=0
& Irg+ B 'Rxzg =B 'b

Si ordenamos y multiplicamos por B~! nos queda

I3 + ng — %5&1 = 12
I -+ §CU2 — 5334 — 3
La solucidén basica factible es
rp = (x3=12,21 = 3) rtr = (x2=0,24 =0)
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Algoritmo Simplex
Los costos reducidos no basicos son:

Ch=chL— TR

avis

1

1
Conm=cLB 1 =(0 —2)[ 3
0 3

Entonces
EQZCQ_T(-A.QZ_Q_(O —1)(

_— W
~——
|
|
—

—1

54264—7'('14.4:0—(0 —1)(_01>

Observar que ¢4 es < 0 y los coeficientes de la columna asociada a x4 son todos
<0 (a4 <0 Vi)

Luego x4 puede crecer indefinidamente, y a la par crecen x1 y x3. Si x1 crece
indefinidamente, la funcién decrece indefinidamente.

= problema no acotado
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Algoritmo Simplex

Problema con Muchos_(')ptimos:
Recordemos que z = cLb+ Chap

En una solucién bésica (zg,zr) = (b,0), tenemos que z = c5b
Si¢; >0 Vj, entonces la solucién es éptima (criterio de optimalidad).

Veamos que los ¢; en un punto extremo nos dan informacién sobre si el optimo es
unico:
Sea x* un éptimo (solucién basica factible) y z* el valor 6ptimo

7* = chb+ thath
Si ¢, = 0 para alguna variable no basica xj, entonces x; puede crecer mientras se

mantenga la factibilidad y el valor de la funcién objetivo no cambia.

Por lo tanto, si en el éptimo existe al menos una variable no basica con costo
reducido nulo (y que tiene rango factible para crecer), el problema admite puntos
Optimos alternativos.
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Algoritmo Simplex

Ej:
max z = 2x1 + o
s.a. —x1 + 3z < 9
2331 + Wiy < §

x1,22 > 0
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Algoritmo Simplex

En forma estandar:

minz = —2r7 — X9
s.a. —x1 + 3x9 + x3 = 9
2581 -+ X2 + X4 = §

L1,L2,L3, L4 Z 0
Si aplicamos el SIMPLEX, llegamos a que la base éptima es:

B*:[A.S,A.l]:[(l) _21] (B*_lzl(l) i])

Luego las variables basicas son x5 = 12, 7 = 3 y las no basicas z5 = x; = 0.

Analicemos los costos reducidos no basicos:
El vector m de multiplicadores del SIMPLEX es (0 — 1), con esto

EQZCQ—TFA.Q:O

ch=cy—7mAL =1
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Algoritmo Simplex

Luego si x5 crece la funcién objetivo no cambia.

Hasta cuando puede crecer z5?
Analicemos la cuenta con el desarrollo ya visto: se puede ver que x5 puede crecer
hasta

manteniendo factibilidad.
Podemos también obtener otro vértice éptimo haciendo el cambio de base del

SIMPLEX, haciendo ingresar la columna correcta x5 a la base.

Haciendo las cuentas queda que sale de |la base x3 v:

Que corresponde al punto x* del dibujo.
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Resumen del Algoritmo Simplex

Consta de 2 fases: una de inicializacién (fase |) y otra de optimizacién (fase II)

Inicializacion:
Consiste en determinar un vértice inicial factible.

Optimizacion:
Verifica si el vértice actual es 6ptimo. Si es éptimo, termina. Si no, busca un vértice
factible adyacente al actual tal que la funcién objetivo no aumente.

Pasos del Algoritmo:
0. Determinar un vértice factible inicial. Esto significa determinar una base B primal
factible.

1. Determinar B~ !, inversa de la base.

2. Determinar la solucidn basica factible asociada a la base B.
Para ello se hace xg =0y x5 =b= B0 (2 = cLxp).

Programacion Lineal 74



in34a - Optimizacién

Resumen del Algoritmo Simplex

3. Determinar si esta solucién es éptima. Chequeamos el criterio de optimalidad, para
ello calculamos ¢; = ¢; — mA.; Vj no basico, con m = c5B~ 1.
Sic; >0 Vj, lasolucién es 6ptima, parar. En caso contrario, se efectda el cambio
de base.

4. Determinar la columna que entra a la base. Sea ¢; = ming <o {¢;} entonces la
variable x5 aumentard su valor y la columna A.; entra a la base.

5. Determinar la columna que sale de la base calculando A., = B~'A4.,. Si A, <0,
. . ) B 7
el problema es no acotado. Si no, x5 toma el valor igual a ming, {_—Z} = ab—r.
s

Qjs
Entonces la variable basica de la ecuacidon r es la primera que se anula cuando x;
crece. Por lo tanto, A., sale de |la base.

ars — plvote

6. Actualizar la base y volver a (1)
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Soluciones Basicas Degeneradas

Qué pasa cuando en (5) hay empates?

La columna que sale de la base estd asociada a la primera variable que al efectuar el
reemplazo se anula.

Veamos qué pasa cuando mas de una se anula simultaneamente durante el cambio de
base.

Para que una variable basica se anule durante una iteracion del SIMPLEX es necesario
y suficiente que la columna asociada a ella entre a la base en reemplazo de la columna

: : , . b . i
asociada a una variable que ya era nula o que el minimo de =~ (criterio de salida) no
Qs

sea Unico de modo que 2 o mas variables basicas se anulen simultdneamente.

Ej:
max z = 3xry1 + 2x-
s.a. —3r1 + 3z < 9
2%1 + i) S 6
4331 — 3£C2 S 12
:r;l,a:QZO
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Soluciones Basicas Degeneradas

Forma estandar:

minz = —-3xr1 — 2x9
S.a. —3331 + 3$2 + I3 = 9
2r1 + x9 + x4 0
4%1 — 3%2 + rys = 12

L1,X2,T3,T4,Ts5 > 0
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Soluciones Basicas Degeneradas

= Punto A — B =[A3, A4, As]
Solucién Basica Factible — { T4 =06,r5=12,13 =9 2=10

$1:$2:O

[ | Punto B — B — [A.2’A.47A.5]
Solucién Basica Factible — { T4=3,25=2L, 2 =3 2=-6

3312563:0

= PuntoC — B =[A.1, A5, Aj]
Solucién Bésica Factible — { r1=1my=425=20 z=-11

r3 =24 =0

B=1[A1,A3, A4

= Punto D — 3 bases posibles ¢ B =[A.1, A, A 3]

B=1[A1,A3,As]
r1=3,x9=0,23 =18 2= -9

Solucién Basica Factible — {
g =25 =0
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Soluciones Basicas Degeneradas

La dltima solucidn basica factible contiene una variable bdsica cuyo valor es 0,
cualquiera sea la base elegida.

Definicion:
Sea el (PL) en forma estandar

(PL)minz = ¢’z

sa. Ax=0b
x>0

Ademds se sabe que rg(A) = m.

Una solucién basica se dice degenerada < contiene al menos una variable bdsica cuyo

valor es 0, o sea
& [{a;/z; # 0} <m
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Solucion Basica Factible Inicial

Coémo encontrar una base primal factible?

Si las restricciones son de la forma Ax < b, x > 0, las columnas asociadas a las
variables de holgura forman la identidad.

Si rg(A) = m vy el vector b es no negativo, entonces la base formada por las columnas
de las variables de holgura es primal factible, luego el SIMPLEX puede comenzar con
esa base.

En general, esto no es tan simple. Veamos una forma sistemdtica de obtener esta
solucion bdsica factible inicial, si existe.

Tenemos el (PL) estandar
(PL) min ¢’z

s.a. Ax=0b>
x>0

Definamos un problema auxiliar asociado al (PL).
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Solucion Basica Factible Inicial

Las restricciones del nuevo problema seran:
Az + 1t =10

r,t >0

t € R™ t variables artificiales.

Para este conjunto de restricciones es claro que si b es no negativo, I es base primal
factible (el SIMPLEX puede empezar desde ahi).

Si b tiene componentes negativas, la ecuacion correspondiente se puede multiplicar por
-1.

Para recuperar el problema original, se debe forzar a todas las variables artificiales a
tomar valor 0. (AT =b< AT+ It =b con t = 0).

Veamos como eliminar las variables artificiales.
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Fase | del Simplex

(P,)minw = Zti
i=1

s.a. Ax+It=0b ,b>0
x,t >0

La solucién bésica factible inicial para (P1) esx =0y t=10, B=1.

Teorema:
El (PL) admite solucién factible < el valor éptimo del problema de fase | (P;) es 0.

Demostracion:

=) Si el (PL) admite solucién factible, se construye una solucién factible para (P1)
asignando valor 0 a las variables artificiales.

Como w* > 0 (todos los t; > 0) y esta solucidn factible tiene un valor w = 0, entonces
es Optima para P;.

Programacion Lineal 82



1.

in34a - Optimizacién

Fase | del Simplex

<) Si w* = 0 = existe una solucién factible para (P1) (7,%) tal que t; =0 Vi.
Luego T es solucién factible del (PL).

Conclusion:

Si el problema original tiene solucién factible, la base éptima del problema de fase | es
una base primal factible para el problema original (siempre que no contenga columnas
asociadas a variables artificiales).

Cuando el valor éptmo del problema de fase | es nulo, hay 2 situaciones posibles:

La base optima del problema de fase | no contiene columnas asociadas a
variables artificiales — se puede iniciar la fase Il con |la base éptima de la fase |.

La base 6ptima de (P1) contiene algunas columnas asociadas a variables artificiales
— La base éptima es degenerada (las componentes de xp asociadas a las variables
artificiales son 0).
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Fase | del Simplex

Aqui hay 2 posibilidades: o se conservan las variables artificiales basicas en la fase |l
hasta que salgan de la base, o se intenta eliminarlas sustituyéndolas por columnas
asociadas a variables del problema original.

Ejemplos: Clase auxiliar
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Complejidad del Algoritmo Simplex

Es eficiente simplex para resolver problemas lineales?

= En general si, aunque en algunos casos puede ser muy ineficiente.

= Recordemos que el SIMPLEX recorre los puntos extremos de un poliedro y el nimero
de éstos puede llegar a ser exponencial en el tamano del problema.

= En 1972 V. Klee y G. Minty desarrollaron un ejemplo (PL) en n variables para el
cual el SIMPLEX examina O(2™) vértices del poliedro antes de llegar al éptimo.

= O sea que para el caso el algoritmo SIMPLEX tiene un mal comportamiento, al
menos con las reglas de pivotéo que se usan en la actualidad.

= Existen algunos estudios sobre la complejidad promedio del SIMPLEX, asumiendo
cierto modelo probabilistico para las posibles instancias de un (PL).

= Los resultados en este caso son de O(min{n, m}).
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Complejidad del Algoritmo Simplex

= Hasta lo que lo que se ha dicho aqui todavia estd abierta la siguiente pregunta:
Es Programaciéon Lineal un problema polinomial?
O sea, existe algun algoritmo que siempre resuelva un (PL) en tiempo polinomial
en el tamano del problema?

SI. El primero que aparece en la literatura corresponde a un ruso de nombre
Khachiyan y fue publicado en 1979.

Se lo conoce como el Método de las Elipsoides.

Complejidad — O(Ln®) donde L es el nimero de bits necesarios para almacenar
los datos del problema. (m no figura en el orden pues asumimos n >> m)

.. Programacién Lineal € P y el Método de las Elipsoides es tedricamente mejor
que el SIMPLEX (en el sentido del peor caso).

En la practica, en la gran mayoria de los casos, el SIMPLEX funciona mucho mejor.

= En 1984, Karmarkar dio a conocer un nuevo algoritmo para (PL), también de

tiempo polinomial, pero esta vez se anunciaba que también funcionaba mejor que
el SIMPLEX en la prictica (Complejidad Teérica — O(Ln?>"?)).
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Complejidad del Algoritmo Simplex

La caracteristica central de este algoritmo es que se mueve por el interior de la
region factible (y no por los vértices, como el SIMPLEX). Se lo conoce como un
algoritmo de punto interior.

= A partir de 1984 otros algoritmos de punto interior fueron desarrollados para
Programacién Lineal (el de mejor complejidad tedrica es el Nesterov y Nemirovskii

(1994) de O(Lm?)).

= La conclusién actual es que efectivamente pueden ser mejores que SIMPLEX,
especialmente para problemas de gran tamano.

= De todos modos, como consecuencia de la aparicion de los algoritmos de punto
interior, los defensores del SIMPLEX buscaron nuevas maneras de optimizar su
funcionamiento.

= Asi, las implementaciones del algoritmo disponibles en softwares como OSL y CPLEX
incorporaron todos los adelantos tedricos y numéricos desarrollados hasta ahora.
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= Las implementaciones actuales del SIMPLEX pueden ser hasta 20 veces mas rapidas
que las antiguas.
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Cotas Superiores al Valor Optimo

Supongamos que tenemos el siguiente problema lineal:

max
s.a.

—|‘£CQ
‘|‘£E2

+2x2
X2,

—|‘5.T3
—I3
‘|‘3333
+3(]§3
L3,

+3£IZ4
‘|‘3$4
‘|‘8£U4
—55134
L4

Mds que resolver el problema, vamos a tratar de configurar una estimacién del valor

6ptimo z* de la funcién objetivo.

Para conseguir una buena cota inferior para z* hay que encontrar un punto donde se
alcanza una razonablemente buena solucién factible.

Veamos:

(0,0,1,0) — 2* >5
(2,1,1,5) — 2z* > 15
(3,0,2,0) — z* > 22
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Cotas Superiores al Valor Optimo

Estd claro que este proceso de adivinar soluciones no es muy eficiente. Aldn si se
encuentra el éptimo no se tendrian pruebas de ello.

Ahora busquemos una cota superior para z*: Multipliquemos la segunda restricciéon por

)
3 §:c +§x + dx +4—Oa¢ <2—75
3 T1 T 3% 31T 3T4s 3
Por lo tanto, toda solucién factible (en particular una éptima) satisface:
25 40 275
41 + 29+ 023+ 3104 < —x1+ =29+ D23+ —204 < —
3 3 3 3
. _ 275
=z < —
3

Podemos mejorar atin mas la cota. Si sumamos las restricciones (2) y (3), tenemos:
4x1 + 3x9 + 63 + 314 < 58

= 2* < 58
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Cotas Superiores al Valor Optimo

Veamos como se puede sistematizar este andlisis:

Si multiplicamos la primera restricciéon por un nimero y; > 0, la segunda por yo > 0
y la tercera por y3 > 0 y luego las sumamos tenemos: (en nuestro ultimo ejemplo
y1=0,y2 =1,y3 =1)
y1(x1 — 22 — 23+ 324) < Y1
y2(5:171 + x9 + 3x3 + 85134) < H5dy9
y3(—x1 + 222 + 3x3 — dx4) < Y3
l
(y1 +5y2 —y3)x1 + (—y1 + Y2 + 2y3)x2 + (—y1 + 3y2 + 3y3)x3 + (3y1 + 8y2 — Hysz) x4
< y1 + 99y + 3y3

Queremos que el lado izquierdo de la ecuacidon anterior sea cota superior de z =
4x1 + x9 + 53 + 3x4. Esto se logra si:

Y1+ 9oy —yz >4
—y1 +y2 +2y3 > 1
—y1 + 3y2 +3yz > 5
3y1 + 8y2 — dy3z > 3
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Cotas Superiores al Valor Optimo

Si los multiplicadores y; son > 0 y satisfacen estas 4 restricciones, tenemos que toda
solucién factible (1, x2, x3,x4) satisface:

45131 + X9 + 5563 -+ 35134 < U1 + 553/2 + 33/3

En particular, para el éptimo:

2* <y + 5dys + 3y3

Como queremos una cota superior lo mas ajustada posible nos queda el siguiente
problema:
min y; + 55y + 3y3
S.a. Y1 -+ 5y2 — Y3 Z 4
—y1+y2 +2ys > 1
—y1+3y2+3ys =5
3y1 + 8y2 — dy3z > 3
Y1,Y2,ys = 0
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El Problema Dual

Problema Primal (el original):

(A) méx Zn CjZCj

g=1
n .
S.a. §j:1aijazj§bi 1=1,...,m
rj >0 J=1...,n

El dual:
s.a. Yo iaiy > j=1,...,n
y; = 0 i1=1,....m
Como vimos en nuestro ejemplo, toda solucién factible del dual otorga una cota
superior al valor 6ptimo del primal.

M4s explicitamente: si (x1, ..., x,) es solucién factible primal y (y1, . . ., ¥m ) €s solucién
factible dual, tenemos:
mn m
2 S )by (3)
j=1 i=1

Este resultado se conoce como Teorema Débil de Dualidad.
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El Problema Dual

La prueba de esto que ya fue ilustrada con el ejemplo inicial puede resumirse de la
siguiente manera:

m n

Do <) (Y aiyry =) (Y ayz)yi < Y b
=1

j=1 j=1 i=1 i=1 j=1

La desigualdad (1) es muy datil. Si logramos una solucién factible primal (z7,...,z})
y una solucién factible dual (y7,..., v}, ) tal que

> e waz

71=1

Podemos concluir que ambas son dptimas para sus respectivos problemas.

Es maés, a partir de (1) se puede deducir que toda solucién primal factible (z7,...,z})
satisface:

3oy < 3ot = Yo

J=1 71=1
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El Problema Dual

Y toda solucién dual factible (y7, ...,y ) satisface:
D by > > i = by
i=1 j=1 i=1

Por Ejemplo:
(0,14,0,5) de nuestro ejemplo primal es éptima porque tenemos la siguiente solucién
dual factible: (11, 0, 6) y ambas dan valor de la funcién objetivo 29.

Teorema Fundamental de Dualidad: (Gale, Kuhn, Tucker. 1951)

Si el problema primal (A) tiene solucién éptima (z73,...,z)), entonces es dual (B)
tiene solucién éptima (y7, ...,y ) tal que:

n ™m

Doy =D b

j=1 i=1
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Teorema Fundamental de Dualidad

Antes de presentar la prueba, veamos su punto central: la soluciéon éptima del dual
puede ser calculada a partir de la dltima iteracién del simplex en el primal.

En nuestro ejemplo: (Con x5, zg y x7 variables de holgura)

Ty = 14—2331 —4333 —55135 —3$7
Tag =D—T1— X3 — 2T5 — X7

rg = 1+95x1+ 923+ 21lxs+ 1127
z =29—x1—2x3 — llxs — b6x7

Ve

Optimos: A = (0, 14, 0, 5) «— B = (11, 0, 6)

Puede verse que cada variable de holgura del primal esta asociada naturalmente con 1
variable del dual:

x5 var. de holgura de la 1a restriccion «—— y; multiplicador de la primera restriccion

x¢ var. de holgura de la 2a restriccion «—— yo multiplicador de la segunda restriccién
x7 var. de holgura de la 3a restriccion «—— y3 multiplicador de la tercera restriccién
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Teorema Fundamental de Dualidad

Magicamente, el éptimo del dual es (11, 0, 6) que corresponde a los coeficientes

(cambiados de signos) de la férmula de z para x5, x4, 7 en la dltima iteracién del
SIMPLEX primal.

Veamos que no es magia.

Demostracion:
Ya sabemos que:
mn m
CiTj < Zbiyi
j=1 i=1
Para toda solucién factible (x1,...,x,) primal factible, (y1,...,¥yn) dual factible.
Entonces, alcanza con encontrar una solucién factible del dual (y1,...,yx,) tal que
n m
>y = biy;
j=1 i=1
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Teorema Fundamental de Dualidad

Resolvemos el primal por el SIMPLEX introduciendo primero las variables slacks

n

xn+i:bi—2aij:cj (z=1,,m)

j=1

En la dltima iteracidn del SIMPLEX, tenemos

n+m

ZZZ*"‘ZEkak cr, <0 Vk
k=1

Recordemos que ¢, = 0 cuando xj. es basica.

* Lo+t L H, ok n ok
z* es el valor éptimo de la funcién objetivo. Asi: 2* = } ., ¢;x]
Definimos

* — .
Yy, = —Cnyi (1=1,...,m)

*

y vamos a probar que ésta es solucién dual factible que verifica > 7| cjzt = 310 biy;
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Teorema Fundamental de Dualidad

Veamoslo:
n mn ™m mn
—_— * _. . —_— * . —_— . . .
g cix; =2 + g Ci g y; | b; g Qi
* — . mn
Con yj = —Cpyi Y Tpgi = b; — Zj:l ]
mn ™m mn m
—_— * . * _. o . * .
= E cix;j = |27 — g by, | + g cj + g ai;jy; | x;
j=1 i=1 j=1 i=1
Para que la igualdad valga para toda eleccién de x4, zo, ..., 2, debemos tener:
m m
k k — * .
z :5 by, vy cj:cj—|—§ ai;y; J=1,...,n
Como ¢, <0 Vk=1,...,n+m (recordemos que estamos maximizando)
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Teorema Fundamental de Dualidad

Sale que:
i=1
Entonces, y7,...,y,, es solucién factible dual que verifica la igualdad pedida.

Ejercicio: El dual del dual es el primal.

PROBLEMA DE MINIMIZACION | PROBLEMA DE MAXIMIZACION
Restricciones Variables

> >0
— Irrestricta
< <0

Variables Restricciones
>0 <

I[rrestricta =
<0 >
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Teorema Fundamental de Dualidad

Si consideramos el primal en forma estandar:
(P)min z=clz
s.a. Ax =0
x>0

El dual escogido es:
(D)miéx w=0bly
sa. Aly<e
y 1rrestricta

Ejercicio:

Usar lo que se vio en la definicién del dual para ver que (D) queda de esta manera.
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Holgura Complementaria

Recordemos que teniamos los siguientes problemas primal y dual:

(P) max
S.a.

(D) min
S.a.

n
Z%=1CJ%
ijl QgL 5 < bz 1 = 1,. , 11
x; >0 17=1,....n
21'11[%'%

m .
Z@':Mfz'jyz‘ZCj 7=1...,n
yZZO izl,...,’m

Veamos una nueva forma de chequear que 2 soluciones factibles x* o y* primal y dual

respectivamente son éptimas:
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Holgura Complementaria

Teorema:
Sean z*.....x* solucidn factible del primal e v=.....vy* solucidn factible del dual.
19 s n, 1> ' Im

Las siguientes son condiciones necesarias y suficientes para optimalidad simultanea de
x* e y*:

Zaijy;‘ =cjox; =0 (0o ambas) Vj=1,...,n
i=1

Zaijx;:bioyf:() (o ambas) Vi=1,...,m
1

n
]=

Demostracion:
x* e y* factibles, entonces:

m
ij;k < Zaijy;k SE‘; J = 17 y T (4)
=1
n
Y agzi |y <by; j=1,...,n (5)
=1
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Holgura Complementaria

y asi:

3
O
8
QL %
| A\
' 3
N
\E
S
<O
Ny
S %

m n m
> T = Zl Zlaijw; y; < Zl biy;
j= i=

Se verifica la igualdad y por lo tanto ambos son éptimos si y sélo si hay igualdad en

(2) y (3).

Igualdad en (2) — Z aijy; =cj o x; =0
i=1

[gualdad en (3) — Z a;jr; =b;oy; =0
j=1

Obsrvacion: Las condiciones del Teorema de Holgura Complementaria ganan simpli-
cidad si introducimos las variables slack:

n
xn—l—i:bi_g L z:l,...,m
g=1
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Holgura Complementaria

m
ym—l—j:_cj‘l' E Qg L4 jZl,...,n
1=1

El Teorema de Holgura Complementaria puede reescribirse de la siguiente forma:

Teorema:
Una solucién factible z7,...,2; del primal es éptima si y sélo si existen numeros

* x .
Y3, ..., Y, tal que:

m * *
(A) { > i1 @ijy; =¢; cuando x> 0
yr =0 cuando ) ., a;;z; <b;

y tal que

(B) Z;Zla?;jy;k ZCj \V/j: 1,...,n
y: >0 Vi=1,...,m
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Holgura Complementaria

Demostracion:

=)

Si x* es éptimo del primal = dy™* solucién éptima del dual por el teorema de dualidad.
y* es factible, asi satisface las restricciones del dual.

Por Teorema de Holgura Complementaria, satisface las condiciones pedidas.

<)

Si y* satisface (B), es factible para el dual.

Si satisface también (A), por el Teorema de Holgura Complementaria z* es 6ptimo
primal e y* es éptimo dual.

Observacion: Esta estrategia para verificar optimalidad sera util siempre cuando el
sistema (A) tenga solucién unica.

El siguiente resultado senala cuando se da este caso

Teorema:

Si z7,...,x) es solucién factible basica no degenerada del problema primal = el

sistema (A) tiene solucién Unica.
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Significado Econdmico de las Variables Duales

(P) max Z?:1 CiLj
S.a. 2?21 Qg5 < b,,, 1= 1, N’
QJJZO jZl,...,n
Supongamos que esta formulacién proviene de una aplicacién y tratemos de interpretar
el significado de las variables duales:

= Supongamos que estamos maximizando ganancia en una fabrica de muebles.

Cada z; mide cuantas unidades de producto j (por ejemplo, mesas vy sillas) se
venden.

Cada b; especifica la cantidad disponible del recurso i (metal o madera).

Cada a;; expresa cantidad de recurso ¢ requerido al fabricar una unidad del producto
9.

Cada c; expresa ganancia en $ por vender una unidad de producto j.
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Significado Econdmico de las Variables Duales

Lo que se espera es que cada variable dual y; mida el valor unitario en $ del recurso 1.
El siguiente teorema valida esta idea.

Teorema:
Si el problema primal (P) tiene al menos una solucién éptima basica no degenerada,

entonces existe € > 0 con la siguiente propiedad:
Si|t;| <e Vi=1,...,m, entonces el problema

Tiene solucién optima y su valor 6ptimo es

24+ Yty

/ N\
valor éptimo de (P) soluciéon optima del dual de (P)
Nota: La unicidad de 47, ...,y , esta garantizada por el Teorema anterior.
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Significado Econdmico de las Variables Duales

Lo que el Teorema dice es que con cada unidad extra de recursos 7, el beneficio de la
firma aumenta y; pesos.

y; — valor marginal del recurso i

O sea que si tuvieramos que pagar cierta cantidad de dinero por una unidad extra de
recurso ¢, sabemos que nos conviene pagar hasta y; pesos.

Ej:

Se desea disenar un plan de producciéon de maximo benficio para dos posibles productos
que se fabrican utilizando 3 insumos.

Cada insumo tiene disponibilidad maxima.

El modelo lineal es el siguiente:

maxz = x1 +1,5x9
S.a. 2x1 +2x9 < 160
I —|—2ZC2 S 120
dr;1 +2x9 < 280
L1, X2 >0
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Significado Econdmico de las Variables Duales

x1: Cantidad de unidades del producto 1.
x9: Cantidad de unidades del producto 2.

La solucién éptima es 7 = 40, 5 = 40 y 2* = 100, o sea se producen 40 unidades
del producto 1, 40 del producto 2 y se obtiene un beneficio de $100.

Sean x3, x4, x5 las variables de holgura correspondientes a las 3 restricciones,
respectivamente.

Luego x5 = 0, x; = 0 y xfz = 40, es decir se usan totalmente los insumos 1 vy 2,
mientras que no se usan 40 unidades del insumo 3.

El dual correspondiente es:

minw = 160y; +120y2, +280y;

S.a. 2y1 +Yy2 +4ys3 > 1
211 +2y2 +2y3 > 1,5
Y1,Y2,Y3 Z 0
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Significado Econdmico de las Variables Duales

Como z7 > 0y x5 > 0, las restricciones duales son activas en el 6ptimo, es decir:
200 T y2 +4ys =1

201 + 2y + 2y3 = 1,5

Ademas, como xZ > 0, la variable dual correspondiente (y3) debe ser 0 en el éptimo
(y3 =0).
Asi:
2U1 +yp =1
2u7 + 2y, = 1,5

Despejando obtenemos y7 = i, Yy = % y y3 = 0, con w = 100.
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Significado Econdmico de las Variables Duales
Luego:

= y3 implica que el beneficio no varia si se efectian pequenas modificaciones en la
disponibilidad del insumo 3.

= Si se aumenta (disminuye) la disponibilidad de los insumos 1 y 2 en pequeias
cantidades, el beneficio total también aumentarad (disminuird).

» Cada unidad adicional del insumo 1 significa aumentar el beneficio total en $0,25,

luego el maximo precio que conviene pagar por cada unidad extra de insumo 1 es
$0,25.

= Cada unidad adicional del insumo 2 significa aumentar el beneficio total en $0,5,

luego el maximo precio que conviene pagar por cada unidad extra de insumo 2 es
$0,5.

= Cudntas unidades adicionales conviene adquirir? Los valores anteriores valen para
pequenas variaciones en la disponibilidad de los insumos, o sea mientras la base
dptima no cambie (analisis de sensibilidad).

Programacion Lineal 112



in34a - Optimizacién

Resultados Finales de Dualidad

s Dual del Dual — Primal

PROBLEMA DE MINIMIZACION | PROBLEMA DE MAXIMIZACION
Restricciones Variables

> >0
— I[rrestricta
< <0

Variables Restricciones
>0 <

Irrestricta =
<0 >

= Corolario de este resultado y Teorema de Dualidad:

Primal tiene soluciéon 6ptima < Dual tiene solucién 6ptima

Programacion Lineal 113



in34a - Optimizacién

Resultados Finales de Dualidad

= La condicién > cjz; < > by, con x;, y; soluciones factibles de primal y dual
respectivamente implica:

Primal no acotado = Dual infactible

Dual no acotado = Primal infactible

= Por dltimo puede pasar que Primal y Dual sean infactibles (Ejercicio: Encontrar un
ejemplo).
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Analisis de Sensibilidad

= Objetivos: Identificar los pardmetros para los cuales la solucién éptima es mas
sensible, es decir aquellos que al sufrir una pequena variacién en su valor implican
un mayor impacto en la solucién dptima.

= Los pardmetros del modelo (cj, b;, aij) se los asume como constantes conocidas,
pero en la practica estos valores suelen ser estimaciones por lo que es interesante
analizar el efecto que tienen sobre la solucién posibles errores en los pardmetros.

= Buscaremos intervalos o rangos de variacién de los valores del lado derecho (b;)
y de los coeficientes de la funcidén objetivo (c;) que permiten que la base éptima
obtenida siga siendo éptima (también puede hacerse para los coeficientes a;;)
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Analisis de Sensibilidad

Se tiene el problema:
(PL)min z=cl'z
s.a. Ax=0>
x>0

1. Variacion del Punto éptimo:

a) Coeficientes de la Funcién Objetivo (c;)
Recordemos que en el andlisis grafico variar este parametro afectaba la pendiente
o inclinacién del hiperplano correspondiente a cada curva de nivel de la funcién
objetivo.
Mientras ¢; > 0 V7, la base B* seguira siendo éptima.
Supongamos que ¢ es el coeficiente que se ha de analizar. Se debe analizar por
separado los casos de si la variable correspondiente es o no basica.
1) Variable z; es no basica
Recordemos que:

Cr = CL — Cg*B*_lA.k (Ej =0, Vy bésica)
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Analisis de Sensibilidad

Asi, modificar ¢ para un z; no basico solo afecta a ¢;..
Luego, la base B* se mantendra éptima si ¢ sigue siendo > 0, o sea, si

Cr > Cg*B*_lA.k

2) Variable z; es basica
En este caso, el valor de c¢; influye en el valor de todos los costos reducidos,
puesto que cj es un elemento de cpx.
Por construccion, ¢; = 0, Vj basico. Luego s6lo debemos revisar la condicién
de optimalidad para los costos reducidos de las variables no basicas.
Sea L = {l/x; es basica}
Ej C; — Cg*z.j
cj — ZleL cia;; Vj tal que x; es no bésica

Asi queremos que

C; — chalj Z 0

leL
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Analisis de Sensibilidad

Cj — E Clayj — CrQg; = 0 VJ no basico

IEL,14k
Finalmente
Y agj > 0
1
Cp < —
akj
= Sj agj < 0
1
Ckp = —
Cij

Cj — E Clalj

lEL,1#k

C; — E Clalj

l€L, 14k

J no basico

J no basico

Luego en este rango es donde la base sigue siendo dptima.
Notar que si @r; = 0 entonces ¢, puede moverse sin restricciones.
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Analisis de Sensibilidad

b) Coeficientes del Vector Lado Derecho (b;)
Variaciones en el valor de un coeficiente b; puede afectar la factibilidad de la
solucion.
Para establecer el rango de valores donde la modificacién de un coeficiente b,
no afecta la solucidén, se debe verificar la condicién de factibilidad primal, o sea

b= B*1p>0.
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Analisis de Sensibilidad

Variacion de los Precios Sombra (7*)
Como ya se ha visto, los precios sombra estdn asociados a las variables duales. El
valor del vector m* se calcula como:

7T* — Cg*B*_l

Luego analicemos cuando se mantienen invariantes.

a) Coeficientes de la Funcién Objetivo (c;)
Al igual que en el punto 6ptimo debemos distinguir 2 casos:
1) Variable z; es no basica
En este caso se mantendra el precio sombra mientras no cambie la base dptima.
La base éptima cambiara si el punto actual deja de ser éptimo, por lo que basta
con que se cumpla el criterio de optimalidad para el nuevo costo, es decir se debe
cumplir que:
Cr > cg*B*_lA.k

Siendo ¢y, el costo que se ha variado.
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Analisis de Sensibilidad

2) Variable x; es basica

En este caso cualquier variacién de c; modificard el precio sombra, ya que éste
depende directamente de los costos basicos.

b) Coeficientes del Vector Lado Derecho (b;)
Para que los precios sombra varien debe variar la base éptima, lo cual no ocurre
mientras el éptimo original siga siendo factible, o sea cuando b = B*~1b > 0.
Esto significa resolver el sistema de desigualdades:

b=B""1%%>0

Donde b; es la incognita.
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Ejemplo

Tenemos el siguiente problema de una dieta alimenticia, donde x1, x9, 3, 4 y x5 son
las cantidades de huevos, papas, carnes, leche y espinacas, que se han de incluir en la
dieta, respectivamente.

Los requerimientos se refieren a cantidades minimas de fierro (Fe) y vitamina B. La
funcién objetivo representa el costo total (en $).

Los contenidos de fierro y vitamina B, junto con los costos y requerimientos minimos
se muestran en la siguiente tabla:

1 | xo | 3 | ®a | x5 | xg | x7 || D
1 0 1 1 2 | -1 0 || 21 | Fierro
0 1 2 1 1 0 (-1 12| Vit. B
20110 |31 |11 |12 0 | O z || Costo

En el éptimo tenemos que:

B b B*1
Iy 3 -1 2
Is5 0 1 -1
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Ejemplo

O sea que la dieta éptima se compone de 3 unidades de leche y 9 unidades de espinaca.

El costo total es z* = $141.

1. Analisis de sensibilidad de un costo no basico
Cudnto podria variar el precio de los huevos sin modificar la dieta éptima?

Cl =C — CE*B*_lA.l

Osea,Elzcl—(l,lO)( ! ) >0
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Ejemplo
Luego, la dieta dptima no cambia si el precio de los huevos es > $1.

Cudnto podria variar el precio de los huevos sin modificar el precio sombra?
Lo mismo que lo que podia para la dieta éptima: debe ser mayor o igual que $1.

Ejercicio: Analizar que pasa si el precio de los huevos es de $0,50.

2. Analisis de sensibilidad de un costo basico
Qué ocurre con la dieta éptima si el precio de la leche varia?

CB — (64765) — (047 12)

T = (cq,12) [ _11 _21 ] = (12 — ¢4, 2¢q4 — 12)

C1 :Cl—ﬂ'*A.l :C4—|—8
Co = —2¢c4 + 22
c3 = —3cq + 43
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Ejemplo
Cg = —C4q + 12
C7 = 264 — 12

Imponiendo la condicidon de optimalidad, obtenemos:
cs+8>0—cy > —8

—2c4+22>20—71c4 <11

43
—3C4+4320—>C4§§%14

—c4+12>20— cy <12
2, —12>0—c4 > 6

O sea, si 6 < ¢4 <11, la base B* sigue siendo éptima.

La dieta estard compuesta de leche y espinacas si el costo de la leche no aumenta

a $11 o disminuye hasta $6.
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Ejemplo

Qué ocurre con los precios sombra si el precio de la leche varia?
Los precios sombras varian.

Ejercicio:
Qué pasa si el costo de la leche es de $57
Y sies de $ 127

Analisis de sensibilidad del vector lado derecho
Serd necesario modificar la dieta si el requerimiento de fierro aumenta o disminuye?

La condicién de factibilidad primal es:

343

I -1 12
24 —b; >0
by —12 >0

Luego, si 12 < b1 < 24 la base éptima se mantiene primal factible.
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Ejemplo

O sea, la dieta dptima estard compuesta de leche y espinacas si el requerimiento de
fierro no aumenta a mas de 24 ni disminuye a menos de 12.

Este andlisis se podria hacer para varias componentes del vector b en forma
simultdnea, como se muestra a continuacion:

—b1 + 202 > 0

by — by >0
= by < by < 2b

Variaran los precios sombra si el requerimiento de fierro aumenta o disminuye?
El intervalo para que los precios sombra no varien es el mismo calculado anteriormente,
ya que si 12 < b; < 24 la base éptima se mantiene primal factible.
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Analisis Post-éptimal

Hemos visto bajo que rangos la solucién 6ptima se mantiene. Ahora, cémo usar la
soluciéon que tenemos para encontrar el nuevo 6ptimo si en alguno de los pardmetros
nos salimos del rango?

Alli aparecen los ejercicios adicionales que planteamos recientemente.

La idea es aplicar el SIMPLEX a partir de la solucién que tenemos, si lo que se
modificd fue un coeficiente de la funcién objetivo, e iterar desde alli (buscando el j tal
que ¢; < 0 para hacerlo entrar a la base).

En cambio, si se modificé el vector b y se perdid factibilidad primal, entonces podremos
iterar con SIMPLEX en el problema dual, a partir del correspondiente éptimo del dual
original.
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