FISICA MODERNA

Nelson Zamorano H.
Departamento deibica
Facultad de Cienciasisicas y Materaticas

Universidad de Chilé

versbn 27 de septiembre de 2007






Indice general

X.

INTRODUCCI ON A LA TEOR IA DE CAMPOS 3

X.1.

X.2.

X.3.

X.4.

X.5.
X.6.

Accion relativista paraunapatla. . . . . ... ... .. L. 3
X.1.1. Formalismo Tradicional . . . . .. . .. . . . . .. .. ... ..... 3

X.1.2. Formalismo invariante bajo parametrizaci . . . . .. ... .. ...

La accon para una paitula en un campo electromagico . . . . . ... .. 6
X.2.1. Invarianciadel Lagrangiano . . . . . . . .. ... . ..o 8
X.2.2. Hamiltoniano Relativista . . . . .. ... ... ... ... ...... 10
X.2.3. El hamiltoniano relativista es la ecuatide Hamilton Jacobi . . . . . . 11
Libertad de Gauge (Calibre) . . . . . ... ... . ... . ... L. 15
X.3.1. Electromagnetismo . . . . . . . . .. ... .. 15
X.3.2. Solucdn General para Potencial electromatjco sin fuentes. . . . . . 16
Ejemplosde Camposlibres . . . . . . . .. ... oo 20
X4.1. Campoescalar . . .. ... . . . . e 21
X.4.2. Resumendeuncampoeninteréoci. . . . . .. ... ... ..... 23
X.4.3. Interac@n concampoS. . . . . . . v o i e e e 24
Cuerdade Nambu-Goto . . . . . . . . . . . . . . 27

Ejercicios Propuestos . . . . . . . . . . . 28



INDICE GENERAL



Capitulo X

INTRODUCCI ON A LA TEOR IA DE
CAMPOS

X.1. Accion relativista para una particula.

X.1.1. Formalismo Tradicional

Previamente hemos demostrado que unadaqeara una patula relativista, invariante bajo
Transformaciones de Lorentz y que tiene imite no-relativista conocido es

Soz—mc/ds

DimensionalmentéS| = [En.|] x [T]. Comolds| = [cdt], entonces, dimensionalmerjig¢ =
[mc?] - [T).

Queremos introducir en la aéei en forma exptita que la trayectorai de la pamtila es
independiente de la parametrizaciadscrita a la misma.

Elegimos, adei®s, expresar cada una de las coordenadas erbfudeieste pametror. Con
esto mantenemos una formulaeicovariante de las ecuaciones de movimiento.
() = (7).

Recordemos que lo usual (en el caso no-relativista) es parametrizar las coordenadas espaciales
con respecto al tiempo ' = Z(t).

Otra innovacdn sea utilizar (ds)? como la Lagrangiano en lugar d&. La radn no es
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4 CAPITULO X. INTRODUCCION A LA TEORIA DE CAMPOS
evidente en esta etapa. Sin embargo el Lagrangiano original:
dxH dx?
ds = | =1, [ — - (dr),
5 \/ "l (dT) (dT) ( T)

contiene una fia cuadrada y este elmento esidifde manejar si es preciso cuantizar esta
accibn. repasemos su expresibrevemente

S:—mc/\/—x'QdT
L, dat o dxtdz¥
r = — T = Nhw— .
dr ’ e ar dr

Imponiendo).S = 0 a primer orden, obtenemos

o
5S:—mc/d7'u“5x“ donde u* = v

—(&vi,)
u* es la cuadirvelocidad normalizada a la unidad.

La ecuaddn de movimientoeg S ~ 0 = u* = 0.

X.1.2. Formalismo invariante bajo parametrizacibn

Definamos una actn

1 dx* dx¥
S'=[d Y )
/ 4 e(r) "l dr dr

Esta acdn es invariante bajo parametrizaisi Note que la acon es invariante bajo un cam-
bio de parametrizadi; e(7) — ¢'(7') : e(7)dr = €' (7')dT’.

Las ecuaciones de moviento”, manteniendo fija la parametizagi), son

05" = deﬁ 20 G L
= 2 [dr ﬁ i g7 (G 02) = My G- 0]

Sid z#* = 0 en los extremos,

= — =0. (X.1)



X.1. ACCION RELATIVISTA PARA UNA PARTICULA. 5

Las ecuaciones de movimiento son las mismas que las obtenidas con la aproxitresti
cional.

Sin embargo, & podemos variar la parametrizaei(manteniendo las coordenadas fijas!,
Szt (t) =0, V7).

65" = —/ dTe—1256(—:t2).

i de*  dz¥
608" ' ~0 = ——= =4, —— -
T e e (edr) (edT)

=0

i? =0, (X.2)

luego hemos resuelto la ecuaeide una partula sin masa. La ecudsi (X.1) no implica que
estalltima restricobn (X.2) sea nula.

La variacbn con respecto &) restringe las ecuaciones obtenidas a la familia déqudais
sin masa.

La invariancia de la acon S’ bajo parametrizadn ha resultado as restrictiva. Es lo natural,
ya que podemos variar con respecto a las coordenadag 0, y con respecto a la parame-
trizacion, de modo que hay &s ecuaciones que antes.

de #y szt =0.

Necesitamos otro Lagrangiano que considerd @aets con masa.

Consideremos la siguiente expi@si

1
S = 3 /(+e_ljc2 —em?c?)dr (X.3)
95
s =0= i +e?m*c? =0 (X.4)
€
de modo que
, &7 4 mec E
T Tamr ¢ T e (X.3)
reemplazando esta expr@si(X.5) en la ac@n original,
mci? ,
S = % |/ (+ﬁ — —mec) dr

S" = — [ mev—i%dr = 5.



6 CAPITULO X. INTRODUCCION A LA TEORIA DE CAMPOS

Hemos probado que a pesar de los cambios introducidos en la ée @&sta genera la misma
ecuacbn de movimiento que la original. (Como debe ser, por lo@sm

Las ecuaciones de movimiento se obtienengéxén: 0. Como el ermino sumado a la adm
no depende de las coordenadas, entonces la éudeimovimiento es la misma

dut

dr

A esto sumamo%é = 0, que es la ecuaon (X.5)

Si elegimos arbitraria pero convenientemente -, tenemos

dx
i? = —*, luego(——)* = —1.
& ¢, luego(— )

gue corresponde a la parametrizacafin de las ecuaciones de movimiento.

Si no elegimos: como una constante sino como una famcder,e = e(7), entonces la
ecuaocbn de movimiento (X.1.2) se complica. Esto es natural.

Lo mismo sucede en las ecuaciones de Newton si elegimos una nueva para roatcdaat
t = t(t'), dondet(t') es una fun@n nolineal de’'.

X.2. Laaccion para una particula en un campo electromagatico

En esta secoin obtendremos la ecuéci clasica del movimiento de una carga en un potencial
electromagético a partir de un principio variacional. En seguida, utilizando el Lagrangiano
deduciremos la ecuan de Hamilton-Jacobi para este problema. Dado que ambas ecuaciones
provienen del mismo lagrangiano deben dar cuentta de la misina.fMostraremos que esta
escuadn es similar a la que se obtiene en taate perturbaciones similar al procedimiento
utilizado en el ndtodo de WKBJ (pero no es lo mimo) en raaxa cantica.

1
S = 3 / dr [+n‘1 it i, — +nm?c® + 2% A, Jb“] (X.6)

Donden = n(r) es una fun@n que refleja la arbitrariedad en la parametrizadie la
trayectoria de la pacula.

Hemos parametrizado cada una de las coordenadas eariudgdilargo propio de latrayecto-
ria: z# = z*(7). 7 €s un paametro posible, potkmos utilizar por ejemplait = z°, el tiempo
del observador en reposo, pero bajo esta paramefiizéas resultados no dan covariantes.

Variando la acdn propuesta [X.6], tenemos:
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6S:J):+ét/ch[g®$ﬂiu+2g®A@M“+2gA“5ﬁ‘ (X.7)
n c c

Donde debemos utilizar los siguientes resultados:

d
N T SN |y S S L
T, 0% dT(éx ) &y dT((S:c t,) — o0z 7 Tus
0A
zho A, = x‘“—amf ox”,
(X.8)
. d dA d »
A, (63") = E(A“ dzt) — d—T“ dzt = %(Au Soxt) — A, TVoxt.
En estos alculos hemos supuesto giie* se anula en los extremos:
dat |4 = 02”53 =0
1, d | q : v
0S=0= +/ dr |:—5 (E LUV) + E {Altvl’ — Al,#}l"u:| ox
Introduciendo la definiéin del tensor de faraday, , :
Fon=0,A-0,A,=A,—A..,
tenemos que
5S=0 +/d Ld v 9h, i 5o
=0= —— — (7 =Ly, z”.
T n dr c
Adoptando una expresn para la parametrizam de la trayectoria, tenemos:
1 Sy 2 92
?(m t,)+c'm” =0
con esta expre8n podemos fijan:
1 mec mec conds = d
_ = e =1m, S = T-C.
n (_nab’ %%)1/2 (%)
Asi, finalmente recuperamos la exp@spara la fuerza de Lorentz:
L d
08 = 0 para unéz, arbitrario = m T Uy, = +g F,, u"
r c
d
m—u’ = gF”“uu. (X.9)

dr c
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X.2.1. Invariancia del Lagrangiano

Como un cambio de parametrizacino altera la trayectoria de la pattla, es una transfor-
macbn de simefia del lagrangiano.

Analizaremos 6mo opera esta transformani

Origen del cambio de variable

Demuestre que una reparametrizaci
=1 =)

dondef es una fundin diferenciable y peqiie, genera una tansformani

s = g(r) o

on = £E(T)n(7)]
donde

oz (1) — xH(T)

I
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\]
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Recuerde que bajo una reparametriaadas coordenadas de un evefigermanecen in-
variantes

Por otra parte
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= Len  bar=ga

1
S, = —m / dt {E 'z, —an]

1 2
5S;p:—m/d7{[——2x'“i‘“—m2] 57]—1——:#52’:#}
n n

/ 1 .. d 2 d
5Spp:—{—x“x#+m2} E(ﬁn) Ea:#d (Ex,)

2
A LRV 2| [, 9€ @2-_5
5Spp— {UZxxﬂ—l—m ndT—l—de + s
21t dx
__“5
n dr

= pero &, =&, =0

si st =¢i* = 48, =0 SIMETRIA.
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X.2.2. Hamiltoniano Relativista

A partir del lagrangiano (X.6) podemos construir el hamiltoniano relativista para uneupart
la moviéndose en una campo electromaiigo.

Por definicon el hamiltoniano proviene de una transforndacile Legendre del lagrangiano:

[, (X.10)
o
La definicbn del momentutm es:
_ oL ) q

Para dejar la exprean anterior en funéin del momentum y la posien, despejamos la
cuadrivelocidad:

1 q
=—(P,—=A)). X.12
Up m( P ») ( )
De esta manera
1 q 1 5 2q )
H=+4+Puw —L=—P,(P’'— =A%) — - [mu'u,+mc + — A, i"] (X.13)
m c 2 c
Comoi* = 4, entonces u, = —c* puesto quel s> = —c? d 72. Usando este resultado

y reemplazandae* en funcbn del momentum (X.12) tenemos:

1 q 2 q q
H=+—PJ(P"— =~ A") — — LA (PP — AP
o B (PP =A%) e o(PP = A7)

mc

ordenado los distintogtminos y multiplicando por un factdr/2, tenmos la expresn final
para el Hamiltoniano relativista:

= % (B~ LA (P~ L a0) — (mep]. (X.14)

Podemos completar estalculo con dos resultados.

La ecuaciones de movimiento para este hamiltoniano son:
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dz* OH 1 q
=" _ - P.U__AN
Y dr oP, m( c )
(X.15)
AP _ O 4 p 9y g e = Ly om a0
dr oz, mece c c

Debemos re-obtener la ecuaci(X.9) de lalltima ecuadn. Para ello debemos notar que:
dpt dp* qdA* dp* q OA*
dr drt cdr  dr cu dxe

Incorporando este resultado en la segunda ecoatg hamilton recuperamos la expoesorig-
inal para la fuerza de Lorentz (X.9).

El otro resultado interesante es mostrar §ue- 0. Esto coincide con la forma de la ecuacion
relativista de la conservami de la enefig p, p* + m?c¢* = 0. El Hamiltoniano adopta la

misma forma salvo que el momentum incluye, en este ejemplo, una componeteicasc
otra electromaggtica (" — P*).

Evaluando el hamiltoniano tenemos:

oL 1

1
H = %up—ﬁzmupup—i—%flpup—imupup—§m02—%z4pup=0~ (X16)

X.2.3. El hamiltoniano relativista es la ecua®n de Hamilton Jacobi

Resumen del netodo de Hamilton-Jacobi.

La ecuacbn de Hamilton-Jacobi es una ecuacdiferencial, no lineal de primer orden:

oS oS as
H(a—q@,t) =% "= (X.17)

Brevemente haremos una descrigcide ®mo se llega a ella. as detalles aparecen en el
cagdtulo 3 de los apuntes.

Las ecuaciones de Hamilton, la transforndacde Legendre que lleva del Lagrangiano al
Hamiltoniano y la definidn del momentum son:
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0H

(jkza_pka H:kak_Lv

(X.18)
, — _O0H _ oL
Pk = Bq*’ pk—aq.k-

Como estamos trabajando con coordenadasrieas, la diferencia entre el nuevo hamiltoni-
ano, definido comdy y el anterior, 6lo puede ser una derivada parcial con respecto al tiempo:
K=H+2%.

Si podemos definir las nuevas variables@a@nas@, y P, en funcbn de las condiciones
iniciales para la posion y el momentum@);, = q,io) y P, = PO, el problema se simplifica
puesto quel), = 0y P, = 0, y de esta forma el nuevo Hamiltoniado es nuloK = 0.
Quedamos con:

oF
R—

ot

Si la funcbn generadord’ depende de las antiguas coordenaglag de los nuevos momenta
Py, entonces (denominada):

H +

a8 08
F= ce G, P, P? .. P™t), de mod = —— e — X.19
S(Qla y Qn, ) ) ) ) )a € MOodo quey, 8qk7 y Q aPk ( )
De esta forma se puede llegar a la ecoiade Hamilton-Jacobi:
0S a8
H(q,  gp,— - )+—=0 X.20
(q1,"+q 90 )+ 35 (X.20)

llustremos en g@ sentido se puede relacionar la ecaacide Hamilton-Jacobi como una
aproximacbn de orden cero a la ecuéani de Schroedinger. Consideremos el caso de una
parficula en una dimensh desplaandose en un potencial V(g = ;- p*+V (¢). La ecuadn
de Hamilton-Jacobi para este caso es:

1 % 2+E 2+§—0
2 \ 0q 21 T 91~

Recordemos q@ ocurre con una ecuadn escalar relativista

Comenzamos escribiendo la ecuscide conservaon de la enefig obtenida como un in-
variante en la teda de la relatividad especiak®? — ¢? 5 = (m c?)?. Usaremos unidades en
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guec = h = 1. De acuerdo al protocolo, para obtener unaiteorantica a partir de una téar
clasica, debemos transformar las cantidadgsds medibles en operadores actuando sobre una
funcion que interpretamos como la amplitud de probabilidad.

Ez_ﬁz — 2
0 h O
E;h_ e
Yot b i Oz
0 0
O 2 — I 2 —
[+m]gp 0 {axuax#jtm]go 0

Examinemos la ecuadn de Schroedinger (no relativista)

n _, _, 0U(r,t)
[—% V* + V(q)] W(r,t) =1ih T (X.21)

La solucdbn en el caso en que no existe un potencial es una ondayplang = A, expilkz — wt],
donde, por simplicidad, nos hemos limitado a una sola dirbarespacial. En un cascanreal,
donde la propagagn de la onda posee dispénsj por ejemplo, tiene una rapidez diferente para
cada longitud de onda, elegimos una fiimcde onda ras compleja:

U(x,t) = Ag expi S(z,t)/h (X.22)

Estudiamos g@ sucede al incorporar esta fumeide onda en la ecu@ei de Schroedinger:

1 ih oS
——(VS)P+V(g) — =—V*’S=——.
2m (V5) (9) 2m ot
Hemos obtenido una ecuéai de segundo orden, no-lineal en la primera derivada. Salvo
casos particulares, no es probable que exista una 6ol@siacta conocida. Realizamos una
segunda aproximatn para intentar sacar informaaide esta ecuamn y, simulaneamente, del
problema fsico estudiado.

(X.23)

Desarrollamos la fundin S(z, t) en serie de potencias donde elgraetro que determina el
orden de aproximaoh esh:

S=) = Su=S+-5 . (X.24)

Este nétodo es cabnico. Se conoce como la aproximaeieikonal y constituye una forma
de unificacbn donde la ley de Snell y la propagacide ondas, emergen desde el formalismo
de Hamilton-Jacobi de la manica.
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Orden cero

A orden cero la ecuadh obtenida (si suponemos que el potencial no tienelmirgrmino
proporcional &) es:

0S5,

1
ot

om [V 50]2 + V(x) =

(X.25)

La aproximaddn de orden cero eh nos da una ecuamn que podemos interpretar como
la aproximaaddn clasica de la ecuamn de Schroedinger. Tiene la estructura de la eouade
Hamilton-Jacobi (X.20).

La ecuaddbn a primer orden eh es:

_2(V 80)(VSy) — V25 = —2 %.

Aproximacion relativista

La transformada de Legendre que permite pasar de un siste@@scaa otro es:

Lopr @t gy prdQn e 9

dr dr dr (X.26)

Donde K es el nuevo Hamiltoniano. La fur@i generadora la definimos comQ: = S —
PEQ,. ConS = S(qx, P*), tal quedS/dq, = p*y 0S/0P* = Q. Introduciendo la derivada
de esta fund@n en lalltima ecuadn, llegamos a

dQ dS dPF dQy,
0, — pkIxE
dr dr dr @ dr

Combinando los diversogétminos, obtenemos que el lagrangiano se transforma en:

dS dPF
L=-K+% ¢
+ dr dr @
pero
dS_@S+85qu+85de_aS+ ko—FQ dpPF
dr O  Oq. dr OPF dr  Or PR " dr
dqy, Os dqy, dPF
L=p & g g8, % 0 Y
b dr +(97'+pk dT+Qk dr
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ds
K=H+ —
* or
Si elegimos las nuevas variablB$ y (), constantes e iguales a las condiciones iniciales de
las variables originaleg,(t = 0) y p*(t = 0), entonces el nuevo hamiltoniad6 es tambén
una constante y de agse desprende que

- B
or
El Hamiltoniano original era, como vimosédticamente nulo, de modo que la fulhtide
Hamilton-Jacobi relativista es

0

oS
H(a_qk7 qk77—) - 0

Corresponde a lo encontrado anteriormente

9SS e 9SS e 9
(g~ 54) (G 540) +mer =0

X.3. Libertad de Gauge (Calibre)

X.3.1. Electromagnetismo

El tensor de Farada,, no cambia su valor si el potencidl,(z) se reemplaza pod’, ()
relacionado con el anterior de la siguiente forma:

A (x) — A;(x) =A,(x) + 0, x(z)

Por convendn, cuando escribimag,,(z), significa que las cuatro funciones, dependen, en
general, de todas las coordenaddsz!, 2 y 23. Es una forma de escribir menwslices.

Como se ndi, las transformaciones de Gauge dependen de las coordenadas, cambian de
punto a punto del sistema de coordenadas, a diferencia de una transborigiabtial, como la
accbn de una transformada de Lorentz, por ejemplo, que desplaza a todos los puntos igual.

La existencia de un gauge indica que existeasrfunciones (o grados de libertad) de las
necesarias (0 de las cantidadeschs a determinar), por ejemplg,, es independiente de
la funcion x(z). La accon S, no debe depender de alggauge espéico. De esta forma al
obtener las ecuaciones de movimiento podemos determinar un gauge que nos facilite encontrar
una soluadn. Tampoco debe depender del sistema de coordenadas, debe ser covariante, junto
con ser invariante de gauge. Esto se cumple en electniia

Ejemplo:
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Indicamos una cantidadsica que es un invariante bajo cambio de Gauge:
$ Audat = [ A dat = $(A], da* + 0, x dat)
= ¢ A,dz*+0, porserunaintegral cerrada.

Supongamos un contorno cerrado y adsraspacialdt = 0) :
f A;da’ = / (VAA)-ds= / B - d5 = Flujo deB.
>

Si A, (z) no esh bien definido en la regn de integradn, por ejemplo una funén como
arctang(y/x) que permanece indefinida en= 0, entonces resulta quéy B (0 E) no esén
relacionadas directamente.

Por ejemplo en el caso de una bobina toroilak E = 0 fuera del toroide. Sin embargo en
el circuito de integraéin

Esto resultado cobra significado en el caso de un élegasando a tr&s de la doble rendija.
En med@nica céntica el potenciall,, puede ser medido a diferencia deilsida chsica donde
no lo es. La verificadin experimental ocurre en el experimento de la doble rendija, cuando se
estudia el efecto Aharonov-Bohm.

X.3.2. Solucbn General para Potencial electromagatico sin fuentes.

La ecuaddn Fj,, . = 0 tiene como soluéin generakF,,, = 9, A, — 0, A,.

Estas son las cuatro ecuaciones de Maxwell sinfuentes. Las otras cuatro ecuaciones, con
fuentes, sod, F*” = 4r j¥ /c. Si consideramosido las ecuaciones de Maxwell en ¥@gsin
fuentes), que corresponden al caso de ondas electré@tizag propagndose en el vae, la
ecuacdn diferencial correspondiente para el cuadri-potencial electroetiagres:

0, 0" A, — 9", A, =0. (X.27)

El método para resolver este sistema de ecuaciones es recurrir a la transformada de Fourier
de esta fundén a,(k). No nos preocupamos de la validez de esta transfoimasuponemos
tacitamente que ambas funciones tienen soporte compacto, es dettefiidas en una remi
acotada del espacio tiempo y que tienden a capalamente en infinito. O que so funciones de
cuadrado integrable g). Intuitivamente esto es como proyectar un vector en los vectores base
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y resolver para cada una de las componentea.eSaina funéin, de modo que existen infinitas
bases¢ **) y proyectamos en cada una de ellas, de modo que la écuseitransforma en una
ecuacbn algebraica.

Volviendo al nétodo, tomamos la transformada de Fouriergér)

Au(r) = /k . ("% a, (k) + a (k) e=™*]d*k (X.28)

—

donde kx:k“xuzkoxojtkixi:koxo—l;-x.

Insertando la expre@in X.28 en la ecuadin X.27, obtenemos:

"9, A, — 00, A, = / (K" kya, — K" ky a,)e™ + c.e] d'k (X.29)
Para que la integral sea nula para tagdg:), debe cumplirse que:

k*a, — (ka)k, = 0. (X.30)

Existen dos soluciones posiblég:# 0 y k? = 0.

Sik>#0, = a,=k,f(k). (X.31)

Si K2=0 = (k)?=|k[>ko=+]|Fk]|. (X.32)

En el primer caso [X.31], ya determinamos la expragiaraa,,. Definimos el cuadrivectok
con una barra para distinguirlo del vecfgrque es nuld:?> = 0 y que participa en el segundo
caso.

La solucbn de la ecuadin X.30, para el segundo cakd = 0 es:

k-a=0, 0, | k|ag+k'a; =0, oexpicitamente|k | ag— k; a; = 0. (X.33)

Como(ka) = (k*a,) = 0, entonces,, debe ser ortonormal/a,.

Dado un cuadrivectdr”, existen tres cuadrivectores ortogonalés. ®ado queeste no es un
espacio eué@lieo, uno de los vectores ortonormales es el misf@uesto que, por definiwn,
ortonormal es(k* k, = 0). El vectork, queda descartado puesto que ya se 0Otiia el caso
anterior [X.31].

De este modo&o debemos encontrar dos cuadrivectores ortonormatésyau,, debe ser
proporcional a ellos.



18 CAPITULO X. INTRODUCCION A LA TEORIA DE CAMPOS

Pero antes de seguir con la determibadieq,,, es conveniente analizar esto de los vectores
nulos. Un punto interesante acerca de ellos lo estudiaremos antes de seguir con el problema.

Mostraremos en el siguiente ejemplo que el resto de los vectores que buscamos no puede ser
nulo (salvo que recurramos a lo8meros complejos, peésa es otra historia...).

Analizaremos este comentario en el siguiente ejercicio.

Ejemplo (Ref. [1], pag.17, Problema 3.2 .

Encuentre 4 vectores nulos linealmente independientes en el espacio de Minkowski. ¢ Es posi-
ble encontrar 4 vectores NULOS que sean linealmente independientes y ortogonald® entre s

Solucion

Definamos cuatro vectores linealmente independientes:

Z‘O — X __ _ z __
¢’ =[1,0,0,0], €% =[0,1,0,0], ¢% = [0,0,1,0], ¢ =[0,0,0,1].

El sulindice ;. indica las componentes del vector y el sipdice o revela al vector. Una
combinacdn lineal entre ellos genera los vectores nulos que denominaipasando la misma
notacbn:

g0 T 2 g0 Y 4 g0 z 5 g0 z
ng =€, + € Ny =€, €y My = € € Ny =€, + €ppeee

ni = ezo — €
pueden existir ras vectores nulos, el supndice puede seguir hasta 4, 5,..., a diferencia del
sulindice i, que sigue tomando valores entre 0 y 3. Cada uno de los vectores nulos es ortog-
onal a $ mismo:n*” ng n; = 0 para todon. Comoéste es un espacio de 4-dimensiones, por
definicion Dlo pueden existir 4 vectores linealmente independientes. Podemos comprobar que
los vectores nulos definidos NO son ortogonales entré@ definicon SON paralelos y or-

L : 1 5 .
togonales aismismos. Por ejemplay, = [1,0,0,—-1]yn; = [1,0,0,+1], y multiplicando
ambos vectores:
g, =14+04+0+1=2, (X.34)

algo similar sucede con otros pares de vectores nulos.

No pueden existir vectores nulos que sean ortogonales énpergue de esta maneraiser
paralelos entreisVeamos, sk y ¢ son ambos nulos y ortogonales entoniges,, = k# ¢, = 0
entonces:, — ¢ = 0y ambos son iguales o proporcionales.

Otra demostraéin consiste en asumir que existen 4 vectores nulos y ortogonalesiefee s
puede demostrar que en este caso, si expresamos un vector cualquiera en esta base de vectores
nulos, resulta tener aadulo nulo. Como esto es un absurdo, la suposiaiicial debe ser falsa.
NO existen 4 vectores nulos, linelamente independientes y ortogonalesientre s

g
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Siguiendo con la resoluin del problema de encontrar la exptesdea,, en el casd:* = 0
, debemos encontrar dos vectores ortonormales e desprende del ejemplo resuelto que los
vectores que buscamos no pueden ser nulos y que deben estar en el espacio complementario a

k,. Los podemos definir comdf“) cona = 1,2 como el paametro que determina cada uno
de los dos vectores. Como debemos cumplir la coadi®{.33, elegimos vectores tales que:

ao = ei = 0 para todan.

Definimos la parte espacia) = ¢\”) y de acuerdo a la condimi X.33, tenemos:\™ k; = 0
para today. Ademas queremos que los nuevos vectores sean unitarios:

(@ @)y — gos

i i

e

La solucdbn general para,(z) para ambos casos es:

a(k) = ky, f(F) + ef (k) ba (k) (X.35)
cona=1,2

Las funciones,, = b, (k) son dos funciones arbitrarias del cuadrivector riyloA esto se le
suma la fundin arbitariaf (k) dondek es un cuadrivector diferente dg.

Introduciendo esta exprési paraa,, (k), podemos clasificad,,(x) en dos campos

Au(z) = A (z) + All(2) (X.36)

1 _ 3 ikz (@) (L r
Al / &k [e e (F) ba(k:)+c.c.LOE (X.37)

Una de las dimensionesy de las integrales fue absorbida en las tres restantes debido a que
k° estr determinada en furam del nodulo del vectok.

Al = / 4k [ek ki f(R) + c.c.} : (X.38)

pero el €érmino entre corchetes se puede escribir como:

Al=0,a(x) All"es $lo un gauge y se puede eliminar. (X.39)
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Recordemos lai$ica de un problema no puede depender del gauge. El caigio@ que
medimos no puede depender del gauge que estamos usando para resolverda dogagica
del campo.

(X.40)

1 ; v 7
R e LT |

0
Hemos demostrado que, en ausencia de fuentes, los cangmbsces y magaticos son
ortonormales a la direa@n de propagadn. Este es un resultado de validez general.

Hay mas consecuencias atadas a este resultado. La intematectromagética es de alcance
infinito. Esto est ligado a que el f@n tiene masa nula. Al examinar la ameidel campo
electromagético, veremos que el hecho de imponer que laGacsea invariante de gauge,
obliga a que la masa del fot sea nula. Otras tdas de este tipo (vectoriales) que tienen masa
no mula, son de corto alcance. El alcance de la fuerza depende de la masa deu&pé&irt
unidades en las cualés % y ¢ son unitarios, la masa tiene dimensiones €., el inverso de
longitud. Si la masa es nula el alcance es infinito.

Cuando reinterpretamos la témrelativista del electromagnetismo @nrhinos de una te@
de Gauge basada en la invarianza bajo el g9, la magnitud de la interadmn es elunico
aspecto de la tet@ de la interacéin que no es derivado. Debe ser medido y una vez medido se
establece para todas las interacciones electroati@gs. Todos los otros aspectos de laiteor
fluyen directamente.

Hoy sabemos que la fuerza electroméiiga es 8lo una cara de otra interaéa, la electro-
débil. Estos estn definidos mediante otro grupo de Lieu(2). Este nuevo gauge no es Abeliano.

Las interacciones fuertes en su vérsactual son explicadas mediante el grup de Lie, tambi
no Abeliano.d u(3).

X.4. Ejemplos de Campos libres

(Referencia: Rubakov)

Hay una relad@n entre los camposagicos y las paitulas en la teda clantica:
A, (z): campo vertical, describe a los fotones (jmras con spin 1y sin masa)

¢(z): campo escalar. El &s simple, es un escalar de Lorentz. Describe alosesones (sin
carga)

¢1(x)+igs(x): corresponde a los mesones cargadog mesones y ciertas otras paikulas.

B, (z): campo vectorial masivo, describen a las featasiV*y Z.
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X.4.1. Campo escalar

S:/d“x{%gblagb(f—i-%quS?}

si variamos el campo(xz) — w(z) + d ¢(x), S ¢1, = 0,(d ¢) y suponiendad ¢ decrece
rapidamente (soporte compacto), entonces

0S = /d4a:[—8“(8“g0)5<p — m?0¢]+

+ [aX o050

d > " = frontera de el 4 - volumen de integréni

05 =0
= 0y0°p+m?p =0
Analice las dimensiones de esta ecoaci

=]

7]
Estas dimensiones corresponden a

0212% == m L cp - ME

pero si[L] = [T], entoncesh| = 1 = M L.

luego[M] = 7

Ejercicio: Encuentre la masa equivalente a una longitud de 1 cm

Empleando la transformada de Fourier, tenemos

p(x) = /k » d'k [e* @(k) + c.c.] . (X.41)

Aplicando la ecuaéin (X.41) sobre lo transformado de Founier, tenemos
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de modo que sp(k) # 0, salvo un conjunto de medida cero, entonices- (k°)2 — |k|2 = m?2.

KO = 44/ |kJ2 4+ m?

Esta ecuadin representa la ley de dispénside las onda§v = w(k)) al propagarse.

En Clasica quiere decir de cada ererfgolor por ejemplo) se propaga con distinta velocidad.
De esta forma el paquete de ondas inicial, se esparce a medida que se propaga.

() = [ d'k (k> —m?)0(ko) [e™ G(k) + c.c]

= [d*k 6 ((ko + wk)(ko — wi)) O(ko) [e™*3(k) + c.c.]

(@) = o = (ko)d(kd —wp) = 5= +0
= [ @kdky ) [eheg(z) + cc ]

= [&& [ei(kot_’z'f)gb(:c) + c.c.}

2wy,
E = 24 anQA_c
L = fd?’a:ﬁ:fdgx{%@ugo—%ngpz}

= [Pl - (V) - b

oL _ .

de@ ¥

E = [ &P 1@+ L(Ve)r + 2y
E = 1 [dx [¢+Vg0) 2@02]

= que la elecdin de signo en la admn fue la correcta. La Eneiaydebe ser positiva, oas
precisamente tener un valoimmo finito.
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X.4.2. Resumen de un campo en interaocon

Campo escalar complej@:y ¢+ son independientes
SZ/d%[%w*%w—nfw*ﬂ
Spx £ "Dy - +m*p =0
5g0:0:>8“8ug0*+m290* =0
Existe una cantidad conservada
J), = —i(p* Oup — 9 0, %)
oM J,=—i[0"ox O+ o*x 0" 0up—0" 00, px—p0d"0,px] =0

si se cumplen las ecuaciones de movimiento.

Adenmas, las ecuaciones son invariantes bajo el siguiente cambio:

{7

w—=e%p , a = constante, y

px — e TPk,

8, J" =0
/d%@ﬂ:/ﬁ%ﬁ+/d%vjeo
:Q:/J%Vf
%Q:/ﬁ%%:-/ﬁﬂ%i

[
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si J — 0 enco

= 0 Q=0

X.4.3. Interaccibn con campos

5— / 043 [(0,0)(0"0) — V()]

_Vm?

5 0> + Vi)

V(p)

Ejemplo: DadoV/ (¢) = 2= ? + 2 % + 3¢
Encontrar los coeficientes )\ y m tales que la enefg tenga una cota inferior

Las ecuaciones de movimento son

ov
a, 0" — =0
1 ‘P"’&p

(9“F“l,:q/

0"J, =0

¢ Podemos considera'jzo) =—ifp* 0,p — (0, p*)p] tal quleLO) =J,?

Sip = \/%(901 +ip2) Y ¢1 €s independiente de, entonces la densidad Lagrangiagase

puede escribir:

1 m?

L= ia“ T TS Fir M

Existe suma sobre= 1, 2.

La conservadin dela corriente/#, ;. = 0, implica una conservagn de la ¢arga”. No es
necesariamente la carg&efrica, puede ser masa, spin @to ...

Defina
Qo = J &Pz JY

Qo puede depender del tiempo
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Recuerde un: 0 en infinito y queJ’,i = V - fluego, existe una carga conservada. No
hemos especificado su significado.

Interaccon entre un campo escalar complejo y el campo electroéteagn

1
S:/d4x [3“0* Mo —mPox p— ZF#,,F“”—QJSA“
Las ecuaciones de movimiento

—0,0"p —mPp + 20 q(0,p)A" +iqpd, A* =0

—0,0"p + —mPp * —2i q(0,0%) A" +iqp* 9, A =0

Vemos que],ﬁo) no es conservado si las ecuaciones de movimiento se cumplen

0" 00 = —i(px 0" 0, — 9 0" 0, )

Multiplicando por(—i¢x*) y (i ) adecuadamente, obtenemos:

M IO =2q0"(px pA,)

Una forma ilustrativa de resolver este problema es la siguiente.

Vamos a requerir que el Lagrangiano sea invariante bajo transformaciones de Gauge:

plr)  — @) = @)
px(r) — ¢x(z) = e"*@px(z)
Au(x) - A:L(l.) = Au(@"‘%au@(x)

El campo electromagtico es invariante bajo esta transforndacparaA,,. Los camposy y
©*, No lo son, salvo el case(x) = constante

Calculemos

D' (x) = em[au‘:p + (9, )]
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Definimos

(Du (p)/ _ Bia(x)D'ugD
D, ¢ — 0, ¢ en el imite de camposé&biles
Dup = Oup—iqAue =0, —iqAy)p
Dy = O —iqA,¢
= €9, 0+ e*pi(0,a)
- iunemgo—iq%(Gua)emgo

= D,y
Por tanto(D,,¢) * (D") es invariante de Gauge.
Proponemos el siguiente Lagrangiano

1 14
S = / d'x {—ZFWF“ + (D) * (D" ) =m*p x ¢
Variando la acdn con respecto a los campdg, obtenemos
oME,, =J,

J, = —i(p* 0,0 — (Oup*)p) —2q A, @ @

Escrita en forma invariante:

Ju=—ilpx Dyp— (D) * ¢l
Ojo conypx*, que hemos asumido independiente
D, px = (8u +2'un)¢*

El signofrente al campo de gaugg tiene el objeto de contrapesar las derivadas de manera
que,

(D px) = e_m(m)(Du ©*)
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Las ecuaciones de campo parg o son

D,D'o+m?p=0

D, D'y =(0,—iqA,) 0" —iqA")p

Comprobemos que la corriente se conserva:

oM J, = —i [(0"p*)(Dy @) + @ * (0" D) — (D, %) (") — 0*(Dy o] * )]

Mo*x Dypo+@x*x 0'D,p=

=0"p*x Dypo+iqA,px Do

+o*x D, —iqA,pox D'

=D,px D'o+¢x* D, Dty

Analogamente para el otro campo

oM J,=0—1i(px D*D,o— ¢ D" D, px)
PE,, =,

D,D"o+m?p=0

X.5. Cuerda de Nambu-Goto

a) Muestre que para una cuerda no-relativista, lsdaade Nambu-Goto se reduce a émhi-
no con la energ cirética menos urermino correspondiente a la eniergotencial proporcional
al largo de la cuerda.

b) Pruebe que la endmycirética proviene @o de la componente de la velocidad perpendic-
ular a cuerda.
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c) Calcule la masa por unidad de largo que se desprende de la érpteda energ poten-
cial y cinética.

d) Muestre que las ecuacionesicas de movimiento indican que los extremos de la cuerda
se mueven con la velocidad de la luz.

X.6. Ejercicios Propuestos

1.— Enun @arrafo de un trabajo aparece la siguiente afirraciLas ecuaciones de movimien-
to de un campo escalar sin magase pueden obtener a partir de la siguiente densidad
Lagrangiana:”

FQ
L= - (9, ¢)?, con F=Constante
y continlia: fta densidad Lagrangiana puede ser t@mlobtenida a partir del Lagrangiano
alternativo:” .
£=i(0,0) T + 55T "

a.- Demuestre que variando la a@@tiS = [ d*z £ con respecto d@* en estdiltimo La-
grangiano Ud. obtiene una ecuacipara/*. Esta esJ/, = —i F2 9, ¢.

b.- Reemplace esta expresideJ* en ellltimo lagrangiano y re-obtenga el primero de
ellos.

2.— a.- Defina la derivada covariante en la forma usiigl:= 0, + ie A,. Considerando
D,, como un operador actuando sobre una fonciencuentre el valor del conmutador
D,,D,] =".

¢Puede darle una interpretacifisica a la expreén obtenida?
b.- Una forma de generalizar la té@@anterior a otra se ha logrado definiendo una nueva
derivada covariante como:

D, =0,+igA, con A,= AlT°

donde existe una suma inigta en elindicea y 7 con a=1,2,3, son las matrices de Pauli.

Los elementos!, son tres vectores diferentes identificados cada uno comlige a=1,

2 y 3. Cada uno de estos vectores tiene cuatro componentes, donde cada componente
est identificada con éhdice.

Encuentre:

[DWDV] =
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Considere ahor&, como un operador actuando sobre un vector columna de dos compo-
nentes. (Similar al operadéy actuando sobré€’; y C, en la teora de perturbaciones).

Compare este resultado con aquel de la parte a.-. Recuerde gifedon funciones, por
tanto conmutan. Obviamente las matrices de Pauli no conmutan.

Esta es la derivada covariante utilizada en laitede gauge de Yang-Mills con el grupo
SU(2).

Al considerar las ecuaciones de Maxwell, se eétuatin cierto detalle y para el caso sin
fuentes, la soluéin general del cuadri-potencidl,(x). Las soluciones se clasificaron de
acuerdo al valor dé?.

Especifique, considerando los casos posibles, las propiedadgsg:desi optamos por el
gaugeA, = 0. Por ejemplo si hay funciones que quedan sin determiné@rfuuciones
son nulas...

a) Supongamos que los vectoaf&%y ef) sonreales. Esto corresponde a una polarizaci
lineal de una onda electr@gnetica. Demuestre que en una onda plana que tiene la forma
siguiente (ver nomenclatura en apuntes):

el campo maggtico es perpendicular (en el sentido habitual de tres dimensiones) al cam-
po ekctrico en cada punto del espacio tiempyp que ambos~ y B son ortogonales al
vectork.

b) Considere el Gauge de CoulombA = 9; A;.

¢Cual es la condidn que debe satizfacer la fubaia(z) para que el nuevo potencid,
cumpla con la restricon del gauge de Coulomb? @ es la expresin parad,? Séiale
explicitamente cal es la funadn arbitraria en la determinaxi deA,,?

El monopolo de Dirac es un ejemplo simple pero no trivial donde se mezcla la gegmetr
la fisica.(Una referencia general es Jackson de electouia, secén 6.12 y problema
6.18.)

El modelo de Dirac se puede visualizar de la siguiente forma: imagine el monopolo
magretico como una esfera de donde emerge radialmente el camp@ticaghas ineas

de campo magatico ingresan por un tubo infinitamente estrecho por el segmento inferior
del eje z, provenientes de infinito.

En el problema siguiente se indica un camino que comienza en la@oldel problema
clasico de un monopolo magtico (nunca observado hasta hoy) el papel de la transfor-
macbn de gauge en las ecuaciones del campsiob hasta el papel de las transforma-
ciones de gauge en la ecuaitide schroedinger, terminando en la cuantimade la carga
eléctrica si existe un solo monopolo en el universo.
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a.- Suponga que existe un monopolo netgo de cargay, py; = 47 g en el origen de
coordenadas. Encuentre la expoespara el campo ma’gticoé en coordenadas &sfc-

as. Demuestre que el potencial még'mff asociado tiene una sola componente distinta
de cero, ella es:

1—-cosf) -~
Ay =g {1 - cosf) - ) ¢. (X.42)
rsind
UsandoB = V A Ay la expresbn del vector potencial magtico (X.42), compruebe que
recupera la expre@n original parab.

b.- Surge una dificultad sin embarg@:[x.42] no esé definido er = . Primero veri-
fique que nada sucede ér= 0, dondef = ( corresponde al eje-z can> 0. Compruebe
que usando la integrgf dS - B = [d®xV - B, no se obtiene el mismo resultado que

utilizando el potenciaf dS - B = §,, d (- A =?, dondedS? es el borde dé&>.

c.- No hay una buena réam para ubicar la singularidad en la parte inferior del eje z.
Supongamos que la singularidad se ubica por la parte positiva del eje z. Muestre (se debe
llegar al mismo campo magtico del caso anterior) que en este georaedt potencial
magretico, que denominamo$._ es igual a:

(—1 —cosf) -

A, =g ¢ validopardd > e=U_. (X.43)

rsind

Si re-bautizamos el potencial inicial comﬁ, valido enf < nm — ¢ = U,, entonces

en la intersecéin deU, () U_ tenemos dos potenciales mégnos y un 6lo campo
magretico. Los potenciales deben entonces estar relacionados por un gauge. Escriba ex-
plicitamente la ecuagn

A_ = A, + VA. (X.44)

y encuentre qua = —2 g ¢.

d.- ComoA, desafortunadamente, tampoccaedtfinido uivocamente (piense en= 0
y ¢ = 2), vamos a recurrir al caso antico para liquidar el asunto, puesto que no hay
como arreglar esta falta de unicidad dentro déde# chsica.

La solucbn cuantica la proporcionaron Wu y Yang en 1976.

Primero se le pide que demuestre que la ecuagé Schroedinger para una una fgat
con cargee

— € 2 . g
(== AP —eo| v =ihs (X.45)
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es invariante de gauge bajo las siguientes transformaciones &imadt, que incluyen a
la funcion de ondap:

A = A+ VA,
N B
/ — _ —A
¢ B ¢ cot
P = exp {@ﬂ} Py (X.46)
he

e.- Suponga que conocemos una sdndaie la ecuadin [X.45](para el argumento que
sigue no es necesario conocer su dependencia en la coordenattz@taexghte). Para ser
espedico, si conocemos la exprési para) , ésta debe ser univaluada, por ejemplo, en
el ecuador de la esferé & 7/2) el valor de esta funén en¢ = 0 debe ser el mismo que
eng = 2.

Enlaregbn en que ambos potenciales séfidos (/. (| U-) (por eso especificamés=
7/2), las correspondientes solucionggstn relacionadas por kdtima transformadn
de gauge mencionada [X.46].

Demuestre que si exigimos que la fumtide onda)_ sea tamk&n univaluada en la esfera,
es decir, que al igual que, tenga el mismo valor que, en¢y =0y ¢ = 27, entonces
necesariamente la carga magoag est cuantizada y resulta ser= n (hc/(2e|).

Concluyendo: basta que exista un monopolo rétign en el universo, para que la carga
magretica est cuantizada, y se aparezca en unidade& dg(2|e|).

A continuaddn procuraremos ilustrar algunas ideas acerca déhfieno de superconduc-
tividad y mostrar su semejanza con el formalismo de un campo escalar complejo acoplado
con las ecuaciones de Maxwell. Una refereritibacerca del feémeno de la supercon-
ductividad, a este nivel, es Feynman Lectures on Physics \Vol. lll, Cap. 21. (Leebrsecci

3 para una interpretam fisica del momentum electromagfito.)

La supercoductividad es un modelo mac@gsco y ocurre porque un par de electrones
guedan ligados por una fuerza muhil a trawes de su interacoh con la red cristalina y
su amplitud de probabilidad es una fumtiextendida comparada con el tdioale la red.
Bajo ciertas circunstancias, en el interior del cristal el campo &tagmes nulo. Existe
una corriente en la superficie que impide que el campo Btagnexterno (si es menor
gue un cierto campo itico H,.) penetre. Este es el efecto Meissner.

Ginzburg y Landau propusieron un modelo fenomégmmo para la superconductividad
en 1950. El modelo definitivo es la téade BCS que aparécen 1957.
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Considere la densidad de eri@rgibre de un campo escalar complejo independiente del
tiempo e interactuando con un campo Netipo:

1 1
F=—|[a&
V/ x{2m*

a.- Variando élo el campoA encuentre la ecuam V A B = (47 j)/c con

2 2

[7—1 v+ §/T(F)] (7)| + B—7T +a (M +§ PGl }

(4 c

8

2¢? =

2ch (p ™) Al

2im*

j=- [w*ﬁ&—wﬁw*}—

m*c

b.- Variando con respectog, encuentre la ecuam de Schidinger:

[ ! (736+%£(m) +a+ﬁ|g0|2] H(7) =0

2m* \ 1 c

c.- Sipe* = n donden representa la densidad de electrones ligados en el supercon-
ductor. Para temperaturas inferiores a la temperatitiassresta densidad es constante

al interior del metal. Si se produjera una sobre densidad émalgnto de la red, las
fuerzas éctricas la destrdian. Inserte esta informai ¢ =constante en la ecuaci de

la corriente/, y demuestre que la corriente es proporcioﬁaUsando las definiciones del
vector potencial y las ecuaciones de maxwell encuentre una émlpa'raff. Considere

gue dentro del superconductor el campo n&igo es nulo y fuera es constante.
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