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Problema 1: Trompo

Un trompo con momentos de inercia I1 e I2, masa m y centro de gravedad
ubicado a una distancia h del punto fijo, es puesto en movimiento con su eje
de simetŕıa en posición horizontal. Encuentre la condición para que el eje de
simetŕıa del trompo se mantenga horizontal.
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Problema 2 : Ecuaciones de Euler

Considere un plato delgado con momentos de inercia I1, I2 e I3 con respecto a los
ejes principales de inercia x̂, ŷ, ẑ respectivamente, tal que I2 > I1 e I3 = I1 +I2.
El origen del sistema está localizado en el centro de masa del plato. Al instante
t = 0 comienza a rotar con velocidad ángular Ω en torno a un eje inclinado en
un ángulo α desde el plano del plato y perpendicular al eje ŷ.

Si I1/I2 = cos(2α), muestre que al tiempo t la velocidad ángular en torno al
eje ŷ es: ω2(t) = Ω cos α tanh(Ω t sin α).
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Problema 3 : Pequeñas Oscilaciones

Un aro de masa 2m puede deslizar sin roce por un cable horizontal. Unido
al aro, está un péndulo doble de masas iguales m y largos iguales l.
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a) Escriba el Lagrangiano del sistema.
b) Obtenga el lagrangiano aproximado de pequeñas oscilaciones.
c) Encuentre las matrices M y K.
d) Calcule las frecuencias propias del sistema.
e) Determine los modos normales y descŕıbalos cualitativamente .
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El sistema viene caracterizao por los momentos de inercia: I
1
, I
2
, I
3
.

Se tienen las relaciones siguientes entre los momentos antesdichos:
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El sistema tiene condiciones iniciales, en t= 0, como se vé en la figura.

Consideremos las ecuaciones de Euler, esto es:
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Multiplicando por ω
1
, ω
2
 y ω

3
 respectivamente las ecuaciones (1), (2) y (3);  y usando las 

relaciones de los momentos de inercia que tenemos: las ecuaciones toman la forma:
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Sumando (4) y (5) obtenemos la relación:
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Podemos evaluar esta expresión en el instante inicial, puesto que 

ω
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Luego tenemos que:
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de donde despejamos ω
2
:
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Ahora si multiplicamos (4) po I
1
 y (5) por I

2
 y las sumamos a (6) obtenemos que:
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Por lo que podemos evaluar en t= 0 igual que para (7) obteniendo:
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(9)

Reemplazando las relaciones entre los momentos y usando (7) u (8) despejamos ω
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Ahora vemos que:
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Con lo que escribimos finalmente:
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Con esto podemos reescribir la ecuación (2) como sigue:
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ahora integramos esta ecuación usando el cambio de variables u =

ω
2

Ω cos α
:
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 du =Ω t sin α

arctanh u =Ω t sin α

u = tanh Ω t sin α

(13)
Nota: también es válido ver que la solución propuesta satisface la ecuación diferencial (11), en 
lugar de integrarla.
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