Sistemas Dinamicos
Control 3

Profs: Felipe Barra y René Rojas
Tiempo: 3 horas

Problema 1: Pequenas Oscilaciones

Considere un sistema compuesto por dos bloques de masa M, conectados
entre si por un resorte de constante elastica k, que deslizan sobre una superficie
horizontal sin roce, sobre uno de los bloques cuelga, desde su centro, un péndulo
de largo [ y masa m, como se ilustra en la figura.

a) Encuentre el lagrangeano de pequenas oscilaciones.
b) Para g/l = k/M = w?, Calcule las frecuencias propias del sistema.
¢) Y obtenga los modos normales de oscilacién, describalos cualitativamente.

Problema 2 : Ondas en una Cuerda
Una cuerda de largo 2L, densidad lineal o y tensién 7, se encuentra sujeta

en sus extremos a dos paredes. En al mitad de la cuerda estad aderida a ella una
masa puntual m. Encuentre las frecuencias propias de oscilacion de la cuerda.

m




Problema 3 : Ecuacién de Onda

Considere un sistema de N masas iguales m, unidas entre si por una cuerda
de masa despreciable y separadas por una distancia a. Este sistema se encuentra
sujeto de un extremo y cuelga en presencia de la gravedad como muestra la

st |7

a) Si se consideran pequenos desplazamientos de las masas con respecto a la
vertical, encuentre el sistema de ecuaciones que describe el movimiento de las
masas.!

b) Muestre que en el limite continuo, en que a — 0, N — oo, de modo que

Na = L fijo se obtiene la ecuacién de la cuerda vertical, es decir 2

Py 0 Oy
oz am<<Lx>ax>'

Hndicacién: haga un digrama de cuerpo libre para una particula n arbitraria.
2Considere que cuando toma el limite continuo esta se mantiene fija a una altura x, es
decir na — z cuandoa - 0y N — oo.
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Pauta Control N°3

Problema N°1
Para simplificar el problema supondremos que el resorte tiene largo natural cero y que los bloques son

intangibles. Utilizamos el sistema de referencia de la figura y notamos que el sistema tiene tres grados de
libertad: g = (ys, Y2, 0).

Posiciones de las particulas:

=0y Uy =919

Ty = Y29 Uy =529

T3 =Y,y +1p U3 = 3,9 + 160
Energia cinética:
Ty = My T, = My} T3 = Im(y# + 126% + 21y6cos(H))

T3 = XMy + (M + m)y? + ml?62 + 2mlyfcos(6)) ~ 2(My? + (M + m)y, + ml?6? + 2mly0)

0 M+m ml
0 ml ml?

M 0 0
Matriz de Masa: T-=

Energia Potencial:

U =2k(y2 — Y1)’ — mgkos(8) = Lk(y. — y)* — mg(1-16?)

K —K 0
OU = ( &(y>=y1) , k(yi—Y2) , mghin(8)) HU=|-k « 0 ]
0 0 mglcos(0)
. . K —K 0
Punto de equilibrio: Si ¢ = 0 entonces U =0 y HU = [—K K 0 ]EV
0 0 mgl

Notar que V es una matriz semidefinida positiva: los determinantes de sus bloques de 1x1, 2x2 y 3x3
partiendo de la esquina inferior derecha son mgl, kmgly cero respectivamente.



a) Lagrangeano:
L=T-U=(My?+ (M+m)y}?+mi262 + 2mlydcos(0)) —ik(y> — y)° + mgicos(6)

~ P = 1My 2 + (M +m)yf + mi?6% + 2mly6) —1k(y — ) + mgl(1-216?)

b) Frecuencias Propias: de{(V — «fT) =0

Kk — Mw? —K 0
det —K Kk — (M +m)w? —mlw? =0
0 —mlw? mgl — ml?w?

(k — Mw?)((k — (M + m)w?)(mgl — ml?w?) — (mlw?)?) — k?(mgl — ml?w?) = 0
Reemplazamos K= M wy’ g= la:
(Mwé — Mw?) ((Ma)o2 — (M + m)w?)(mlPwé — ml?w?) — (mla)z)z) - Mwd)?!(mlPwi —ml?w?) =0
Dividimos por mMAI? ;
(@ = o) (08 = 1+ Pe?) (@ - ) =12 - (@))2@F - 0?) =0

Hacemos un poco de dlgebra (Nétense los factores comunes):
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Frecuencias Propias: w =

c) Modos Propios: (V — o/ T)-Ud = 0. Diremos que U = (a, b, ¢)

1.- Caso af =0:

Solucién:a=b,c=0

k -k O a 0
[—K K 0 |- <b> = <0)
0 0 mgll \c 0 Escogemos ;=(1, 1, 0)

El resorte permanece en su largo natural y el péndulo cuelga en posicién vertical. Todo el sistema esta en
reposo o se mueve con velocidad constante.

2.- Caso @2 = cq)z:

0 -« 0 ay /0 0 M 01 ,a /0
—K —ma)oz —mlwoz . <b> = (0) Dividimos por —az)zz [M m ml] . <b> = <0)
0 -—mlw? 0 c 0 0 mi 0l \c 0

Soluciéon: b=0,a= —%Ic . Escogemos 1,=(ml, 0, =M

El segundo bloque permanece en reposo. El primer bloque y el péndulo oscilan en direcciones opuestas. El
centro de masa del sistema permanece estatico.



3.-Caso (> = (2+ %)abz
Solucién: b =1+ )a, ¢ =3( 2+ 31 )a. Escogemos 13=(MI, {(M+m)l, 2M+m)

(El desarrollo queda propuesto) El primer bloque y el péndulo oscilan en un mismo sentido, aunque con
diferente amplitud. El segundo bloque oscila en sentido opuesto. El centro de masa del sistema permanece
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d) Matriz de Pasaje:
1 ml Ml
P=[, u, u;l=|1 0 —-WM+m)l
0 —M 2M +m
Coordenadas Propias: § = P-9:

y1=®1+ml®2 +Ml®3 N y2=®1_(M+m)lG)3 N 0=_M®2+(2M+m)®3

Invertimos el sistema para obtener 0:

0. = My, +(M+m)y,+mlO Q. = V1—ya—mlo _ M(y1-y2)+mlo
1 2M+m r V2 (M+m) 1 3 T I(M+m)(2M+m)

Normalmente conviene normalizar los valores propios antes de construir la matriz de pasaje. El hecho de que

los distintos componentes de cada valor propio tienen unidades diferentes dificulta este paso (Por ejemplo, se
tendria que hacer un cambio de variables del tipo gs=| @para solucionar esto). Por esta ocasién se dejara asi.

Asignacion de Puntaje:

Parte (a) 2.0
Parte (b) 1.5
Parte (c) 2.0
Parte (d) 0.5
Punto Base 1.0

Total 7.0



Problema N°2

b end |
¥ Aroma  tm A G o
Loy N
d ' Emonn Nmr frt:.-.u.u:
X=2<L
¥ E X sl [Fﬂpr‘nﬂ: :

¢ Plamtcomme) folme s o va wnhle, se parmea, o lo euacoa
THARTP DU T T e TR s b A R
..l...&ﬂ;nmmn poan il e &l cana s

PR g
\{’t ?‘rﬂfﬁwﬁh+ﬂmrhl}ﬂ'- ; lEX € o {D.
—WE
Yy = (cmke+pesska)e™ - asxse

.. A ?ﬂ"ﬂ'h I o newA o ] Lol &0 a ke borcle

I"I Ly Em x=0 Ye loyt) = Yy (9, ) Ceombim widad e .r:-)
L}:' Li Ean A= -l "3 tP( tL,6) =0
R s beit)=o , P (ee)=o
¥ Gauieish e soade o
hotora ote an.rau_. o

 * Contimuidad

ﬁ’a}'M- QVFUA: Y (o t)

p=p]| @

@~ At (1K) + Beor (kL) =V
& [Atg(x)=8 @




'*;(LJE}:Q - E:ﬁm'i"‘ﬂ-tﬂmj{‘u[.}:n

= |cra(tL) = - | @

:} ¢ Adienan de @1@ 7 ®
= A= -C

=+ T{Hwﬁl-imﬁq.):w?q‘

ﬁl
la aproxiiimec o F?"';E" o 5e loes -1t fen® « T3~ ?a!’l
£ 3 ¥ de 5o YooY
—» 7 [%s _ 3% ) = P '31""' s 3
: (‘Er.r. S ) ol 3> o Com brm

ﬂt. p‘ﬂﬂ

] ('&j,-‘a‘h)] ﬂni}?’njw &
I K ox X=g K=o

[ Mm x=5
Tk (¢ -a) =“Mm18? L cwang Co=A =

: 2Tk f"-‘-) = -’ Ate ki)
ﬂﬁﬂtkm} =t mwR 1y (kL)

O Eﬁa-ﬂt-ﬂ-ﬂ f“rﬂ'h‘m
l‘l‘%(ﬂ} - == . KJ t-‘,....w-tufﬂ-ﬂ-

'Ffﬂi tatm & A"
"f..ﬁm




Teuemst Lo eaocon trarces denfal pam o, g ‘T
| b ahe
[ (=) - @) 4 ]
Gm}l'tﬂ-ﬂnﬂl Laa #lyﬂr_."qh
“'i.l: h{kl-‘j

|
]

Eoidin btmuanie La cemacshs @ R jabifeee cuande
.'3‘"31 , Lcﬁ.: Lo ,-uh; oy e Secelem r-{_.(rtjt..i-mq

Los Ka selaconta

rnf'-i- Lh'-" xr "0 _i = \J

1 e, Kw

2ty (kL) >0

L,.,,J Kknl = MmT &b § KnE ""JEJ{& e pe vt ‘el

Asignacion de Puntaje:

Soluciones de Ecuacion de Onda por tramos bien planteada 1.0
Condiciones de borde habituales (Continuidad, Extremos Fijos: 1.5
Balance de fuerzas: condicién de borde en X =0 1.5
Ecuacidn Trascendental para Ky 6 G equivalentemente 1.0
Encontrar grdficamente los K, 6 los @, 1.0
Punto Base 1.0

Total 70
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