Sistemas Dinamicos
Control 2

Profs: Felipe Barra y René Rojas
Tiempo: 3 horas

Problema 1: Trompo

Un trompo con momentos de inercia I; e Iy, masa m y centro de gravedad
ubicado a una distancia h del punto fijo, es puesto en movimiento con su eje
de simetria en posiciéon horizontal. Encuentre la condiciéon para que el eje de
simetria del trompo se mantenga horizontal.
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Problema 2 : Ecuaciones de Euler

Considere un plato delgado con momentos de inercia I, Is e I3 con respecto a los
ejes principales de inercia Z, ¢, Z respectivamente, tal que Iy > I e I3 = I; + I5.
El origen del sistema esté localizado en el centro de masa del plato. Al instante
t = 0 comienza a rotar con velocidad dngular €2 en torno a un eje inclinado en
un angulo a desde el plano del plato y perpendicular al eje g.

Si I1 /I = cos(2ar), muestre que al tiempo ¢ la velocidad dngular en torno al
eje g es: wa(t) = Ncosatanh(Qtsina).
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Problema 3 : Pequenas Oscilaciones

Un aro de masa 2m puede deslizar sin roce por un cable horizontal. Unido
al aro, estd un péndulo doble de masas iguales m y largos iguales [.

m

a) Escriba el Lagrangiano del sistema.

b) Obtenga el lagrangiano aproximado de pequenas oscilaciones.
c) Encuentre las matrices M y K.

d) Calcule las frecuencias propias del sistema.

e) Determine los modos normales y describalos cualitativamente .



) FI21B SISTEMAS DINAMICOS
/ Semestre Primavera 2007
/ Profesores: Felipe Barra, René Rojas
— Auxiliares: Maximiliano Salinger, Ignacio Ortega,
Maite Cerda, Viviana Guzman

PAUTA CONTROL N°2

ﬁ___Z;’f Tr;&—/p; Il O Q N’
|

ol

-’{b’}" (”'”t J? -/F/'Cff,'g. f‘f_‘l_,.-',*c.g{_) £ ;

’ '\
~ o ¥/ f// // /:‘rJC ./( el prirves 'w,/.'{'j J ,::
s — ! 8 / f——— sis = J - / / 1y
e > 4
< {
- B
/’, \ ""-\.\_\_‘_\_\H

- / / s /
) [ v ¢ o )
- X \ J€ / ’-ejulfbt /_?cj) Jve (evditiovces,

[ L{( 4

il"' - .. -"I-"I‘-L Lf()\ J‘c/ (fr)[,)p)’ efurr {1 _,/ / ¢

A A
.
e e. 1
1/ 1)

.e_ﬁ’_.—-" \ e, /fl e ."f J'II/ /:_ @ = E Vi €4l /, A,’-)
A \\ ‘j j.-“JE-/ 2 L4 L_,\/XC/ 2 f| -7 /
f{/{. Eivs ?_}{ﬁé/ﬂ
\

;5_,-;.“!—&]'84:/; ./»/ ﬁ"ﬂ*’)b'

. 1 o
A \ A r . I ]
| - ? ¢ oy Y i - (4 fah A " 457 (W\ - [~ L/
- 1 - - | ¢ il \ o - |
L= 3 T,(6% o) + 3T, (§eaul0) + &y = webieos
, J / / ) 1 / {
/ / / / [ q o g é (2 o€ (2]
| f 2 .50 4 e € ¥ br s s
({)P} €"I Lﬂ/f;réz/jé’ﬁ;,) 2 ::,le;évc'/f d,rfhr cilel~¢ A J r J ’
: ’ , - f
/ / / / /L ) . I/Z?c‘fr:« [ i o | )
ﬂ&"?('fz,-’!"fr.ﬂ'r).f Llolrt &) r, £ Flealay { (211602 47 (e L) LPr(lveded
L _ - PR — / (o
Py = T{)‘_:-I’L(-“'*CJ!*-J-*“’jt Liowy = Ay (covitenited
| ny
3 ; 2 ) 4 1/ g / Va I T A
9 - 7 \— . — al m— 0\ \ ¢ \ = T eh ot L | = L+ ( ] g = A 9 { ve [l Lt
29> S5 Thgsnt )+« Talde(vy+§)enlv) = Tidsm W= A3110) = Ly Leoiferto
d 1

=) qf- Ay - Lyl

.
§rm (00

A
- A 2

1
rol=
4
—~
5
I
g
Y
S
¢
{
!
~
i
L
o
4
<.
e
4
X
(A%
S\
™~
S
(EJ.
"
"y
It
.
g N
™
¥
o
L



/H reea-/a/azz.r 47 obtecersy:

I«éi_b (Le-Lycoilo))® 4+ A

|"f = 4o (U"’) = (=
2 ZI“ 5(%_1({.93 2_ I—L t wg ‘ .J L
.»‘z./ ~ 2 2
i Uty = dacald o A L g0
i:-(eCL("JJ.' 2.11.!.'“»1({9) Z'I--L :

'

= M= 22 LUt s

- « L V+
(.‘(wc-crjv lc/ é_&_[ = 0 — I1{9*—c§-a‘ - 0
[Tovitrevbs: 4 '

A b)) | (o BN oil0) g oy
406 T, ir (&) T, s tle)

(ovs Schewss -’»"’jw/: G, "?""/’é"” relelive o G“l_"(@) =

d¢
/&&: ('/)grc 7:/#' './.(-/.J/‘EJ :Lf ,é},jq_. Se (reve ‘7»-\‘-’ AUI“L ) _O ?

{JJ(%)‘-O fr'v‘(%)?l

( 5 ’Zﬂf‘_.wS&-:o = HLr= T,ngth VA

‘L

7-9"* Ln‘e'- fe PVGG& L’bCV 61{( fJC/a/c/r'a ¢ /754'"!.{“' cL( Icf (.JV:/;'{;‘;V(‘; f:—n'(;:-/{’j; ?.03.21;0

DLJ&J /ﬁj Gimelrreg, Je /)-rtéeb esco9er x-’f ejel terlesiev o k//)/“z'rcf/oz./p; pere gec
/J A:’jv/)J de Ecler t"1“7“"/ Scew fricie/mecle cers /14“""!, Gus vy jnberese /e

4

J,-{,;,.’h;“ (erce i( /g fmr;c;;, fiu’f‘hwz&/,’ Je /’JveJ{ e;:.:],e/ /-;)z CJLJJ:'JeJ e

f‘v;'f.r"/ln-ebéf 5/ frwl-j), €lék' rad J!’CL‘- /77.1'-"(;':{/':

Lio = ©-5,4:0, %0, 66, ¢4, F-¥,

Ka m/mffr-vﬁc’ 2.J ju(/(w p!f:; _S/‘> c’Jf?J

(Jb-a /esk Y Ky Jor Corft/fve c/...).{

/{&(f /‘{,(t:O)?ILL}Lﬂ, /ck:jd’(t-‘owthd"e

bery A (8 Toa b - gt - b, s s



/) peles 9t ns (e folicibe avelizer /e ﬂf“f”j’ﬂ(“l e/ e‘i"';’é"’, (o

Lc/tbu cﬁt (ac{a,r hodog:

— - —— -

T Ht ? |
c‘ v - /g;r 3 j;(fyflca‘lwﬂcu{m S 3(11'}1(-’1(0’“16-711(") " (j'f:'lé_\:“f"’n-l

1

¢ 1 Iqsr‘wltwl T, srM(v)

o

4

lwt)s AiU* (d ﬁ:t 11
A e _ (=)= 2 =1
d & (7’-\ L - T,

/q‘.”, 17 G== ¢y e?vfff-é*;.) rg/otffv;’ greb-/:rc fered e."ff—é/(,/'

- WS'{ALJJ(LF)

I' Sra i)




Pauta Pregunta 2, Control 2, Sistemas Dindmicos, 2007

El sistema viene caracterizao por los momentos de inercia: Il’ 12 , IB'

Se tienen las relaciones siguientes entre los momentos antesdichos:

L >1
I3=II+IZ
4
— =cos(2a)
h

El sistema tiene condiciones iniciales, en = (), como se vé en la figura.

Consideremos las ecuaciones de Euler, esto es:

d
Ild_t(wl) t(L—5)o,m=0
1)
d
ORI
(2)
d
L E(“)s) (L 4)o0,=0



Multiplicando por (1)1, (,02 y (,03 respectivamente las ecuaciones (1), (2) y (3); y usando las

relaciones de los momentos de inercia que tenemos: las ecuaciones toman la forma:

2
i(m) +wowoon =0
1 123

Sumando (4) y (5) obtenemos la relacion:
2, 2
o, + o, = cte
Podemos evaluar esta expresion en el instante inicial, puesto que

0)1(0) =Q-cos(oc) y 0)2(0) =0

Luego tenemos que:

(oi + (oi = chosz( o)

de donde despejamos 0)2:

()
2

® =Qcos(a) /| 1—
2 chosz(oc)

Ahora si multiplicamos (4) po 11 y (5) por 12 y las sumamos a (6) obtenemos que:
2 2 2
11001 + 12 o, + 130)3 = cte
Por lo que podemos evaluar en ¢ = ( igual que para (7) obteniendo:
[0 + Lo + Lo = Ichos(oc) +Istin(oc)
11 272 373 71 3
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Reemplazando las relaciones entre los momentos y usando (7) u (8) despejamos (03

I —1

_ 2.2, v N2
® = Qsin“(a) 737 %
1 2
Ahora vemos que:
I
1 — 2
L= _ L _1—cos(2a) _ sin”(2 o)
L +1 L 1+4cos(20) cos’(2a)
1+I—
2

Con lo que escribimos finalmente:

2
“
o =Qsin(a) /[ 1-
3 2 2
Q cos”(a)
Con esto podemos reescribir la ecuacion (2) como sigue:
0)2
d 2 . 2
d—(coz) =Qsin(o)cos(a) | 1-————
g Q°cos?( o)
0)2
ahora integramos esta ecuacion usando el cambio de variables # = :
Qcos(a)
u
1 .
5 du=Q tsin( 01)
0 1 —u

arctanh(u) = Qtsin( o)

u=tanh(Q¢sin(a))

(10)

(11)

(12)

(13)

Nota: también es valido ver que la solucién propuesta satisface la ecuacion diferencial (11), en

lugar de integrarla.
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