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1. Introducción

En la descripción cuantitativa de los fenómenos f́ısicos, no siempre es posible resolver análi-
ticamente el modelo que lo describe e, incluso en algunos casos en que esto es posible, la
solución anaĺıtica no siempre es fácil de interpretar y visualizar.
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Como una herramienta complementaria a las técnicas anaĺıticas, es usual en la f́ısica utilizar
las herramientas numéricas, que con la ayuda de un computador permiten resolver, analizar
y graficar diversos modelos f́ısicos.

2. Análisis de las leyes de Newton

Las leyes de Newton tienen tipicamente la forma

mẍ = F (x, ẋ)

donde F es la fuerza, la cual puede depender de la posición y la velocidad.

Si F es una expresión complicada, la ecuación de movimiento que resulta (una ecuación di-
ferencial) puede ser imposible o muy dif́ıcil de resolver anaĺıticamente. Sin embargo, usando
algunas herramientas numéricas es posible obtener su solución.

2.1. Discretización temporal

Para poder estudiarla numéricamente, lo primero que debemos revisar es el concepto de
discretización temporal.

Representar una función x(t) en el computador (y también en los experimentos) es una tarea
imposible pues para eso habŕıa que dar los valores de la función para cada instante. En vez
de eso, se aprovecha la propiedad de que muchas de las magnitudes f́ısicas y, en particular
la posición x(t), son funciones continuas del tiempo. Esto implica que si se conoce x0 para
un instante dado t0, el valor de x para otros tiempos, cercanos a t0, estarán muy bien
aproximados por x0. Es decir, para una función continua:

Si t ≈ t0 ⇒ x(t) ≈ x(t0)

Luego, si se quiere representar una función x(t) en un intervalo [TA, TB ] lo primero que se
hace es discretizar el tiempo usando un espaciado pequeño ∆t, de manera que

ti = TA + i × ∆t ; con i = 0, 1, 2, . . .

Luego, la función x(t) se representa de manera discreta, dando los valores de ésta sólo en
los instantes discretos

xi = x(ti)
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t0

x

t
t1 ti−1 ti ti+1

∆t

Entonces, cuando se quiera resolver la ecuación de Newton en el computador, en vez de
buscar la función completa x(t), vamos a buscar los valores de xi = x(ti) para un ∆t
dado. Es importante destacar que mientras más pequeño sea el valor de ∆t, más fiel será la
representación de la función; pero de todos modos no es necesario exagerar pues las funciones
son continuas.

Hay que notar que esta representación discreta de las funciones es lo que usualmente se hace
cuando se miden magnitudes f́ısicas que vaŕıan en el tiempo o el espacio. Aśı, por ejemplo, la
temperatura en Santiago se mide una vez cada minuto y no de manera continua. Lo mismo
con la posición de un objeto móvil que al filmarla con una cámara se tiene un muestreo
cada cierta fracción de segundos solamente.

2.2. Derivadas discretas

Teniendo la función representada en tiempos discretos, es posible calcular de manera aproxi-
mada las derivadas de ésta en los tiempos de medición. Analizaremos la primera y segunda
derivada que son las que se usan en la f́ısica newtoniana.

Se sabe que la primera derivada de x(t) es

ẋ(t) = ĺım
h→0

x(t + h) − x(t)

h

Luego, si ∆t es chico, como muy buena aproximación se puede evaluar como

ẋ(t) ≈
x(t + ∆t) − x(t)

∆t

que si se evalúa en uno de los puntos de la discretización da

ẋ(ti) ≈
x(ti + ∆t) − x(ti)

∆t
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≈
x(ti+1) − x(ti)

∆t

≈
xi+1 − xi

∆t
(1)

que se llama derivada hacia adelante pues usa el valor de la función en un instante y en
otro más adelante en el tiempo.

t0

x

t
t1 ti−1 ti ti+1

∆t

También, si se usa h = −∆t se obtiene

ẋ(ti) ≈
x(ti − ∆t) − x(ti)

−∆t

≈
x(ti) − x(ti − ∆t)

∆t

≈
x(ti) − x(ti−1)

∆t

≈
xi − xi−1

∆t
(2)

que se llama derivada hacia atrás.

t0

x

t
t1 ti−1 ti ti+1

∆t
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Promediando las dos expresiones, de la derivada hacia adelante y hacia atrás, se obtiene la
llamada derivada centrada

ẋ(ti) ≈
1

2

[

xi+1 − xi

∆t
+

xi − xi−1

∆t

]

≈
xi+1 − xi−1

2∆t
(3)

≈
x(ti + ∆t) − x(ti − ∆t)

2∆t
(4)

t0

x

t
t1 ti−1 ti ti+1

2∆t

De las tres expresiones para la derivada, si ∆t está fijo, se puede demostrar que la derivada
centrada es más precisa que las otras, pero a veces por comodidad o facilidad de cálculo se
usarán las otras dos.

Para evaluar la segunda derivada, procedemos considerando que ésta es la derivada de la
primera derivada. Aśı aplicando la expresión para la derivada centrada pero con ∆t/2 se
obtiene

ẍ(t) =
ẋ(t + ∆t/2) − ẋ(t − ∆t/2)

∆t

A su vez,

ẋ(t + ∆t/2) =
x(t + ∆t) − x(t)

∆t

ẋ(t − ∆t/2) =
x(t) − x(t − ∆t)

∆t

Reemplazando en la expresión anterior se obtiene

ẍ(t) =
x(t+∆t)−x(t)

∆t
−

x(t)−x(t−∆t)
∆t

∆t

=
x(t + ∆t) − 2x(t) + x(t − ∆t)

∆t2
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Luego, evaluando en un punto de la discretización

ẍ(ti) =
xi+1 − 2xi + xi−1

∆t2
(5)

que se llama derivada centrada de segundo orden.

En resumen, se tienen la siguientes expresiones aproximadas para la derivadas

ẋ(ti) ≈
xi+1 − xi

∆t
(6)

ẋ(ti) ≈
xi − xi−1

∆t
(7)

ẋ(ti) ≈
xi+1 − xi−1

2∆t
(8)

ẍ(ti) ≈
xi+1 − 2xi + xi−1

∆t2
(9)

3. Solución de la Ecuación de Newton: método de Verlet

Consideremos primero el ejemplo simple de una part́ıcula unida a un resorte:

mẍ = −kx

Evaluando la ecuación en ti y usando la expresión discreta para la segunda derivada (9) se
tiene

m
xi+1 − 2xi + xi−1

∆t2
= −kxi

de la que se puede despejar xi+1 como

xi+1 = 2xi − xi−1 −
k

m
xi∆t2 (10)

Esta expresión indica que si se conoce la posición en un instante (xi), en otro previo (xi−1)
y el valor de la aceleración en ese instante (−kxi/m), entonces es posible calcular la posición
en un instante posterior. Dado lo anterior surge la idea de realizar una iteración pues con
el nuevo valor obtenido ahora será posible calcular el siguiente y aśı para adelante.

t0

t
t1 ti−1 ti ti+1

Como para cada paso de la iteración se necesitan dos valores previos de la posición, surge
el problema de cúales deben ser los primeros valores. Como se sabe, en la f́ısica newtoniana
se debe indicar la posición y velocidad inicial del cuerpo para poder resolver el movimiento.
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Es decir, se dan x0 y v0. Recordando que la velocidad es la primera derivada de la posición
y usando la expresión (6) se tiene

v0 = ẋ(0)

=
x1 − x0

∆t

de la que se despeja
x1 = x0 + v0∆t (11)

Se tienen aśı todos los pasos del llamado algoritmo de Verlet (L. Verlet, Physical Review
1967)

• Dados: x0, v0

• Se calcula: x1 = x0 + v0∆t

• Se itera desde i = 1hasta el tiempo final:

xi+1 = 2xi − xi−1 −
k

m
xi∆t2

que va entregando sucesivamente los valores de x2, x3, . . ..

Como el paso i entrega el valor de xi+1 se debe iterar hast N − 1, donde N es el número
total de puntos.

Para el caso de una fuerza cualquiera F (x) es resultado es análogo y el paso de iteración es

xi+1 = 2xi − xi−1 + F (xi)∆t2/m (12)

Si el sistema tiene fuerzas que dependen de la velocidad, por ejemplo fuerzas de roce viscosas
o turbulentas, F (x, ẋ), se debe escribir la derivada de manera discreta. Lo más práctico en
este caso es usar la derivada hacia atrás. En efecto, en ese caso se puede hacer

F (x, ẋ) ≈ F

(

xi,
xi − xi−1

∆t

)

de manera que la iteración es

xi+1 = 2xi − xi−1 + F

(

xi,
xi − xi−1

∆t

)

∆t2/m (13)

que permite hacer el cálculo numérico pues es expĺıcita, es decir, el valor de xi+1 sólo depende
de valores previos (que ya son conocidos).
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4. Intersección con algún valor

En muchas aplicaciones f́ısicas, interesa determinar cuándo la posición alcanza un valor
determinado (por ejemplo, cuándo un proyectil choca con el suelo). Como la solución es
discreta, lo más probable es que ninguno de los valores discretos coincida exactamente con
el valor pedido.

t0

x

tt1 t3 t4 t5t2 t6 t7 t8

x*

En el ejemplo de la figura, el valor x∗ se alcanza entre t4 y t5. Para determinar en qué in-
tervalo ocurre la intersección, notamos que entre t4 y t5 la función pasa de estar bajo x∗ a
estar sobre este valor. En otros casos podŕıa ocurrir justo a la inversa, pero lo importante
es que la diferencia (x−x∗) cambia de signo en la intersección. Luego, el criterio que se usa
para determinar una intersección es:

Una intersección ocurre en el intervalo i si: (xi − x∗) × (xi+1 − x∗) < 0 (14)

Una vez que se sabe en qué intervalo ocurre la intersección, se debe asignar un tiempo.
Dado que la función se conoce sólo con una precisión ∆t, la respuesta también tendrá esta
indeterminación. Aśı, las siguientes respuestas son igualmente válidas.

t∗ ≈ ti (15)

t∗ ≈ ti+1 (16)

t∗ ≈ (ti + ti+1)/2 (17)

Una mejor estimación se puede obtener haciendo una interpolación lineal, pero ésto se
dejará para más adelante.
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