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1. Torque y momento angular para una particula

Se sabe que la dindmica de una particula esta descrita por la ecuacién de Newton

mr = F (1)

A partir de la ecuacién de Newton se puede encontrar otra ecuacién de movimiento, que
a veces es mas simple de estudiar pero que es mas limitada en su aplicacion. Para hacerlo
consideremos la definicién de momento angular L

L=mixi (2)
donde x es el producto cruz que se definié en la Unidad 3.

Se procede a calcular la derivada de L. Para eso se recuerda que el producto cruz es una
multiplicaciéon de manera que se aplica la regla de la derivada del producto (d(AB)/dt =
(dA/dt)B + A(dB/dt)). La masa es constante asi que resulta

-

L=mix T+mfxv (3)

pero 7=tdelo que resulta que el primer término es mu X ¥, que es nulo por las propiedades
del producto cruz.

Ademas, el segundo término puede ser escrito como ¥ X ma que, usando la ley de Newton
queda .
L=7xF (4)

—
—

Esta dltima es precisamente la definicién de torque 7 = 7 x F', obteniéndose la llamada
ecuacion de torque para una particula.

L=7 (5

1.1. Ejemplo

Para ver cémo se usa esta ecuacién consideremos un péndulo simple de masa m que cuelga
de una cuerda ideal de largo R.
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El momento angular se obtiene de la definicién L = m# x ¢. De acuerdo a la Unidad 3 el
producto cruz se obtiene como:
Sean A y B dos vectores, entonces el elemento
C=AxB
es un vector cuya
s direccion es perpendicular a ambos, A y B ;
» tamano ABsin(64p), con 4 el d&ngulo entre los vectores A v ﬁ; y
= sentido segin la regla de la mano derecha
La particula estd a una distancia R del origen y el médulo de la velocidad es v = R0 por
ser un movimiento circunferencial. Ademads, como la velocidad es perpendicular al vector
posicion se tiene sinf = 1. Por ultimo la direccién de L es perpendicular a la posicién y
velocidad, es decir, sale del plano del papel hacia afuera. Si definimos el vector k£ como el
que es perpendicular al plano se tiene
L = mR20k (6)
Para calcular la derivada de L notamos que todas las magnitudes son constantes salvo la
velocidad angular 6. Luego
L = mRk (7)
= mR%ak (8)
Donde se ha definido la aceleracion angular o = 0.
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Para calcular el toque notamos que sobre la masa actiia su peso mg y la tensién de la cuerda
T. El torque es
T=rxmg+rxT 9)
Como T es paralelo al vector posicién su torque se anula y solo queda el peso. Se debe notar
que ésta es una de las comodidades del método de torque, pues se pueden eliminar algunas
fuerzas del anélisis (la tensién en este caso). El torque del peso se obtiene de la definicién:
la magnitud de 7" es R y el angulo que forman el peso con el vector posicion es 6. Al aplicar
la regla de la mano derecha se obtiene que el torque apunta perpendicular al plano, pero
hacia adentro. Es decir
7 = Rmgsin0(—k) (10)
Reemplazando todo en (5) se tiene
mR*) = —mRgsin (11)
que al simplificar queda
. g .
f=—<=sinf 12
g (12
que es la misma ecuaciéon de movimiento que se vio en la Unidad 1.
Propuesto:
Considere que el mismo péndulo experimenta ademas una fuerza
de roce viscoso F,, = —~¥. Determine, usando el método del
torque, la ecuacién de movimiento.
2. Momento angular de un sélido rigido
Si se tiene un sistema de particulas, de masas m;, posiciones 7; y velocidades ¥;, se define
el momento angular del sistema como la suma de los momentos angulares de cada una de
las particulas
I =3I (13)
i
i
En lo que sigue vamos a considerar que el sélido tiene un movimiento plano. Es decir, la
velocidad del sélido estd en un plano (movimiento bidimensional) y la rotacién ocurre con
un eje perpendicular al plano de movimiento. Ademas, en este capitulo consideraremos sélo
el movimiento de rotacién en torno a un punto fijo.
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V

w

Ejemplos de movimientos planos. En el ejemplo de la izquierda el sélido se traslada
v el eje de rotacion es perpendicular a la traslacion. En el ejemplo de la derecha
el movimiento es sélo de rotacién en torno al punto fijo.

En el caso de tener un sélido rigido que gira en torno a un punto fijo O (tal como los
descritos en la Unidad 3 y Unidad 4B), se puede descomponer el sélido en N particulas
individuales y luego se hace tender N — oco. Como es un sdlido rigido, la distancia de cada
una de estas particula al punto fijo es constante p;, describiendo un movimiento circular de

ese radio en torno al punto fijo.

Si la velocidad angular del sélido en torno a O es w, entonces la rapidez de cada punto es
v; = p;w, perpendicular al vector posicion. Luego, se tiene

7 X T = pipiwk = piwk (15)
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De esta forma, el momento angular total del sélido que rota en torno a un punto fijo es
EO = Zm,f; X 172 (16)
i
= Z miptwk (17)
i
= (Z mm?) wk (18)
i
Lo=1Io&  (19)
donde se ha puesto el subindice “O” para indicar explicitamente que se mide el momento
angular respecto al punto fijo. Al pasar de la tercera a la cuarta linea se identificé el momento
de inercia respecto al punto fijo O. Ademads, se defini6 la velocidad angular vectorial & = wk
como el vector que tiene la maginitud w = 6 y cuya direccién estd dada por el eje de giro y
sentido por la regla de la mano derecha.
Se obtiene entonece que el momento angular total de un sélido es proporcional a su momento
de inercia, que es una propiedad intrinseca del cuerpo, y a la velocidad angular que mide
el estado de rotacién en cada instante. Esta relacién es andloga a la del mometum lineal
o = mu, donde m es una propiedad intrinseca del cuerpo y ¢ mide el estado de traslacién
en cada instante.
3. Ecuacién de torque para un sélido rigido
Se puede calcular la derivada del momento angular usando las expresiones (13) y (19). De
acuerdo a la primera expresién se tiene
i - Y@ (20)
i
= D) 7 (21)
i
= 7_';;otal (22)
donde 7; es el torque sobre cada particula y Tiota1 €S la suma de los torques.
Por otro lado usando la segunda expresion se tiene
L= 2 (1) (23)
= — (low
dt ¢
= IoW (24)
= Iobk (25)
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donde se ha usado que el momento de inercia es una propiedad del sélido y si éste es rigido,
entonces es constante en el tiempo.

Igualando las dos expresiones se tiene

IOCZ_} = ﬁ:otal (26)
IOQI; = ﬁ:otal (27)

Esta ecuacién es andloga a la ecuacién de Newton ma = F‘toml donde Ip juega el rol de la
masa asociada al movimiento de rotacién. La aceleracién angular (cambio en la velocidad
angular) es producida por los torques sobre el cuerpo. Dado un torque fijo, un cuerpo de
mayor momento de inercia tendrd una menor aceleracion angular. Es decir, el momento
de inercia indica la dificultad para cambiar (acelerar o frenar) el estado de rotacién de un
cuerpo.

Propuestos:

Se tienen dos discos de masa M y radio R, uno de ellos con la
masa distribuida uniformemente y el otro con la masa sélo en
la circunferencia exterior. Si se aplica el mismo torque 7 sobre
ambos discos, cual acelerera mas.

Para los mismos discos anteriores, si ambos estan girando con
velocidad angular w. j Al cual se le debe aplicar un mayor torque
para que ambos se frenen en el mismo tiempo?

4. Torque sobre un solido rigido

Para resolver la ecuacion de movimiento recién encontrada se debe calcular el torque total
sobre el cuerpo, el cual es la suma de los torques sobre cada una de las particulas 7;. Vamos
a ver que en general no es dificil de calcular. Para eso desarrollaremos la teoria general.

Sea un sélido que esta descrito como sistema de N particulas de masas m; y posiciones
7;. En general sobre cada una de las particulas se ejerceran fuerzas provenientes de las
otras particulas del sélido (por ejemplo, las fuerzas moleculares que lo mantienen rigido) y
fuerzas que son ejercidas por otros cuerpos. A las primeras se les llamara fuerzas internas
y se denotara por ﬁk la fuerza que la particula k le ejerce a la particula ¢. Al segundo tipo
de fuerzas se les llama fuerzas externas y se les denotara por F;e"t. Asi la fuerza total sobre
la particula ¢ es

Fi= S ft B (28)
k
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El torque sobre la particula ¢ es entonces
S fi b i B (30)
k

El torque total tiene una componente interna y otra externa. Calculemos primero la com-

ponente interna:

—int — r

Ttotal = Z Zrz X fzk (31)
7 k

Como los indices son mudos, también se puede escribir

Aot = DY Tk X fi (32)

ik
= =D Fx fa (33)
ik

donde para pasar de la primera a la segunda linea se usé el principio de accién y reaccion,
fri = —fix. Como (31) y (33) son vélidas, el torque interno se puede escribir también como
el promedio de las dos expresiones

Tiotal = % (ZZFz % fi —szk X ﬁk) (34)
ik ik
= ;sz:(ﬁ — %) % fin (35)

El vector 7, = 7; — 7 es paralelo a la linea que une los centros de las particulas. Por otro
lado, se sabe que las fuerzas fundamentales de la naturaleza (electromagnetismo, gravitacién,
fuerzas atomicas, fuerzas nucleares,...) cumplen con la propiedad que la direccién de la
fuerza es paralela a la linea que une los centros de las particulas (por ejemplo, la fuerza
de gravitacién universal es Fj, = —Gmimati/ rfk) Debido a esa propiedad, los productos
cruz en (35) son todos nulos.

En consecuencia, el torque total de las fuerzas internas es nulo. Esta propiedad es muy
importante porque implica (de acuerdo a la ecuacién (26)) que las fuerzas internas no
provocan aceleracion angular. Dicho de otra forma, un cuerpo no se pone a girar de manera
espontanea.

Volviendo al torque total, sélo queda la componente externa

ﬁotal = Z 7:; X F?iext (36)
%
7_—jcotal = 7_—8“ (37)

donde se deja explicita la indicacién que el brazo de los torques se mide respecto al punto
fijo O.

Universidad de Chile of

fcfm



R. Soto Sistemas Newtonianos — Torque y Momento Angular 9
5. Resumen
En resumen, la ecuacion de torque para un sélido rigido respecto a un punto fijo O se escribe
de las siguientes maneras
Iod = 75 (38)
Iobk = 75 (39)
donde Ip es el momento de inercia del cuerpo respecto a su punto fijo y
7—_»8xt _ ZFz % F?iext (40)
i
6. Ejemplos
6.1. Movimiento del péndulo fisico
Se llama péndulo fisico al caso de un sélido rigido que puede girar libremente respecto a un
punto fijo bajo la accién de la gravedad.
Universidad de Chile of fcfm
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En la figura se representa el péndulo fisico que esta sujeto del punto fijo O. El centro de
masa del cuerpo estd indicado por una G. Las fuerzas externas que actian sobre el cuerpo
son su peso mg y la fuerza de sujecién en el punto fijo R. Esta fuerza, también llamada
de reaccién es la que impide que el cuerpo caiga (por eso tiene una componente vertical),
como también impide que el punto O se mueva hacia los lados (por eso, tambien tiene una
componente horizontal). De esta forma, la fuerza de reaccién tiene una magnitud y direccién
en principio desconocidas que se deben determinar de las ecuaciones de movimiento.

La fuerza de reaccién actia en el punto O. Luego, su torque es nulo pues el brazo es
nulo. Aqui nuevamente se ve la utilidad del método de torques porque permite describir el
movimiento eliminando las fuerzas desconocidas.

El torque de las fuerzas externas se reduce entonces al torque del peso, que como se vio en
la Unidad 4A, actua sobre el centro de masa del cuerpo.

B o= T (41)

= —mgRgsin 0k (42)

donde Rg es la distancia del centro de masa al punto fijo y el signo se obtuvo de la regla
de la mano derecha.

La ecuacién de movimiento es entonces

Iol = —mgRgsinf (43)
i = —(ngG)siHQ (44)
Io

ecuacién que es muy parecida a la del péndulo simple, pero ahora depende de la forma del
cuerpo a través del momento de inercia.

Propuesto:

Encuentre la ecuacién de movimiento de un péndulo fisico for-
mado por una barra de largo L y masa m, que cuelga de un
extremo.

.La aceleraciéon angular es mayor o menor que la un péndulo
simple? ; Por qué?

6.2. Polea con masa

Considere una polea de masa M, radio R y momento de inercia I que esta sujeta por su
centro en O. De la polea cuelga una cuerda ideal en cuyo extremo esta sujeta una masa m.
Se busca saber cémo gira la polea.
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L Ju

Sobre la polea actiian tres fuerzas externas: su peso mg, la reacciéon del soporte en O R y
la tensién de la cuerda T. Las dos primeras fuerzas no ejercen torque respecto al punto fijo
O pues su brazo es nulo. La tensién se aplica en el extremo del circulo, a una distancia R
del centro. Como el vector que va del punto O al punto de aplicaciéon es perpendicular a
la tensién, el brazo es simplemente R. Por tltimo el sentido del torque es, de acuerdo a la
regla de la mano derecha, un vector que sale del plano hacia afuera (segin l;‘) Luego

75t = RTk (45)
Se debe notar que si la cuerda hubiera estado sujeta en el borde derecho del circulo, el
torque habria sido —RTk.

Luego, la ecuacién de movimiento de la polea es

Ipa = RT (46)

El movimiento de la masa m se determina de la ecuacién de Newton. Tomando el eje y
vertical hacia arriba se tiene
ma =T — mg (47)

Se tiene, ademds, la relacion cinematica

a=—Ra (48)

w_»

donde el sigo aparece porque cuando la polea gira en su sentido positivo, la masa baja

(es decir, se mueve en sentido negativo).

Reemplazando (48) en (47) se obtiene
T =mg — mR«a (49)

que al reemplazar en (46) da
mgR

«= I0+mR2

(50)
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que muestra que la polea acelera debido al torque de la masa que cuelga. Un mayor momento
de inercia provoca que la polea acelere méas lentamente debido a que cuesta méas hacer girar
a la polea.
La aceleracién de la masa m es
a = —Ra (51)
g
- _ 52
1+ Io/MR? (52)
lo que indica que acelera mas lento que g. Nuevamente, esto es producto de la inercia de la
polea.
Propuesto:
Determine la aceleracién angular de SSRRRARRARERRRURRARRAN
una polea que tiene dos radios don-
de se enrollan las cuerdas y de la que
cuelgan dos masas. Indique la condi-
cién critica para que la polea gire en
uno u otro lado.
o
o
7. Lecturas Recomendadas
Como los capitulos de los libros cambian de ediciéon en edicidn, no es posible dar una
indicacién general de cual capitulo leer.
Sin embargo, para las ediciones que estan en la biblioteca se recomienda.
= Serway, Secciones 10.6, 10.7, 11.1, 11.2, 11.3 y 11.4
= Tipler y Mosca, Fisica para la Ciencia y la Ingenierfa, Secciones 9.3, 9.4, 9.5, 10.1
(opcionales 10.2 y 10.3)
s Cualquier libro de Fisica en los capitulos de Rotacion o Dindmica Plana de Sélidos
Rigidos.
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