
Parte 4Din�ami
a de mu
hos 
uerpos
4.1. Centro de Masa1. Dos piedre
illas id�enti
as de masa M se unen mediante una
uerda ideal de longitud L. El 
onjunto posa en reposo so-bre una super�
ie horizontal jabonosa. Enton
es una de laspiedre
illas es impa
tada por un pedazo de goma que seaproxima 
on rapidez V en dire

i�on transversal a la 
uerda.La goma queda 
ompletamente adherida a la piedre
illa. De-termine la traye
toria del 
entro de masas de los tres 
uerpos.Cal
ule la tensi�on de la 
uerda despu�es del 
hoque. hfa[�℄ M M

V

m2. Sobre la parte trasera de una balsa des
ansa Mr. Ping�ui demasa m. La balsa {de masa M y longitud L{ se en
uentradetenida sobre una laguna quieta. Mr. Ping�ui se desplaza ha-
ia la parte delantera de la balsa y se detiene. Determineel desplazamiento de la balsa a 
onse
uen
ia del desplaza-miento del ping�uino. Suponga que la resisten
ia del agua aldesplazamiento de la balsa es ��n�ma. 
l[�℄3. Sobre una 
u~na m�ovil (provista de rodamientos) de masaM y extensi�on L posa (sin fri

i�on) una bolita de masa m.El �angulo entre la super�
ie de la 
u~na y la horizontal es�. La bolita es soltada desde la parte m�as alta de la 
u~na.Con �esto la bolita des
iende mientras la 
u~na se mueve ha
iala izquierda. Determine el desplazamiento y velo
idad de la
u~na al momento en que la bolita pierde 
onta
to 
on �esta.
l[�
℄
31
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i�on a la F��si
a 324. En la �gura se muestra una bola de masa m 
olgando desdeP mediante una 
uerda ideal de masa nula y longitud L. El
arro que soporta la 
uerda en P es de masa M y posa sobreuna super�
ie sin ro
e. La bola es soltada 
omo se muestray 
ho
a el�asti
amente 
on el 
arro. Cal
ule las rapide
es dela bola y del 
arro justo antes y despu�es del impa
to entreellos. Cal
ule el impulso de la bola sobre el 
arro en el primerimpa
to y el trabajo realizado por la tensi�on sobre la bolahasta ese instante. hfa[�℄ L

P

90o

5. Determine el 
entro de masas de una barra de longitud Lhomog�enea y doblada en `V' al 
entro. El �angulo de dobladode la barra es � (ver �gura). Veri�que 
asos l��mites � = 0Æ,90Æ y 180Æ. hfa[�℄ α6. Determine el 
entro de masas de una barra en forma de `T',
uya altura es a y longitud de barra es b. Veri�que su resul-tado para los 
asos extremos a � 0 y b � 0. hfa[�℄ a7. Determine el 
entro de masas de una esfera ma
iza uniformede radio R la 
ual tiene en su interior una burbuja de radior y 
uyo 
entro dista en b del 
entro del 
as
ar�on exterior.
l[�℄ b

4.2. Est�ati
a de S�olidos1. En los extremos de una barra de masa despre
iable se ad-hieren bolas de masa m y 2m respe
tivamente. El sistemaposa sobre un tiesto de fondo esf�eri
o resbaloso de radio igualal la longitud de la barra. Cal
ule el �angulo que forma la barra
on la verti
al. hfa[�℄2. Una naranja de masa M y radio R se ha 
ortado en dosmitades. El 
entro de masas de 
ada mitad se ubi
a a unadistan
ia de 3R=8 de la super�
ie de 
orte. El sistema sedispone 
on las mitades 
ara a 
ara y 
on la super�
ie de 
orteverti
al. A �n de que las mitades no se separen, una 
uerdasin ro
e y 
on masas iguales en sus extremos es dispuesta
omo se indi
a en la �gura. Determine las masas m��nimasa atar en los extremos de la 
uerda para que las mitadespermanez
an 
on sus 
aras en 
onta
to. hm[�℄Universidad de Chile Fa
ultad de Cien
ias F��si
as y Matem�ati
as
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i�on a la F��si
a 333. En la �gura se muestra un 
ilindro de masa M y radio R el
ual se ata horizontalmente a la muralla mediante una 
uer-da. Un 
alado se ha he
ho sobre el 
ilindro y se enrrolla una
uerda ideal de la 
ual pende una 
arga de masa m por de-terminar. Si el 
oe�
iente de ro
e entre el suelo y el 
ilindroes �, determine la masa m�axima a 
olgar para que el 
ilindrono rote. hfa[�℄4. Demuestre que el 
entro de masas de un vaso de forma
il��ndri
a de radio a y altura b se ubi
a a una distan
iab2=(a + 2b) de la base y por su eje. El vaso posa sobre unplano in
linado y no resbala gra
ias a un tope �jo en el plano.Suponga que los puntos de 
onta
to del vaso 
on la super�
ieson aquellos ennegre
idos en la �gura. Para 
ada 
onta
to de-termine la fuerza normal en fun
i�on del �angulo de in
lina
i�on� del plano. Determine el �angulo de in
lina
i�on m�aximo delplano de modo que el vaso no vuelque. hfa[�℄5. Un brazo arti
ulado 
onsta de dos barra uniformes de igualmasa M y longitud L. Una de las barras posa sobre un pisohorizontal para lo 
ual se vale de dos patas verti
ales de masadespre
iable 
omo se indi
a. Determine y gra�que la fuerzasobre 
ada pata 
omo fun
i�on del �angulo entre las barras.hfa[�℄6. Un l�apiz de masa uniforme es sostenido desde un extremopor una 
uerda mientras su otro extremo posa sobre unasuper�
ie rugosa (�). El l�apiz forma un �angulo � 
on el pisoy se en
uentra a punto de resbalar. Determine los �angulosposibles entre la 
uerda y el l�apiz. Determine la tensi�on en
ada 
aso. Anali
e el 
aso � = 0 e interprete. hfa[�℄ µ

C

7. Un puente 
olgante se apoya (sin la ayuda de bisagras) 
ontrala pared verti
al. El puente es de masa M y longidud L, yla 
uerda que lo mantiene horizontalmente forma un �angulo� 
on la verti
al. Una tortuga distra��da de masa m 
aminaha
ia el 
astillo. Determine y gra�que la fuerzas de ro
e ynormal del muro sobre el puente 
omo fun
i�on de la posi
i�onde la tortuga. Cuando la tortuga est�a a punto de entrar alpuente �este resbala y 
ae. Determine el 
oe�
iente de ro
eentre el muro y el puente. hfa[�℄ !
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i�on a la F��si
a 348. Una regla `T' de masa M , altura a y barra de extensi�on bposa sobre un plano horizontal pulido 
omo se indi
a. Laregla est�a formada por barras del mismo material y espesordespre
iable. Cal
ule las rea

iones normales en 
ada puntode 
onta
to 
on el suelo. hfa[�℄9. Una tabla de masaM y longitud L se apoya sobre un 
ilindro�jo al piso. Cal
ule el �angulo m�aximo � de equilibrio para los
asos: a) Cilindro rugoso (�) y piso liso, y b) 
ilindro liso ypiso rugoso (�). hfa[�
℄ β10. Una media naranja (semiesfera ma
iza uniforme) posa sinresbalar sobre un plano rugoso in
linado en un �angulo � 
onrespe
to a la horizontal. Cal
ule el �angulo que la normal asu 
ara plana forma 
on la verti
al. Determine la in
lina
i�onm�axima que puede tener el plano de modo que la naranja novuelque. hfa[27℄[�
℄ ?

11. Uno de los extremos de una 
adena de masa M se 
lava enel punto m�as alto de una 
�upula semiesf�eri
a lisa de radio R.La longitud de la 
adena es �R=2. Determine la tensi�on dela 
adena en fun
i�on del �angulo � indi
ado. hfa[�
℄ θ

T?

12. Una es
uadra muy delgada de lados de longitud L y masam puede rotar libremente en torno al v�erti
e �jo P . En suextremo superior se ata una 
uerda ideal de longitud L 
onuna bolita de masam en su extremo. La bolita es soltada 
onla 
uerda extendida y horizontal, en el plano de la es
uadra.Determine el �angulo a partir del 
ual la es
uadra 
omienza avol
arse por efe
to de la 
arga que 
ae. hfa[�
℄4.3. Rota
i�on de S�olidos1. Una pla
a en forma de `L' de masa M , 
on lados de longitudb y an
ho a, se dispone ini
ialmente en forma re
ta. La pla
apuede rotar sin fri

i�on en torno a un eje perpendi
ular alplano que pasa por su esquina. Determine la a
elera
i�on del
entro de masas de la pla
a luego de que �esta ha 
aido un�angulo �. hfa[�℄ g

θ
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i�on a la F��si
a 352. Una barra de masa M y longitud L puede rotar sin ro
e entorno a un eje perpendi
ular que pasa por su 
entro. A ambosextremos de la barra se adhieren part��
ulas de masas m1 ym2 respe
tivamente. Estando la barra en forma horizontal,�esta es soltada. Determine la velo
idad angular del sistemaluego de que �este ha rotado un �angulo �. Determine para tal
aso la a
elera
i�on 
entr��peta del 
entro de masas. 
l[�℄ g

1

2

m

m

3. Una esfera ma
iza de masaM y radio R tiene un hue
o esf�eri-
o de radio r 
uyo 
entro dista en b del 
entro del 
as
ar�onexterior. La esfera se dispone en reposo sobre un plano hor-izontal rugoso y 
on el hue
o en su punto m�as bajo. Cal
ulela velo
idad angular de la esfera 
uando la burbuja pasa porsu punto m�as alto 
on respe
to al suelo. hfa[�℄4. Un aro homog�eneo de radio R lleva adherido radialmentey ha
ia su 
entro un trozo re
to del mismo material. Lamasa del 
onjunto esM y experimenta os
ila
iones arm�oni
as
uando pende del eje �jo en P . Cal
ule el per��odo de las os-
ila
iones. hfa[�℄ θ5. Un mar
o 
uadrado formado por 
uatro barras uniformesid�enti
as de longitud b posa sobre un fondo 
il��ndri
o pulidode radio R. El mar
o experimenta peque~nas os
ila
iones de-bido a la gravedad terrestre g. Determine la fre
uen
ia de lasos
ila
iones. �estas y examine su resultado en el 
aso b� R.hfa[28℄[�℄6. Una pulsera m�agi
a de la �gura est�a formada por un ar
o de
ir
inferen
ia de radio R, extensi�on angular � y masa M 
ondos 
argas id�enti
as de masa m en sus extremos. La pulserapuede os
ilar en torno al punto medio P del ar
o. Determinela fre
uen
ia de peque~nas os
ila
iones de la pulsera. hfa[29℄[�℄
m m

M

7. Media naranja de masa M y radio R se dispone sobre unasuper�
ie horizontal rugosa 
on su 
ara plana en forma ver-ti
al. La naranja es soltada y 
omienza a rotar sin resbalar
on el piso. Determine la velo
idad angular de la �esta 
uandola normal a su 
ara plana forma un �angulo � 
on la verti
al.hfa[�℄ g
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i�on a la F��si
a 368. Una lata de gaseosa de masa despre
iable es envuelta a unaespira sin nudo por un 
ordel de masa uniforme y de grosor��n�mo. Uno de los extremos del 
ordel se �ja al te
ho y elotro 
uelga libremente. Por efe
to de la gravedad g la lata 
aegirando por efe
to del 
ordel. Cal
ule la a
elera
i�on 
on quebaja el 
entro de la lata. Suponiendo el 
ordel de masa M ylongitud L, y la lata de radio r, determine fuerza ne
esariapara sostener el 
ordel en su extremo superior. rtr[�℄9. En la �gura se muestra una barra homog�enea de masa My longitud L. La barra puede rotar sin fri

i�on en torno aun eje horizontal E en el extremo inferior de �esta. Partiendodel reposo, �esta 
ae ha
ia la dere
ha. Cal
ule la a
elera
i�on(ve
torial) del CM de la barra en fun
i�on del �angulo de 
a��da.Cal
ule la 
omponente axial y transversal de la fuerza queejer
e el eje sobre la barra. 
l[�℄ M,L

E10. Un bloque s�olido se une mediante una 
uerda a una rueda
il��ndri
a de radio R y masa �M , 
on M la masa del 
onjun-to. Ini
ialmente el 
onjunto se mueve 
on rapidez u: el bloqueresbala y la rueda rota sin resbalar. Determine el tramo re
or-rido por el sistema hasta detenerse. Anali
e su resultado ent�erminos de �. hfa[��℄11. Una polea a dos 
antos (radio externo R e interno r) puederotar sin fri

i�on en torno a su eje. En sus 
antos se hanenrollado 
uerdas ideales 
omo se indi
a en la �gura. Cargasde igual masa m 
uelgan de los extremos de las 
uerdas.El momento de iner
ia de la polea 
on respe
to a su eje esMR2=2. Determine la raz�on entre las tensiones de las 
uerdas
uando el sistema rota por efe
to de la gravedad g. Determineel torque ne
esario sobre la polea para impedir que �esta rote.
l[�℄
M; ( R, r )

m m12. Dos 
ilindros de masa M pero distintos radios, R y r respe
-tivamente, se unen mediante una 
uerda ideal de longitud L(L > R+ r). El par posa sobre una super�
ie rugosa e in
li-nada en � 
on respe
to a la horizontal. El 
ilindro de radiomenor va delante del de radio mayor. Cal
ule la tensi�on dela 
uerda y la a
elera
i�on del sistema. 
l[�℄
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i�on a la F��si
a 3713. Una 
uerda se enrolla en torno a un 
ilindro. El 
ilindro seubi
a sobre un plano horizontal rugoso (�) y en 
onta
to 
onuna pared verti
al del mismo material del piso. La 
uerda,enrollada en una peque~na ranura que impide su 
onta
to 
onel piso o la pared, es tirada ha
ia abajo 
on una fuerza F .Cal
ular la raz�on entre las fuerzas normales experimentadasen el suelo y la pared mientras gira el 
ilindro. hfa[�℄14. Una ardilla de masa m 
orre a
eleradamente dentro de un
ilindro hue
o de radio R y masa M . La ardilla en nung�unmomento resbala y el 
ilindro posa sobre un plano rugoso hor-izontal. A 
onse
uen
ia de su movimiento a
elerado la ardillase mantiene siempre a una altura h del suelo. Determine laa
elera
i�on 
on que se traslada el 
ilindro. hfa[
℄15. Una rueda de masa M , radio R y momento de iner
ia 
onrespe
to a su eje I es lanzada horizontalmente sin rotar sobreuna super�
ie horizontal. La rueda entra a un tramo horizon-tal rugoso 
on rapidez vo, 
uyo 
oe�
iente de ro
e mutuo es�. Determine la longitud del tramo de resbalamiento de larueda. hfa[�℄16. Una 
uerda ideal se enrolla alrededor de un 
ilindro ho-mog�eneo de radio R y masaM . El 
ilindro posa sobre una su-per
i
ie horizontal rugosa. En el extremo de la 
uerda pendeverti
almente una 
arga de masa m. No hay ro
e entre la
uerda y el soporte �jo S. Cal
ule la a
elera
i�on de la 
ar-ga que 
uelga y la tensi�on de la 
uerda mientras el 
ilindrorueda. 
l[�℄4.4. Leyes de 
onserva
i�on1. Sobre una mesa horizontal sin ro
e una bolita mantiene unmovimiento 
ir
unferen
ial de radio R por a

i�on de unel�asti
o ideal de longitud natural L y 
onstante el�asti
a k.El el�asti
o es pasado por por el ori�
io C y sostenido en suextremo P . El extremo P es tirado ha
ia abajo una distan
iaÆ de forma tal que la bolita retoma una �orbita 
ir
unferen-
ial. Determine el 
ambio del radio de la �orbita de la bolitasobre la mesa. hfa[�℄ m

P

C
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i�on a la F��si
a 382. Un rombo arti
ulado est�a formado por varillas de longitudL y masa m. Dos de las arti
ula
iones opuestas del rombollevan adheridas 
ubos peque~nos id�enti
os de masa M . Enausen
ia de gravedad el sistema rota libremente 
on velo
idadangular !Æ. En 
ierto instante las otras dos arti
ula
iones sonseparadas mediante fuerzas externas opuestas de dire

i�onperpendi
ular al plano de �orbita hasta lograr mantener elsistema rotando 
omo se indi
a. La magnitud de las fuerzasopuestas es FÆ, 
onstante. Determine la separa
i�on entre los
ubos. hfa[31℄[�℄3. Una varilla de masa M y longitud L 
uelga en reposo de unode sus extremos. La varilla puede rotar libremente en tornoa este punto. Sobre el piso horizontal un peque~no 
uerpo{de masa m y 
on rapidez vÆ{ 
ho
a el�asti
amente 
on elextremo inferior de la varilla. Determine la velo
idad angularde la varilla inmediatamente despues del 
hoque. Determinela masa de la varilla si a 
onse
uen
ia del 
hoque la masain
idente queda detenida. hfa[�℄4. Una barra de longitud L y masa M es soltada desde una al-tura h 
on respe
to al borde de una mesa. La barra se dispone
on uno de sus extremos justo sobre el borde de la mesa.Cal
ule la velo
idad angular de la barra inmediatamente de-spues de que �esta impa
ta el�asti
amente el borde superior dela mesa. Determine el impulso debido a la mesa y 
omp�arelo
on el de un rebote el�asti
o de una bolita de masa M . 
l[�℄5. Una pla
a 
uadrada de masa m y lados a desliza sobre unplano horizontal pulido 
on rapidez Vo. En el extremo de lasuper�
ie hay un gan
ho que atrapa la parte delantera dela pla
a pero le permite rotar libremente. Determine la ve-lo
idad angular de la pla
a inmediatamente despues del en-gan
he, el 
ambio de momentum lineal (impulso) de la pla
aa 
onse
uen
ia del engan
he y la rapidez m��nima ne
esariapara que la pla
a vuelque 
ompletamente. hfa[�℄ gancho6. Una varilla uniforme de masa M y longitud L se in
rustaperpendi
ularmente en el extremo superior de otra varillaid�enti
a en reposo y verti
al libre de rotar sin fri

i�on entorno al soporte P . La rapidez 
on que se in
rusta la varillaes v. Determine la velo
idad angular del sistema despues delimpa
to y el impulso del soporte en P sobre la varilla. hfa[�℄ PUniversidad de Chile Fa
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i�on a la F��si
a 397. Sobre una mesa horizontal pulida des
ansa una barra de masam y longitud `. La barra se ubi
a en forma transversal 
on re-spe
to a dos bordes re
tos paralelos (aa0 y bb0). Una part��
ulade masam se propaga 
on rapidez vÆ paralelamente a los bor-des {
asi en 
onta
to 
on el eje aa0{ y se adhiere a la barra.Determine el tiempo que tarda el extremo A de la barra engolpear el borde aa0. 
l[�℄ a

b

a’

b’A
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