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@ 2.1 Representacion para senal

aperiodica

« Serie de Fourier: A medida que T aumenta, las
lineas espectrales se juntan. La forma del espectro

no cambia.

o o]

S

» Se puede generar espectro de sefal aperiodica a
partir de serie de Fourier al considerar que T — oo
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W 2.1 Representacion para senal
aperiodica
Sea f (t) una senal aperiddica.

f- (t) : funcion periodica asociada a f(t) con periodo T

f ()= f(t+nT), (t+nT)e[—TE,H, nez

f(t) £ (t)
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—
T



' Anélisis de sefiales
S OEL41C

!'i.

aperiodica

f (1)
NS

f, (t) = ZFe‘”“’Ot, F :—j

N=—o0

Sea F(a)):TF

fr)== ZF(a))e‘”“’Ot, F(w,) = j

N=—o0

\V4

T/2
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2.1 Representacion para senal

fL (1)

L/

27T

(e "'dt, w, ==

T/2

27T

f(t)e "'dt, @, ===n
(t) o, T
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% 2.1 Representacion para senal

aperiodica
f (1) fr (1)
/
T T v
1]
f(t)_iz—”zF(a) e, F(a,)=[" (e "dt, @, =L
272- — T/2 T
\_Y_/
Aw
ot ot 272-
frf)=—" ZF(a) Jel'Aw, F(w,)= jmf (t)e tdt, =

n——oo



% Analisis de sefiales Néstor Becerra Yoma
—E EL41C

@ 2.1 Representacion para senal
f (t) aperiodica 1@
T T Y
Py 1
- Clim_ — jot N jot _
lim f; (t) =lim Zﬂn:Z_OOF(a)n)e Aw ZﬂLoF(a))e do=f(t)
lim F (e,) = lim e dt= [ f (e dt = F (o)
F(w) = jw f (t)e 1 dt
= =_oo

1 ja
Lf(t)—gjw:_wF(a))e dew
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@ 2.1 Representacion para senal
aperiodica
 Transformada directa e inversa de Fourier

F(w) = 3(f(t))= L T f (e Mgt

=—00

f(t) =3 (F(w))= % [ Flee"do

e Permite ver una senal:
— En el dominio del tiempo => 1(t)
— En el dominio de la frecuencia => F(w)
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% 2.1 Funcion de densidad espectral

* F,son lineas espectrales: contenido espectral
repartido en frecuencias discretas

* F(w) es funcion de densidad espectral: contenido
espectral repartido en un continuo

 dA=F(w)dw => elemento de amplitud dentro de
un elemento de frecuencia en torno a ®

» Existe relacion entre la serie de Fourier de la sefal
periodica, y la transformada de Fourier para 1 solo
periodo de la senal (ver proxima transparencia).
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2.1 Funcion de densidad espectral

1
F =—F(w)|
. A n T ( )la)—na)o
T
A A
| |
T\ T .
2 T 2 T
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% 2.1 Funcion de densidad espectral

« Dada f(t), la transformada existe si se satisfacen
las condiciones de Dirichlet para todo t,,t, € R
— f(t) tiene un n° finito de maximos y minimos en [t,,t,]
— f(t) tiene un n° finito de discontinuidades en [t,t,]
— f(t) es absolutamente integrable en R

ft)=] |[f@dt<c

« Las condiciones anteriores siempre se cumplen

para sefales de energia finitaen R
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2.2 Teorema de Parseval

» La energia total disipada por una sefal f(-) es:
E = fw| f (1) dt :j‘i f(t)f"(t)dt

o Si se expresa f*(t) en terminos de F*():
* 1 * * !
E=| f(t)[g jw:_ooF (w)e™! da)}dt

« Cambiando el orden de integracion:

1

P F*(a))U f(t)ej”tdt}da)
27 o -

o0
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% 2.2 Teorema de Parseval

®© 2 1 o 2
E=| [fOdt=—| |F(e)de
t=—00 272' W=—00 N )
N ) ~
Y = =7
Contribucion del Contribucion de
tiempo ta la la frecuencia o a
energia la energia

« Laenergia de una sefal se puede calcular tanto en
el dominio del tiempo como en el dominio de la

frecuencia
» Se puede calcular la energia contenida en una
banda de frecuencias [®,,®,]
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@ 2.3 Transformadas que incluyen
a o(t)

 Las transformadas de algunas senales de potencia
(es decir, de energia infinita) no se pueden
calcular usando la integral, por lo que deben
calcularse de modo indirecto.

» Funci6n impulso: 3{s(t)}=| st)e“dt=e’ =1
HS(t-to)}=| S(t-ty)e Mdt =7

— La transformada de un impulso tiene amplitud
constante para todo o y fase lineal. Espectro “blanco”.
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g 2.3 Transformadas que incluyen

5(t-t,) J
J

F(o)gre 2r
(@) =S5t -t;)}=e "
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% 2.3 Transformadas que incluyen
a o(t)

« Exponencial complejo: Su transformada se calcula
de modo indirecto.

IHo(w—w,)}= ijw S(w—w,)e " do= iej”Ot
27T Jo=—" 27T

S0 o)l =2 e =00 - )
= e} =275(0w — w,)

« Esto permite calcular las transformadas de las
sinusoides.
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% 2.3 Transformadas que incluyen
a o(t)
* Sinusoides:  F{el™'} = 276(w - w,)

e Ja)Ot + e_ja)ot
2

= 3{cos(m,t)} = S{ } =o(w— w,)+ mo(w+ w,)

= 3{sen(w,t)} = S{

gloot _g7lon! } _ 18(0—awy) — 7S (@ + )
2] J

e El espectro de una sinusoide son 2 impulsos
localizados en oy y —m,.



Andlisis de sefiales
EL41C

e

Néstor Becerra Yoma

s 2.3 Transformadas que incluyen

a o(t)

J{cos(a,t)} =m0 (w— w,) + 7d(w + w,)

A
AT

F(®)im

Y { @

F(®)re

I{sen(w,t)} = - jro(w - w,) + 76 (0 + w,)

vyl
VUV

F(®)im

F(®)re
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@ 2.3 Transformadas que incluyen
a o(t)

* Funcidn signo: sgn(x) =
— No es absolutamente integrable

— Se calcula de modo indirecto
F{sgn(x)} = Iingf e ' sgn(t)e “dt
—2 o

2

A ® oy .
3{sgn(x)}=lim j @ itgt 4 j e @it = lim —
a—0 J—oo -0 a—-0 8 + w

H{sgn(x)}= -
Jw
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2.3 Transformadas que incluyen
a o(t)

e Escalon:

u(t) = %+%sgn(x) = JH{u(t)}=mo(w) +jia)

u(t)
F(®)m

_J
(a

F(®)re
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% 2.3 Transformadas que incluyen
a o(t)

* Funciones periodicas
— Se pueden expresar como serie de Fourier
— Cada término de la serie contribuye con un impulso

e Se pueden representar como serie de Fourier o
como transformada que incluye impulsos

S{ i Fnej”“’(’t} = i 27F 5(w—nNw,)
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2.3 Transformadas que incluyen

, a o(t).
JOEDY gscel(”%’fjei“%t, F(a))(z)z 27r¥8a(n02)07j5(a)—na)0)

N=—0

e

|._.

N=—00

A

|
T T
T 2

Serie Transformada
Fourier Fourier

F()

N — 4

Fn

Y W TS
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2.3 Transformadas que incluyen
a o(t)

e Tren de iImpulsos, “peineta”

5 (t)= D 6(t-nT)= > Fel*
B 1 e1/2 _inogt 1
2 _?J‘_mé‘(’[)e T

= 5. (t)= Y (t-nT) =T1 3 gl

tretreett
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% 2.3 Transformadas que incluyen
a o(t)

e ®u(t) 1/(a+ jo)

te *u(t) 1(a+ jo)°
1Al 2a/(a’ + o)

e—t2/(202) G\/ZG_GZWZ/Z
sgn(t) 21(jo)
jl(nt) sgn(w)
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% 2.3 Transformadas que incluyen
a o(t)
u(t) 75(w) +1/( j)
5(t) 1
1 270 (o)

ptleot 2710 (0 F w,)
cos(w,t) lo(@—awy)+6(w+ ;)]
sen(w,t) — J7[6(0—w,) - 6(w+ay).
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% 2.3 Transformadas que incluyen
a o(t)
rect(t/z) r Sa(wr/?2)
‘Z’V—ESa(%j rect(w/W)
At/ 7) r Sa’(wr 1 2)
ZV—ﬂSaZ(\NtIZ) Alw /W)

27 cos(wt/2)

cos(nt/r)rect(t/7)

iy 0 7 1-(wrln)°
cos(Wit
7% 1 (2Wt/ z)’ Al /W)

5T (t) a)05w0 (w)
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2.4 — Propledades de la
transformada de Fourier

=

E

 Linealidad (debido a que es una integral)
Ha, f,(t) +a,f,(t)}=a,F (v) +a,F, (w)
e Conjugadas complejas
3 (}=F (-0
— Si fesreal, F*(-o)=F(®»)
— Se prueba directamente calculando )

S Oy=[" 0 “dt= ( [ (t)eiwtdtj
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2.4 — Propledades de la
transformada de Fourier

=

E

« Simetria: Cualquier funcion es la suma de una
parte par mas una impar

H Fpar (1)} = Fopr (@) real
H Tivpar (1)) = Fiypar (@) 1maginario
* Por ejemplo, para la funcion par:
H o= foa(t)edt
- f; fope (1) COS(cot)dt — j_"; o, (t)sEN(c0t)dlt

= 2_[000 foar (t) cOS(wt)dt que es par
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@ 2.4 — Propiedades de la
transformada de Fourier

e Dualidad

% Analisis de sefales Néstor Becerra Yoma
— =
o

st {1 (t)}=F(o)
= H{F(t)} =24 (o)
— Para probarlo basta hacer un cambio de

variables entre t y  en la transformada
w' =t

Hf()r=[_ f(t)e 1 dt= — t=o

—2n o [0 f(a e de =27 S (-0 My
2 P =""
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transformada de Fourier

e Ejemplo

— Si se sabe que 3{rect(t)}=Sa(w/2), calcular

3{Sa(t/2)}

3{Sa(t/2)}=2rxrect(—w) =2x rect(a))

1

-05 05

1

t ) . AR
27T

t"- —05 05



% Analisis de sefiales Néstor Becerra Yoma
—E EL41C

@ 2.4 — Propiedades de la
transformada de Fourier

e Escala de Coordenadas

St @)= F( 2

o \a
* Prueba: 2 casos: o positivo y o negativo

S{f (at)}= [‘; f (at)e dt = f; f (x)e 1™y [ or = - F(Qj

94 04

St @}=[" f(a)e“dt=[" (e dx/a = F(ﬂj

— 04
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2.4 — Propiedades de la
transformada de Fourier

 Si f(t) se vuelve ancho, F(w) se vuelve angosto y

viceversa:
1
1 - \
-05 05 i ) =2 | 2T
1 2
0{25.
1
A A
—— ) Ry
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2.4 — Propledades de la
transformada de Fourier

=

E

e Desplazamiento en el tiempo (retardo)

I{f (t-t,)} = F(w)e

S{ft-t)}=[ f(t-t)edt=[ f(x)e """ dx

» Al retardar la senal, la amplitud del espectro
no varia, pero su fase si => informacion
temporal en la fase.
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@ 2.4 — Propiedades de la
transformada de Fourier

e Ej: Determinar la transformada de:
f(t)

1
-

—7

IH{f(@)}=rect[(t+7/2)/r]—rect[(t—z/2)/ 7]}
=7 J{rect[t +7 /2] -rect[t—z/2]}

=7 Sa(wr/2){e'"'* —e 1"} = j(4/ w)sen’ (w7 ] 2)
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2.4 — Propledades de la
transformada de Fourier

=

E

* Desplazamiento de frecuencia (modulacion)
— Es la propiedad dual a la del retardo

3{f ()e'™}=F(o-ao,)
3(f(t)e}=[ f(t)e'edt= f(r)e dt
— Tambien ocurre con cos(-)

S{f (t) cos(ayt)} = 3{% f (t)e!™" +% f (t)e‘j“’Ot} - % F(o-a,) +% F(o+a,)
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2.4 — Propiedades de la
transformada de Fourier

* Ej: hallar el espectro de:
J{Arect(t/r)cos(w,t)} =

=—\5{ rect(t/z)e' ' }+— J{rect(t/r)e oty

=érSa L% +éfSa L%
2 2 2 2

Analisis de sefales Néstor Becerra Yoma

VUV e |
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2.4 — Propiedades de la
transformada de Fourier

e Derivacion

s{% f (t)} — joF ()

— Porque:
_ 1 jot
f(t)—ﬂj_wF(a))e dew

a

< (t):% " F(@) joedo = 3 {F(0) jo!

S{% f (t)} =F(w) o
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W 2.4 — Propledades de la
transformada de Fourier
* Integracion:

s{f f(r)df} L F()+ 2 (0)5(w)

jow

— donde:
F(0)=| OOOO f (t)dt

es la componente continua de la senal.
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W 2.4 — Propiedades de la

transformada de Fourier
 Ejemplo: Determinar la transformada de f(t):

A d2f .

' T 27 ‘5{ dt? (t)}:(Ja)) F(w)
af . (jo)*F(w) = é(e”“” —elor g lor y gmi2er)
E(t) d r

2ot jJor  4-Jor —j2wt

2 (é “ F(w):_A(e elor —glor g i2or)
d-f 0’1
it (t)

t
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% 2.4 — Propledades de la
transformada de Fourier

e Convolucion en el tiempo

— Se denomina convolucidn entre dos funciones a
la siguiente operacion:

f(tyxht)=|  f(r)h(t-7)dz
— Se cumple la propiedad:

() *h(t)} = F(0)H (@)

%

H:-I
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2.4 — Propledades de la
transformada de Fourier
SO *hO} = | ww( BRIGIL —T)dfjejwtdt

« Cambiando el orden de integracion:

SEQ*hwy=[ (f)( [" he- r)ejwtdtjdr

{fM)*h}=]_  fF@)IHht-7)}dr
* Propiedad de desplazamiento en el tiempo:

HfO*h}=]  f(r)H(@)e dr

T=

() (D)} = H(o)F (o)

=

B
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ﬁ 2.4 — Propiedades de la

transformada de Fourier

« Si el sistema es lineal y h(t) es la respuesta al
Impulso, se cumple:

y(t) = f)*ht)=|_ f(r)h(t-7)dz
Y () = F(w)H (@) | con H (@) = {h(t)}
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@ 2.4 — Propiedades de la

transformada de Fourier
e Convolucidn en la frecuencia: Si

3{f,(t)} = F, (o), S{f ()} =F,()
= OO = [F (@) *F, ()]

» Se prueba de forma semejante a la convolucion en
el tiempo
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2.4 — Propledades de la
transformada de Fourier

Linealidad

(SISF?:r;)oiicién) 3, 1,(1) +a,1,(1) | a,F, (o) +3,F, ()

Conjugada % B

compleja r(t) F*(-w)

| 1 (o

Escala f (0('[) M F(gj

Retardo f(t—t,) = ()

Traslacion en jat -

frecuencia e (t) F(a) a)O)
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2.4 — Propledades de la
transformada de Fourier

Modulacion de 1 1
amplitud f (t) cos(at) S Flora)+2Flo-a)
Convolucionenel |«

tiempo [ _f@ht-r)dr| F(w)H (o)
Convolucion en la 1 R, (@-u)d
frecuencia LO T, 2r -

Dualidad tiempo - F B
frecuencia (t) 27 ( a))
Simetria par - 0 Foae (1) real
Impar fipar (1) Fueas (1) imaginario
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2.4 — Propledades de la
transformada de Fourier

Derivacion en el d :

tiempo dt f() JoF (o)

Integracion en el J't_ f(r)dr Jiw F (@) + 25 (0)5(w)

tiempo

Como las transformadas de Fourier se obtienen a partir de las
series de Fourier, las propiedades de una son aplicables a la

otra cambiando ® por nw, .
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=

E

2.5 Relaciones de convolucion

 La convolucion se define por:

o0

f(t)*h(t):j f(o)h(t—7)dr

 Si el sistema es causal, entonces h(t)=0 para t<0
(h(t) es la respuesta al impulso o(t))

« Si ademas la entrada f(-) cumple f(t)=0 para t<0, la
convolucion se puede reescribir:

f©)*h(t)=[_ f(o)h(t-r)dr
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=

E

2.5 Relaciones de convolucion

e Propiedades: conmutatividad
f(t) = 1,(t) = 1,(t)* T,(t)
 Distributividad
()= (£, () + f5(1) = f,(0)* f,(t) + f,(t) = f,()
« Asociatividad: no se requieren ()
(fo() = £,(0))* f5(1) = f,(t) = (f, (1) * f5(t)) =
= fl(t) * fz (t) * fs(t)
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=

E

2.5 Relaciones de convolucion

* Respuesta al escalon: La respuesta al escalon es la
Integral de la respuesta al impulso para un sistema
lineal invariante:

R{u(t)} = u(t)xh(t)= | w(z)h(t-r)dr =

— j:oh(t —7)dr

e Haclendo x=t-r

R{u(t)} = jtoo h(x)dx
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2.5 Relaciones de convolucion

La respuesta al impulso puede determinarse
derivando la respuesta al escalon

 Larespuesta al escalon puede determinarse,
usando una onda cuadrada lenta, en los flancos
POSItIVOS:

» »
» »

:-
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2.5 Relaciones de convolucion

=

B

e Convolucidon con impulso => retraso
f(t)*xo(t-t,)= jio f(r)o(t-t, —7)dr=f(t-t,)
e Ejemplo: Calcular f(t)*g(t) si
f(t)=Asen(zt)-u(t), g(t)=05(t)-o(t-2)
FO)*g(t)=1()*o(t)—t(t)*o(t-2)
= f(t) - f (t—2) = Asen(at)u(t) — Asen(z(t—2)u(t)
= Asen(at)(u(t) —u(t—2))
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%@ 2.6 Interpretacion grafica de la
convolucion

 La convolucion se define por la integral:
f(tyxht)=|  f(r)ht-z)dr

e Se quiere ver que significa en el dominio del
tiempo de un modo Intuitivo.

* N(t), al ser invertido en el eje horizontal se
comporta como un promediador movil: permite
calcular un “promedio ponderado” de la entrada
en cada t:
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“ 2.6 Interpretacion grafica de la
convolucion
f(7) f(7)
S [ D E— R N D
DU Iy o
T T
Ahora, h(-) se desplazara en t
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ks 2.6 Interpretacion grafica de la
convolucion
t(z) — | @
S [ D E— S I N B
h(z) ll‘ h(t—17)
T T
t

Promediador movil
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%@ 2.6 Interpretacion grafica de la

convolucidn

El promediador avanza al pasar el tiempo. La salida en el tiempo t es el
area comun que resulta al multiplicarlos.

h(t—7z) h(t—7) h(t—7z) h(t—7)h(t—7)

R \\\\

/ =

f(7)

t t t t t
f (t)*h(t) = j“’oo f(o)h(t—7)d7, Vit
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%@ 2.6 Interpretacion grafica de la
convolucion

« Lasalida, en el dominio del tiempo, es un
promedio ponderado de la senal de entrada. El

promediador avanza junto con t

» El calculo de la integral puede discretizarse =>
permite calculo en un computador
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_‘% é\EéL:ilSiCs:de sefiales
@ 2.7 — Caracteristica de filtro de

los sistemas lineales

« Lasalida de un sistema lineal se puede ver
tambien en el dominio de la frecuencia:

y(t) = 1(t)*h(t)
Y (@) = F(o)H (o)

* H(w) indica la ganancia del filtro en funcion de la
frecuencia => funcidén de transferencia

* A lasalida, solo quedan las frecuencias de F()
que estan tambiéen en H(w)
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% 2.7 - Caracteristica de filtro de
los sistemas lineales

e Para cada frecuencia m:
— |H(w)|: ganancia de amplitud

— Fase de H(w): desfase entre salida y entrada. A
la fase de la entrada se le suma la fase de H(w)

« Ejemplo: calcular el espectro de salida si
1=4RC. F(w)=7Sa(wr/2)
(A 1
1+ jaRC 1+ (wz/4)’

H(w) = el?
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% 2.7 - Caracteristica de filtro de
los sistemas lineales

F(w) =1 Sa(wr/?2)
1

H(w) =

Y (w) = .

1

1+ JowRC B \/1+(a)r/4)2

J1+ (o7 4)?

pl?

r Sa(wr/2)e

Flo) —W—4— Y (o)
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% 2.8 Ancho de banda de un sistema

e Zonaen gue H(w) deja pasar la senal => ancho de
banda

 Intervalo W (en rad/s) donde la magnitud es
mayor que un cierto umbral (factor numérico)

o Tipicamente: ancho de banda de —3dB = ancho de
banda de potencia media: umbral=1/+/2 en
amplitud = % en potencia.

e Ancho de bandaen Hz => B
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2.8 Ancho de banda de un sistema

....................... —3dB
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2.9 Transmision sin distorsion

e Requisito para que un sistema lineal no distorsione
la forma de onda: debe ser del tipo:

y(t) = KT (t-1t)

e Tomando transformada de Fourier:

Y (@) = Ke " F (o)

o Esdecir, H (w) _ Ke—ja)to
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% 2.9 Transmision sin distorsion

e Requisito para que un sistema lineal no distorsione
la forma de onda: debe tener ganancia constante y
fase lineal

H (o) = Ke ™t

e (Ganancia K para todo o
e Fase: 9y =—l,o



