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P1. Para la estructura que se muestra en la figura determine el maximo corte basal, ante un
impacto en e primer piso. En todos sus pasos intermedios emplee una matriz de formas
modal es nor malizadas por la matriz de masa modal. (hint: desprecie los términos fuera de la

diagonal en la matriz de amortiguamiento modal [C,]).
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Solucion:
Matriz de masay rigidez:
e100 00 1 _é0.204 0 ukgf>s?
[M] 200098 & 0 204088 m
u e . u

)= -k, g ¢5000 -50000 kgf
ek k, +k,f§ &5000 8000({ m

Valores propios, frecuencias y periodos:

. - a890.936érad?
{w,?} =e|genvals([M] l>{K]) =G o107 % Ogﬂﬂ

298.1236¢rad U _2p _a0.2230
P} =cosm s g P T T 065829



Formas modales:

€0.852 0.7750

[f]= e'ge”"ecs([M] X{K]) €0.523 0.631

Normalizacién de la forma modal, primero determinamos las masas modales de acuerdo a las
formas modal es obtenidas:

- _ 612.9990.000 i
M,]=[F] ’[M]’{F]"g),ooo 14.2724

Luego las formas modales normalizadas son:

~. €0.236 0.205q
b éu= & 0
€ U %0.145 0.167

Empleando esta normalizacion se tiene que [M,, ] = §14=[? ; [Km]:g}v;\g

Matriz de amortiguamiento por generacion directa:

8)0”8)0“m

De esta forma la matriz de amortiguamiento modal es:

e €0.112 0.097Ukgf xs
C=lTACH 1= e o oaal

Despreciando los términos fuera de la diagonal se puede asumir:

e u
_@0.112 0 ukgf xs _ &xM,, xb, W, 0 u
[Cal=¢ "0 0084l - 250y, 0 4
e . m é WVlu
e 1 U

b b, =292 _0aa06 b, =—2112 (0%

2x9.543 2x28.123



Notar que los amortiguamientos obtenidos son muy bajos por tanto la solucion puede ser
obtenida despreciando el amortiguamiento.

Si analizamos la razén entre el tiempo de duracion del impacto y los periodos de la estructura
se obtiene:

t—d:0.152 <0.25 ; t
Tl

o

=0.448 £0.25

—
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De esa forma es véido obtener la respuesta del modo fundamental asumiendo impacto de
corta duracién, sin embargo €l segundo modo no puede ser resulto empleando impacto de

corta duracion.

A pesar de esto, en e examen se dio la indicacién que se permitia resolver e problema
considerando la aproximacién de impacto corto para € segundo modo, aunque esta
suposicion sea una mala aproximacion. Como € corte en la base esta controlado
fundamentalmente por e modo fundamental no se debieran tener mal os resultados.

Las cargas modales pueden ser obteridas pre-multiplicando por [f ]T a vector de cargas
nodales:

0 U_§-0.145xp(t)i

€0.236 0.205 _
p(t)?;’, 1|=0.167><p(t)%

P (=T AP O} = g5 145 01678

—X—

De esta forma |l os desplazamientos modales serén:

-b,w, %

Y, (t) = NT—M xp, (1) X, sen(W,, , X)

m-n n
—
1

Como los amortiguamientos son tan baos las frecuencias angulares amortiguadas son
o . _ . —7_ _
idénticas a las frecuencias angular&c(!)l(r@nowd = LI(I;)TE)W x/1- b? =w ). De este modo:

-0.00448.543%
e

9.543 rad/ seg
P Y,(t) =0.0175% %% xsen(9.543 %)

Y, (1) = x0.167 A 0kgf x0.1seg xsen(9.543 %)

-0.002028.123+
e

Y, ()= *x0.145x10kgf %.1seq xsen(28.123 %
2(t) 28.123 rad /seg g g ( )

P Y,(t) =-0.0052 xe **®** xsen(28.123 %)




De esta forma se puede obtener el desplazamiento del piso inferior como:

V2(t) = é. fn,2 >eYn (t)
v, (t) =0.167>0.0175xe ***** >sen(9.543 xt) + 0.145 x0.0052xe **** xsen(28.123 1)
=0.00292 xe %t xgen(9.543 %) + 0.00075 xe *%°** xsen(28.123 %)

De esta forma se puede obtener el corte en la base multiplicando por larigidez del piso como:

kaf . -0.0424 -0.056% N
t) =3000 x— xg0.00292 xe ™ xsen(9.543 1) +0.00075 »e ™ xsen(28.123 ¢
Q(t) e 4 ( ) ( M (Ec.)

=8.767 » %% xsen(9.543 xt) + 2.243 xe %%%* »sen(28.123 %)

Esta funcion posee infinitos maximos (o minimos) locales, e maximo globa del corte
corresponde al maximo de los maximos locales (6 minimos). De esta forma, siempre es
conveniente graficar la funcion en e tiempo para determinar e méximo global (Figura 1). En
laNota final del problema se presenta el gréfico del corte v/s el tiempo, donde se aprecia que
el sexto maximo local corresponde a méximo global del corte.

Como primera aproximacion se puede asumir que el corte basal es controlado por el primer
modo, de este modo consideraremos e méximo globa en un tiempo igual a Ti/4 (tmax =0.1645

seg).

5 T, _ 0.658seg
max 4
P Q.. »8.767 xe 00420154 »5en(9.543 x0.1645) + 2.243 xe™ ©75%01%5 x5en(28.123 x0.1645)

Q,ax » 6.5 kof

t =0.1645seg

S esta funcion es graficada (Figura 1) se obtiene el corte méximo igua a 8.9 kgf. (se
considera ambas soluciones correctas en la correccion).

Nota:

Enla Figura 1 se grafica el corte en funcién del tiempo de acuerdo ala Ec.1 empleando teoria
de impacto corto. Adicionamente se gréfica la solucién exacta obtenida via integracion paso
a paso (Newmark) empleando teoria modal y las razones de amortiguamiento (0.44% y 0.20
%, obtenidas despreciando los términos fuera de la diagona de la matriz de amortiguamiento
modal). Adicionalmente se incluye el corte obtenido empleando la matriz de amortiguamiento
completa (no clasica) empleando métodos complejos que no trabajan modamente (C172C).



Se puede observar que la solucién modal despreciando los términos fuera de la diagonal de la
matriz de amortiguamiento coincide con la solucion empleando la matriz de amortiguamiento
completa

Qvist Gﬁan—lm:lal:twl:-'to-r-_s'g Qar-exacta-mode l'._ﬂ"-l nacorsotac™ 1
10 T T T T T T T I T
impacto-corto
AHHH T H I T T T D T e exacta-maodal-[3
- R } exacta-[C] T
H 1 YL HE
= AR
=z -:J i R LR R it i '
o | i THTHT
i
5 T
10 1 ] ] 1 1 ] L L 1
] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 S0
Tiempo [aeg]
Qvist Cr'lan—ln:acm-u:n‘w-r-_d g QM-I:HHGIJ&-FHD:BI-I'_E'-I Crnarnaota-c =5 1
10 L] 1 L L 1 ! L — -
Impacio-cone
| ¥ iy e ' H i it i e | exacta-modal-p |
1 r ' ' ] a1 1 | Exacta [C]
_ 1 ‘ ¥ : i i
2 a l i I r: il ; U IJ .I P
o " ] 1
i I 1 ] ' 1
t ¥ b H : 13
5 ; | HA i 4
=10 1 1 | ] 1 ' L L
a 1 2 3 4 2 5] 7 =] g 0
Tiempo [s2g]

Figura 1. Corte v/s e tiempo, comparacion empleando 1) teoria de impacto corto y razones de
amortiguamiento, 2) Solucion exacta (Newmark modal) empleando las razones de amortiguamiento equivalente
(matriz clasica). 3) Solucidn exacta empleando directamente la matriz de amortiguamiento no clasica obtenida
por generacion directa.

Utilizando la aproximacion de impacto de corta duracién, se obtiene una solucion bastante
cercana a la exacta.

Al ser modos de frecuencias medianamente cercanas se produce un fendmeno denominado
Beating, donde las componentes modales se acoplan y desacopla a una frecuencia igual ala
diferencia entre las frecuencias de cada componente (chonchones).

Los modos al poseer razones de amortiguamientos tan bajos se tiene que el maximo global se
produce en € sexto (6) maximo local, ya que controla en parte el fendmeno de Beating.

Para determinar e méaximo globa se debiera emplear un andlisis gréfico y/o numérico. De
este modo € méaximo es de 8.9 empleando teoria de impacto corto, de 8.1 empleando la

solucion exactaya sea con la matriz de amortiguamiento clésica o no clésica.



P2. Para la estructura que se muestra en la figura determine e momento en régimen
permanente de la base de la columna. En todos sus pasos intermedios emplee una matriz de

formas modales normalizadas por |a matriz de masa modal. Considere [3=5% para todos los
modos
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Solucion:

En primera instancia definimos los GDL en €l centro de masa (CM) de la barra.

Iy

Los GDL se pueden definir en otra posicion, sin embargo se acoplariala matriz de masa. Esto
no es redtrictivo en e caso que se consideren los términos fuera de la diagona. Al fina se
presenta la solucién definiendo los GDL en otra posicion.

En caso que no se consideren los GDL en el CM v se asuma diagonal |la matriz de masa,
maximanota un 4,0.




Lamatriz de masa sera (unidades en kgf, m s). se definen b=0.7m. L=2m.
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Luego lamatriz de rigidez numéricamente es (unidades en kgf, m, s):

[K]_§2561 23960
~$396 33644

Valores propios, frecuenciasy periodos:

_a58.5 dérad’ U
§5887 5% & 1
e 7.65 Ogrady _2p _a®.8216

P {w,} = S672758 s A " w, $00825 °

{w,z2}= eigenvaJs([M ]l>{K])

Formas modales:

N B _ 60.812 -0.0293)
[f]—elgenveCS(['V'] x[K])‘go.584 -1.0004

Normalizacién de la forma modal, primero determinamos las masas modales de acuerdo a las
formas modales obtenidas:

e _€9610 0 U
M I=lFTAMMAF] =70 ot
Luego las formas modales normalizadas son:
~ - Af)
ft=—
K
~ -0.262 -0.038u

é
b éFi=g;
€ U £0.188 -1.2968

Empleando esta normalizacion se tiene que [M,]=§x4=(%; [Km]=g§%§\3. En adelante
trabajaremos con esta forma modal .

El vector de influencia sismico horizonta es:

{r}=\i .

1y
0p



De esta forma los factores de participacion modal son:

TR = | )

De esta forma la fuerza efectiva modal es:

P (t) = Lo g (1) =-L o X0 ><sen(v_v><t).

Po-eff -n

M odal mente tenemos la ec. de equilibrio:
Yn (t) + 2 >¢:)n >an >z{.n (t) +W§ >8Yn (t) = pO-eff-n xsen (V_th)

La respuesta en régimen permanente del desplazamiento modal es la clasica del caso
armonico.

_ Poefi-n ", Lm n
Yn(t)—&T:an >sen(w>¢- qn) W &xD, >Gen(w><t a, )
Donde w=10rad/seg
w _11.3070 ~ 1 11.38840

%W, foisof _\/(1_ 62) +(2%b, 5, ) 11,017}

q =atan a2xp, >g 0_ |0182u
$1-97 4 A0013i§

De esta forma las respuestas modaes son: (u,_, =0.3>g =0.3>9.8 xm/s?)

1Y, (t)i_ 10 2886 »sen(w xt+0. 182)\J
1Y, (t) fﬁ f 0.0029 xsen(w x-0. Ol3)p

Y (t) =]
De esta forma los desplazamientos reales son:

'r 0.0756xsen(? x+0.182)- 0.0001xsen(? xt-0. 013)P
f 0.0543 >sen(? x+0.182)- 0.0038 5sen(? xt-0.013) p

{(): i;; [FIAY (0} =

2



El momento en el tiempo se obtiene directamente de la tabla de rigidez (ver figura).

Mbase-ool (t) - ST 2 L gWZ (t)

Myase. oo (1) = - 30.406 xsen(? x+0.182) - 5.832xsen(? %-0.013)

Nota: El maximo momento seré:

g 30.406 >sen (0.182) - 5.832 >sen (-0.013) +
M pae = . =36.145kgf xm
g 30.406 >cos (0.182) - 5.832 xcos (-0.013)

Solucién definiendo los GDL en otra posicion:

A i !

Matriz de rigidez En este caso es mas sencilla. (unidades en kgf, m,seg).
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=0 M =k
Hh=1 o 2
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e_xb m b2 U

g m - a 4 }

[M]:é B 2 uXizg’L4.286 5 3
e mxp?2 mx»*Uug g -5 2333)
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Valores propios, frecuenciasy periodos:
2 = o 1 _a®8.5 Gérad” U
{w,?} = eigenvais([M] *{K]) Goonr 8 o

b {W } & 7.65 Ograd T = 2_>p 3 a9.821(?
7672758 s w. §0082570
Formas modales:

¢0.721 -0.355
[f]= elgenvecs([M] ><[K]) 8.693 0935u

Normalizacién de la forma modal, primero determinamos las masas modales de acuerdo a las
formas modales obtenidas:

_€13.537 0 u
M =[F T AMIF]=87 0" e
Luego las formas modales normalizadas son:
~_Af)
fj=——=
{ '} Mm,
~~_ €-0.196 -0.492y
P EuT € 0.188-1.296 1



Empleando esta normalizacion se tiene que [M,]=€\a=[?; [Km]zg.mf\g. En adelante
trabajaremos con esta forma modal .

El vector de influencia sismico horizontal es:
110
ry=i_y
=14y
De esta forma | os factores de participacién modal son:

(Lo =ITMB =1

Notar que los periodos son iguales independientes de la locacion de los GDL, las formas
modales son dependiertes, por ggemplo la segunda fila asociada a giro son iguales ya que
ambas son € giro. De esta forma los factores de participacion son iguales en ambos casos.

Lafuerza efectivamodal es;

P, (1) =-L ., g (1) ==L, % ><sen(v_v ><t) :
%/_/

Po-eff -n

M odal mente tenemos la ec. de equilibrio:
Y, (t) +2>0, w, ¥, (t)+ w22, (t) = Py e xsen(v_VXt)

La respuesta en régimen permanente del desplazamiento modal es la clasica del caso
armonico.

-Lm-vnv#@" >6en(v_v><t— qn)

m-n n

Y, (t) =%><Dn >Gen(v_v><t— qn)=

Donde w =10rad/seg

g =W 113070 1 _11.388
n w, T0.130¥) " ,\/(]__ gnz)2 +(2 - )2 '|‘1.017¥)
q =atan§m9=}-0-182[jr g
el-0 o 70.013%

De esta forma | as respuestas modales son: (li,., =0.3 xg =0.3x9.8 xm/s?)



Y1) =l iY (t) 10 2886 xsen(w xt+0. 182)}J
% f 0.0029 xsen(w x-0. 013)p

De esta forma los desplazamientos reales son:

L(t)@ S[FAY (1) = _}-0.0565xsen(? x+0.182)- 0.0014xsen(? xt-0.013)fl
| — —
2 () % f 0.0543xsen(? x+0.182)-0.0038 xsen(? x-0.013) %

() =]

_)__n

El momento en el tiempo se obtiene directamente de la tabla de rigidez (ver figura).
6 >El 2El
Mbase-col (t) = Txvl (t) +T W, (t)
Mpase. oo (t) =- 30.406 xsen(? x+0.182) - 5.832>sen(? %-0.013)

Nota: El maximo momento seré:

g 30.406 >sen (0.182) - 5.832 >sen (-0.013) +
Mpax = ., =36.145kgf >m
g 30.406 >c0s (0.182) - 5.832xc0s (-0.013)



P3. Parala estructura que se muestra en la figura determine:

i) Laaceleracion maxima de los pisos.

i) Los desplazamientos relativos maximos
de entre piso.

iii)  El corte méximo basal.

iv) El diagrama de momento combinado de
las columnas.

Para €ello considere sismo horizontal
representado por € espectro.  Utilice
combinacion del tipo SRSS.

En todos sus pasos intermedios emplee una
matriz de formas modaes normalizadas por la

matriz de masa modal

Espectro de aceler acionessismico.

g=98

=70 kgf
| ar o o]
k =500 kef'm
W=200 kg
e ZZZZ2 74
k =1500 kefim
W=200 kgf
| -
k =2000 kgf/m
oo i
2
STy :
9]
0 |
0 1 2 3
T1 [Seg]

SZ



Solucion:

Matriz de masa:

&70 0 0y, @143 0 U
M]=80 200 0 Ux=% 0 20408 o ULE
€ U g € U m
g0 0 200§ g O 0  20.408f
Matriz de Rigidez.
€500 500 0y
[K]=5500 2000 -1500x2
g0  -1500 35005
V alores propios, frecuencias y periodos:
e24.0450 , 420
=€ u
{w.?} = eigenvais([M] *{K]) = & 95.211 Zg =
o
§220.244,-Zj u
a2 4.9040 d 5 8.2810
b {w,}=%9.758 9&” p T =P =% 6447 seg
W X
§14 841 7 " §0.4237Zj

Formas modales:

€0.806 -0.894 0.249
[f]= eigenvecs([M]'l >{K]) =%0.529 0322 -0.535]
€0.264 0.310 0.807{

Normalizacién de la forma modal, primero determinamos las masas modales de acuerdo a las
formas modales obtenidas:

1.784 0 0 U
M.]=[FT >{M]>{F]:g 0 9797 O ﬂ
g o 0 19.583f

Luego las formas modales normalizadas son:



60235 -0.286 0.056

s 8 0

P & H=§0.154 0.103 -0.121}
g0.077 0.099 0.182§

El vector de influencia en un edificio de marco es:

110
{r} =11y
llb

L os factores de participacion modal son:

16.3040
(L} =[F [{MI1} = f2.083) 29
11.656), m

Evaluando el valor del espectro de aceleracién de cada modo.

|2 528 u
S,(T)= |6 818 yx—
{10. 987|D
La aceleracion Maxima modal sera:

|16 166u
{¥ra} = Mi S, = [14. 200y
=m 118 195|O

1

La aceleracion maxima de los GDL por modos se obtienen como:

63.797 -4.058 1.025 y
Vi et ={F i} ¥ e ez 493 1.461 -2. 201u><s_
31.243 1.408 3.318§

Si empleamos SSRS como criterio de combinacion se obtiene la maxima acel eracion por piso:

14/3.797% + 4.058° +1.025 56510

Vi mad =1 | 2as3 +1.467 72,207 ;,_ 3.6320x

T‘/l 2437 +1.408% +3. 3182b is. 813|o




Los maximos desplazamientos de piso por modo se obtienen a partir del pseudo espectro de
desplazamiento como:

(F ) €0.1579 -0.0426  0.0047
v :&220.1037 0.0153 -0.01oogm

max-GDL- Modo 2

! €0.0517 0.0148 0.0151§

Luego se pueden determinar los desplazamientos relativos de entre piso por modo restando
los desplazamientos de piso por modo.

(F) Yo, } ¢-0.0542 0.0580 -0.01461)
VREL. max. GDL-Modo = " = £0.0520 -0.0006 0.02517m
% §0.0517 0.0148 0.0151§

Luego s combinamos los desplazamientos de entre piso se obtiene:

|\/0 05422 +0.05802 + 0. 01462 0 10, 081u

|Jo 05202 +0.0006 +0.0251 ;,_ 10.058y>m

T\/0 05172 +0.0148 +0.0152 L 10.056),

{VREL—max-GDL}

El corte méximo basa se puede obtener multiplicando la rigidez del piso inferior por su
rigidez:

kgf

=2000——>0.056m=111.649kgf
m

Qbasal- max

Deigua forma se puede obtener e corte maximo basal empleando la masa modal efectiva:

L2 i 40. 878uk .
{Meff}:M_:.4338 y g s
-2 12,743 b
1
De estaforma el corte por modo es.
1103.357(
{Quae- moso} =My 6, = 129.576 ykof
130.133 |,

Combinando e corte por modo se obtiene:

- :\/103.3572 +29.576 +30.133% =111.649 kgf



El diagrama de momento de la col

umna se obtiene multiplicando la rigidez de la columna

(6E1/L?) por los desplazamientos relativos de entre piso:

/

500
2000

/e 8]

[+ 6EI
L2

/

/ 0L05gm 7500 .

2000

E+_

LE

i

En este caso se considero e diagrama normalizando con respecto a El del piso inferior.
Como no se especifico ni El ni e largo, solo se debe considerar en la correccién la forma del
diagrama, y la multiplicacionde la rigidez por €l desplazamiento relativo del piso.



