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P1. Para la viga que se muestra en la figura, empleando teoria de medios continuos.
Determine:

i) Ecuacion de movimiento diferencial para un segmento de una viga gobernada por
deformacion y esfuerzo axial.
if) Frecuencias angulares naturales (o, ) y Formas modales de la viga (4, (x)).
iii) Fuerza del resorte en el tiempo, para la carga que se muestra en la figura.
iv) Maxima fuerza del resorte en el tiempo.

Desprecie el amortiguamiento del sistema y consideré que la viga esta en reposo en t=0.

k PiL.t)

00— ], -—
EA , m = ctes.

b P(L.1)

u(x,t =0)=0,u(x,t=0)=0
_EA

K=_—"
3-L



Solucién:
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Haciendo sumatoria de Fuerzas horizontales en el segmento de viga:
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De la mecéanica de soélidos tenemos:
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De esta forma la Ecuacion de movimiento diferencial de una viga es:
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En este problema en particular tenemos (EA(x)=EA vy m(x)=m), luego la Ec. De
movimiento diferencial de un segmento de barra es:
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En este caso particular no hay carga por unidad de largo de este modo q(x,t)=0.



Si consideramos el caso homogéneo (sin cargas) (q(x,t)=0).
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Si asumimos que la solucién se puede describir en variables separables como:

u(xt)=g¢(x)- Y(t)
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Modal Modal

Si reemplazamos esta solucion en la ecuacién de movimiento diferencial para el caso
homogéneo:

m-g(x)-Y (t)-EA-4"(x)-Y (t)=0

Reordenando la expresion:
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La parte izquierda de la igualdad es funcion del tiempo (t), la parte derecha es funcién del
espacio (x), por tanto la Gnica opcion es que sean igual a una constante que llamaremos -, °.

De esta forma se pueden reescribir en forma independiente las ecuaciones diferenciales que
gobiernan al desplazamiento modal y a la forma modal como:

Y (t)+ @Y (t)=0 (clasicaEc.demov.del1GDL)
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De esta forma la Ec. diferencial que gobierna a la forma modal se puede escribir como:
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Notar que la Gltima expresion es similar a la Ec. de un sistema de un GDL, por tanto su
solucion sera:

#(x)=A-sen(B-x)+B-cos(B-x)



Para la viga del sistema se tienen las siguientes condiciones de borde (Notar que estamos en el
caso homogéneo):
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#(0)-Y () =ra(t
EA-¢'(0)-Y (t) =k, (t)
EA-¢'(L)-Y (t)=0

Reemplazando la primera expresion en la segunda expresion y reemplazando el valor de
k =EA/3-L se obtiene:

Derivando a ¢(x) se tiene:
$'(x)=B-[A-cos(B-x)-B-sen(B-x)]
Evaluando la primera condicion:
#'(0)-3-L=4(0)

3-L-B-[A-cos(0)-B-sen(0)]|=A-sen(0)+B-cos(0)
= B=3.L-4 A

Si evaluamos la segunda condicion ¢'(L)=0:

#'(x)=A-B-[cos(B-x)-3-L-psen(S-x)]
= A-p-[cos(f-L)-3-L-B-sen(B-L)]=0

Luego A=00 sino la solucion es nula, por tanto se obtiene una relacion para obtener
S talque:



[cos(B-L)-3-L-B-sen(B-L)]=0
=tan(4-L)

=
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Si graficamos tan(3-L) y 3 E en funcion de g-L, se tendra a traves de la interseccion

de estas curvas las frecuencias naturales:
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Determinacion de frecuencias modales.

Los resultados de los primeros modos son respectivamente:

0.5472
3.2440
f,-L={63357 n=1.5
9.4600
12.6928

Notar que cuando g-L — «. Se puede tener una buena aproximacion con:



Esta aproximacion es bastante buena para el quinto modo -(5-1)=4-7 =12.5664.

De esta forma las frecuencias angulares naturales del sistema son:
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Las formas modales seran:
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Formas modales de la Estructura.



Las masas modales seran:
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Haciendo un cambio de variables talque u =3, - x.
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Empleando las identidades trigonométricas siguientes:
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Se tiene:
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Evaluando las integrales:
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Luego la ecuacion que describe el desplazamiento modal es:

Evaluando los desplazamientos modales y velocidades iniciales:
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Ahora resolvemos la Ec. diferencial que controla el desplazamiento modal. La solucion
particular es:

_ ¢ (L)'Po

Y, (=20

n m-n

La solucion homogénea es de la forma:
Y, n(t)=A,-sen(w, -t)+B,-cos(a, -t)
Luego la solucidn total es igual a la suma de la homogénea y la particular:
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Imponiendo las condiciones iniciales es posible determinar A, y B,, para ello derivamos para
obtener la velocidad modal:

Y,(t)=a, [ A,-cos(aw, t)-B,-sen(a, t)]
=Y,(0)=-B, @, =0 = B, =0

Luego:
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Luego el desplazamiento modal sera:
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Luego la solucion del desplazamiento seré:

u(xt)=3¢, (%)Y, (t)

n=1

El esfuerzo del resorte sera igual a:
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Fres (t) = _N(O’t) = _EA(X) .

Donde:

#'(0)=C, -4,
#,(L)=C, [sen(f,-L)+3-L- 4, cos(f, L)]

o, Y M, _. fueron determinados anteriormente:

Como la carga dura hasta el infinito la méxima fuerza del resorte sera:

La contribucion a la fuerza maxima por modo es entonces:
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