El sistema de Hilbert: Légica de Primer Orden

El sistema de deducciéon de Hilbert consta de los siguientes elementos:

- Esquemas para generar férmulas validas:

(@) ¢ — (b — )

(b) (o= (W —0)) = (0= 1) = (¢ —0)).

(c) (o= —9) = ((mp — ) — ).

(d) (Vxe(x)) — @(t), donde t es un término cualquiera que no

menciona a ninguna variable en .

(e) ¢(t) — (Fz p(x)), donde t es un término cualquiera y = no es

mencionado en .

(f) (Fzp) < (Y —p).
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- Axiomas para la igualdad:

Vi - - VemVyr - - VYym (P(x1,...,Zm) A
T1=Y1 N ANTm =Ym) — Py1,...,Ym)).

(e) Para toda funcién n-aria f:

Vey - Ve Yy Vyn (1 =y1 A - Axp = yYn) —
flxi,...;xn) = f(Y1,---,Yn)).
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- Reglas de inferencia:
(a) Modus Ponens:
p —

%
¥

(b) Generalizacién: Si y no aparece libre en ¢, entonces

© — P(y)
@ — V()
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Dado un conjunto de férmulas ¥ U {¢}, una deduccién formal de ¢ desde

Y. es una secuencia de férmulas @1, 2, ..., ©, tal que:

s Para cada 1 < n:
- p; €20
- (; es un axioma légico o

- existen j,k < 1t tales que ; es obtenido desde ¢; y ¢ usando

modus ponens o

- existe j < ¢ tal que ; es obtenido desde ¢, usando la regla de

generalizacion.

] SO’I’LZSO

Notacion: > Fg .
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Ejemplo: Demostraremos que {Vz ¢, Vz (¢ — ¢) } Fr Vr1y (asuma que

y es una variable no mencionada en ninguna de estas férmulas):

(1) Ve ¢ — ¢(y) por esquema, (d)

(2) V(¢ — ) — (o(y) = ¥(y)) por lo mismo

(3) YV ¢ pertenece a 3

(4) Va (¢ — ) pertenece a Y

(5) o(y) modus ponens de (1) y (3)

(6) d(y) — ¥(y) modus ponens de (2) y (4)

(7) Y (y) modus ponens de (5) y (6)

(7) Va (x) por regla de generalizacién aplicada a (7)
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Teorema (correccién): Dado un conjunto de férmulas ¥ U {p}, si

Y Fm ¢, entonces % = .

Ejercicio: Demuestre el teorema.

Teorema (completidad de Godel): Dado un conjunto de férmulas
YU {p}, si X = ¢, entonces X Fg .

Corolario (compacidad): Un conjunto de férmulas 3 es satisfacible si

y s6lo si X2 es finitamente satisfacible.

Ejercicio: Demuestre el corolario.



Una aplicacién del teorema de compacidad

Usaremos el teorema de compacidad para demostrar que el conjunto de

los grafos conexos no es definible en la légica de primer orden.

Es decir, dado £ = {E(x,y)}, queremos usar compacidad para demostrar

que no existe L-oracion « tal que para todo grafo GG,

G Ea < G es conexo.

Asuma por contradiccion que tal L-férmula o existe.

Sea L' la expansién de £ con dos constantes c1 y c2, v considere

L'-formulas
¢n = —(Fz1...Fzn(E(cr,z1) A E(z1,22) A ... A E(xn,c2))).

;,Cudndo una L'-estructura satisface ¢, 7



Una aplicacién del teorema de compacidad

Defina un conjunto X de £'-oraciones como:

{aj U {¢n | n 20} U {=(c1 =c2)}.

Por teorema de compacidad, X es satisfacible por una £’-estructura 2.

Contradiccion: 2 es un grafo conexo y no existe camino de largo n entre

c1 y c2, para ningun n > 0.

Ejercicio: Demuestre usando compacidad que no es posible expresar en

légica de primer orden que un grafo contiene un ciclo de largo finito.



Una forma normal para la légica de primer orden

A veces para demostrar una propiedad de la légica de primer orden es

util asumir que las férmulas estan en la siguiente forma normal:

Una férmula estd en forma normal prenex (FNP) si es de la forma

Q1x1 ... Qnrra, donde cada (Q; es V o 4, y « no contiene cuantificadores.

Ejemplo: La féormula Vz(A(x) — YyB(x,y)) no estd en FNP, pero la
formula VaVy(A(x) — B(x,y)) si lo estd. Sin embargo, ambas férmulas

son equivalentes.



Una forma normal para la légica de primer orden

Teorema: Toda féormula es equivalente a una féormula en FNP.

Para demostrarlo es suficiente usar induccién y las siguientes

equivalencias:
—Vea = dr«a
—Jdra = Vrao
a—Vrf = Vz(a— () sixno esta libreen a.
a— Jrf = dx(a— () six no estd libre en a.
Vea — 8 = dx(a— () siz no estd libre en G,
Jraa — 3 = Vz(a— ) sixno estd libre en (.



