El teorema de isomorfismo

Si dos estructuras 2 y B son isomortfas, entonces son idénticas

excepto por sus dominios.

- A y B son indistinguibles.

En particular: La légica de primer orden no deberia poder

distinguir entre estructuras isomorfas.

- Vamos a demostrar esto.

- ;Por qué este resultado es fundamental?
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El teorema de isomorfismo: Una primera version

Dado: un vocabulario £ y L-estructuras 2 y ‘B.

Teorema: Si 2 y *B son estructuras isomorfas, entonces para cada

L-oracion ¢ se tiene que:

A= siysdlosi B E o

., Como podemos demostrar este Teorema?

- ;Podemos usar induccién?

- Tenemos que demostrar una version mas fuerte del teorema.
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El teorema de isomorfismo: Una segunda version

Notaciéon: Si h : A — B es una biyecciéon que muestra que 2 y B son

estructuras isomorfas, entonces h es un isomorfismo de 2 en ‘8.

Nota: Si o es una asignacion para 2, entonces h o o es una

asignacion para B.

Teorema: Sea o una asignacion para 2 y h un isomorfismo de 2l

en ‘B. Entonces para toda L-férmula ¢:

(A,0) =@ siysélosi (B,hoo)fEp

La primera version del teorema es un corolario de esta versién mas

fuerte.
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El teorema de isomorfismo: Aplicaciones

Antes de demostrar el teorema de isomorfismo, vamos a ver una de sus

aplicaciones.

Notacién: Si (U,0) = o(x1,...,2k) vy o(x;) = a; (¢ € [1,k]), entonces
decimos que A = ¢(a1,...,ax).

El problema de definibilidad: Dada una estructura % y S C A* (k > 1),
decimos que S es definible en 2l si existe una férmula ¢(x1,...,xx) tal

que

S = {(a,...,ar) € A" | Al=o(a,...,ar)}.
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El problema de definibilidad: Ejemplos

. Qué conjuntos definen las siguientes férmulas en (N, 4, )7

pi(zr) = Yylr+y=y),
p2(r) = Vylz-y=1y),
es3(x,y) = Jz(—p1(z) ANz +z=1y).

Para demostrar que un conjunto es definible tenemos que construir

una formula.

., Como podemos demostrar que un conjunto no es definible?
- Podemos usar el teorema de isomorfismo!
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El problema de definibilidad y el teorema de isomorfismo

. Es la multiplicacién definible en (R, +4)?

- Si esto es cierto, entonces existe p(x,y, z) tal que para todo
a,b,c e R:

(R,+) = ¢(a,b,c) siysdlosi a-b=-c.

- Entonces para todo isomorfismo h de (R, +) en (R, +), se tiene que:

(R,+) E p(a,b,c) siysdlosi (R,+)E= p(h(a),h(d),h(c)).

Sea h : R — R definida por h(z) = 3.

- h es un isomorfismo de (R, +) en (R, +).

- (R4 E 9(2,2,4) y (R, +) B 9(h(2), h(2), h(4)). {Tenemos una
contradiccion!
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El problema de definibilidad y el teorema de isomorfismo

1. Demuestre que la suma no es definible en (R, -).
2. Demuestre que la suma no es definible en (N, -).

3. ;Puede usarse el teorema de isomorfismo para mostrar que la

multiplicacién no es definible en (N, +)7
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El teorema de isomorfismo: Demostracidon

Ahora vamos a demostrar por induccion la version fuerte del teorema de

isomorfismo.

- Dado: un vocabulario £ y L-estructuras 2l y *B.

Necesitamos el siguiente lema:

Lema: Si 0 es una asignacion para 2l y h es un isomorfismo de 2l en ‘B,

/\

entonces hoo = hoa&.

Demostracion: Por induccién en los L-términos.

/\

- Para cada constante ¢ € L: hoo(c) = P = h(cA) = h(6(c)) =

(hod)(c).
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El teorema de isomorfismo: Demostracion

/\

- Para cada variable z: hoo(x) = (hoo)(z) = h(o(x)) = h(6(x)) =
(hod)(x).

- Para cada funcién n-aria f € £: Si h/o\a(ti) = (h o &)(t;) para todo
i € [1,n], entonces

hoa(f(tl,...,tn)) —
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El teorema de isomorfismo: Demostracidon

Vamos a demostrar el teorema por induccién en la estructura de ¢:

- Sip = t; = ta, entonces:

(Q(, O‘) ): t1 p— tQ
si y sblo si
G(t1) = 6(t2)
si y sblo si
h(6(t1)) = h(6(tz2))
si y sblo si
(hod)(t1) = (hod)(te)
si y sblo si
h/O\O(t1) = h/O\O(tQ)
si y sblo si

(%,hOO') ):tl :tg.
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El teorema de isomorfismo: Demostracidon

- SigOZR(tl,...

,tn ), entonces:

(A, 0) = R(t1,...,tn)
si y sélo si
(6(t1),...,6(tn)) € R
si y sblo si
(h(6(t1)),...,h(6(tn))) € R
si y sélo si
(hod&)(t1),...,(ho&)(tn)) € RP
si y sblo si
(hoo(t),...,hoo(ts)) € RE
si y sélo si

(%,hOO') )Z R(tl,...,tn).
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El teorema de isomorfismo: Demostracion

Finalmente suponemos que la propiedad se cumple para ¢ y 6.

- Si ¢ = 7, entonces:

&,o) Ee

si y sblo si

(2, 0) = b

si y sélo si

(B,hoo) ~EY

si y soblo si

(B,hoo) E¢
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El teorema de isomorfismo: Demostracion

- Si ¢ =Y A 6, entonces:

&,o) E e

si y sblo si

@o) =y @,0) =0

si y sélo si

(B,hoo)Evy (B,hoo) =0

si y soblo si

(B,hoo) E¢
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El teorema de isomorfismo: Demostracion

- Asuma que ¢ = dx .

Solo vamos a demostrar una direccion. La otra direccion se

demuestra de la misma forma pero considerando A~ ' en lugar de h.
Si (21, 0) = ¢: Existe a € A tal que (A, o[z/a]) = 9.

Por hipotesis de induccion: Existe a € A tal que (B, hoolz/al) = 1.
Pero: hoolx/al = (hoo)[z/h(a)].

Tenemos que: Existe b € B tal que (98, (hoo)[z/b]) E 1.

Por lo tanto: (%B,ho o) = .
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