Resolucion proposicional

Sabemos que X = ¢ siy sélo si % U {—¢} es inconsistente.

; Como verificamos si 3 U {—¢} es inconsistente?

» El método basado en tablas de verdad es demasiado lento.

= Necesitamos un método alternativo que no construya tablas de

verdad.



Reduccion a cladsulas

Notacion: Una clatsula es una disjuncion de literales.

Ejemplo: pV —q V —r.

Una férmula ¢ estd en CNF si es de la forma C7 A Cy A --- AN Oy,
donde cada C; es una clausula.

Podemos representar ¢ como {Cy,C5,...,C,}. jPor qué?

Notacién: También usamos = para denotar equivalencia entre conjuntos

de féormulas.



Reduccion a cladsulas

Toda férmula es equivalente a un conjunto de clatsulas.

Ejemplo:

=(pVaq)Vr
(mpA—q)Vr

(pVaq) —r

(pVrT)A(=gVrT)
{-pVr, nqVr}

Entonces: Nos basta con resolver el problema de satisfacibilidad

para conjuntos de clatsulas.



La regla de resolucion

.. Cémo verificamos si un conjunto de clatsulas es inconsistente?

Sabemos que X es inconsistente si y sélo si 3 = ¢, donde ¢ es una

contradiccion cualquiera.

Entonces: Fijamos una contradiccion [y lo que hacemos es

verificar si > = L.

Notacion: Decimos que [ es la claisula vacia porque una clatisula sin

literales no es satisfacible.



La regla de resolucion

Para verificar que X = [J no queremos usar valuaciones, queremos

usar alguna regla sintactica.

Notacién: Si | = p, entonces [ = —p, y si | = —p, entonces [ = p.

Dado: clausulas C', Oy, C3, Cy y literal .

Regla de resolucion:

Ci VIV Oy
CsVvIiv(Oy
Ci1VCyV O3V Oy

La regla es correcta: {C, VIV Cy, C3VIVCy} = CLVCyVC3VCy
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La regla de resolucion: Ejemplo

Ejemplo:

pVq
qVr

—pVr

Tenemos que: {-pVgq, ~qVr}E-pVr



La regla de resolucién: Casos particulares

Algunos casos particulares de la regla de resolucién:

C1 VIV Oy
l
C1V Cq

En el tltimo caso estamos diciendo que {I,1} es inconsistente.



Demostraciones por resolucién

Dado: Conjunto de clatsulas > y una clatusula C.

Una demostracion por resolucion de C' desde Y. es una secuencia de

clausulas C', Cs, ..., C), tal que:

s Para cada 7 < n:
-, eXo
- existen 7,k < 7 tales que C; es obtenido desde C; y C} usando la

regla de resolucién.

« C, =C.

Notacion: > + C



Demostraciones por resolucion: Ejemplo

Ejemplo: X ={pVqVr, -pVs, ~qVs, -rVstyC=qVrVs.
Una demostracion de C' desde X::

(1) pVaqVr pertenece a .
(2) —pV s pertenece a 3.
(3) qVvVr\Vs resolucion de (1) y (2).

. Existe otra demostracién de C' desde X7



Demostraciones por resolucion: Otro Ejemplo

Otro ejemplo: X ={pVqgVr, =pVs, 7qVs, -rVs, -s}tyC =L

(1) pVagVr pertenece a .

(2) —pVs pertenece a .

(3) qVvVrVs resolucién de (1) y (2).
(4) —qV s pertenece a .

(5) rVsVs resolucion de (3) y (4).
(6) —rV s pertenece a X..

(7) sVsVs resolucion de (5) y (6).
(8) —S pertenece a X..

(9) sVs resolucion de (7) y (8).
(10) S resolucion de (8) y (9).
(11) [] resolucién de (8) y (10).



La regla de factorizacion

Como la regla de resoluciéon es puramente sintactica, desde gV r V s

y =q V s obtenemos r V s V s.

Dado: Clausulas (', C5, ('3 y un literal [.

Regla de factorizacion:

Ci1VIVCOyVIVCs
Ci VIV COyV(Cs

La regla es correcta: {C1 VIV Cy VIV O3} ECI VIV OV O
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La regla de factorizacién

Una demostracién por resolucion puede usar tanto la regla de
resolucién como la de factorizacion.

Formalmente: Una demostracion por resolucion de C' desde X es

una secuencia de clausulas C, Cs, ..., C,, tal que:

s Para cada 1 < n:
-, eXo

- existe 7 < 7 tal que C; es obtenido desde C; usando la regla de

factorizacion o

- existen 7,k < 7 tales que C; es obtenido desde C; y C} usando la
regla de resolucion.

« C, =C.

Notacién: Seguimos usando > + C
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La regla de factorizacién: Ejemplo

Ejemplo anterior: ¥ = {pVqVr, -pVs, 7qVs, -rVs, -s}tyC=L[0.

(1) pVagVr pertenece a Y.

(2) —pVs pertenece a .

(3) qVr\Vs resolucion de (1) y (2).
(4) —q Vs pertenece a X..

(5) rVsVs resolucion de (3) y (4).
(6) rVs factorizacion de (5).
(7) —rV s pertenece a X..

(8) sVs resolucién de (6) y (7).
(9) S factorizacién de (8).
(10) - pertenece a X..

(11) [] resolucién de (9) y (10).
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Correctitud y completidad

Podriamos agregar otras reglas a nuestro sistema de demostracion.

., Coémo sabemos si un conjunto de reglas es bueno?

Usamos dos criterios: Correctitud y completidad.

Correctitud: Si C' se puede deducir desde > usando el conjunto de
reglas, entonces X = C.

Teorema (correctitud de resolucién): Si ¥ - C, entonces

> = C.

Ejercicio: Demuestre el teorema.

Corolario: Si X - [, entonces X es inconsistente.
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Correctitud y completidad

Completidad: Si ¥ = C', entonces es posible deducir C' desde X

usando el conjunto de reglas.

Ejercicio: Encuentre > y C tal que X = C' y no es cierto que
> FC.

Tenemos que agregar otras reglas si queremos completidad.

Pero: Sélo queremos usar resolucién para demostrar que un

conjunto de clausulas es inconsistente.

Forma débil de completidad: Si 3 |= [, entonces es posible deducir

[1 desde X usando el conjunto de reglas.
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Correctitud y completidad

Teorema (completidad de resolucién): Si ¥ = [J, entonces
¥ 0O

Corolario: X es inconsistente si y so6lo si > = [

iPodemos usar resolucion para verificar si un conjunto de

clatsulas es inconsistente!

Ejercicio: Demuestre el teorema de completidad (hagalo por induccién

en el nimero de letras proposicionales mencionadas en XJ).
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Resolucion proposicional: Comentarios finales

- Suponga que X es infinito. jEs cierto que X es inconsistente si
y s6lo si X+ 7

- Sean Cq, Cy, (U3, C4 clatsulas y [, [o literales. jEs la siguiente
regla correcta?

Cl\/ll\/lg\/CQ
CsViiVieVv Oy
CivVCy VO3V Oy

- ;Es conveniente agregar otras reglas de deduccién a nuestro

sistema de demostracion?
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Completidad: Demostracion

Vamos a demostrar el teorema de completidad.
Dado: conjunto inconsistente de férmulas ..

Por demostrar: > + []

Vamos a hacer la demostracién por induccion en el numero n de

letras proposicionales mencionadas en ..

18



Completidad: Demostracién

Caso base: Sea n = 0. Entonces ¥ = (), y trivialmente X - .

Caso inductivo: Supongamos que la propiedad es valida para n y

que X contiene n + 1 letras proposicionales.

Primero, sea [ un literal mencionado en Y. Defina

YIl)={C-1|Cex, 1¢gC}.
Lema: Si ¥ es inconsistente, entonces (1) es inconsistente.

Ejercicio: Demuestre el lema.
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Completidad: Demostracién

Entonces, existen:

- Demostracion por resolucion C1, ..., C), de [J desde 3(1).

- Demostracion por resolucién Dy, ..., D,, de O desde X(1).

Idea: Convertir a (', ..., (), en una demostracion por resolucion de

loOdesde ¥,y a Dy,...,D,, en una demostracién por resolucién
de [ o [ desde X..

En cualquier caso, hay una demostracion por resolucion de [ desde
.
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