MODELO DE GRIFFITH PARA LA PROPAGACIÓN DE GRIETAS FRÁGILES

Introducción 

Griffith fue el primero en abordar adecuadamente el rol de las grietas en fractura frágil (1920).  Nótese que en fractura frágil, las grietas se propagan en un campo elástico, puesto que no hay deformación plástica. La Fig. 1 muestra la curva de tracción de un material frágil.  El problema que se aborda aquí consiste en considerar que se tiene un material dado, con una grieta (ya existente) de extremos agudos, y de  tamaño y geometría conocidos, y un nivel de esfuerzo conocido, ver Figura 2. La pregunta es: ¿se propagará esa grieta bajo tales condiciones?

Griffith publicó su trabajo, donde modeló la fractura frágil del vidrio, en una revista inglesa de gran prestigio.  Pasaron varios años antes de que los ingenieros apreciaran esta contribución, no obstante las catastróficas rupturas de componentes de acero y fundiciones ferrosas, en puentes, calderas, buques, ascensores mineros, etc.  
A primera vista, el material abordado por Griffith, el vidrio, parecía  irrelevante; además, la metodología de Griffith, basada en un balance energético, hacía difícil la extensión de los cálculos a geometrías complejas de grietas.  Sin embargo, hoy se reconoce la contribución fundamental de Griffith para la disciplina  denominada Mecánica de la Fractura; la metodología de esta disciplina es más versátil que la de Griffith, aunque también se basa en la Elasticidad. Para la Mecánica de Fractura, el caso de Griffith es sólo un caso base, entre muchos otros casos. La Mecánica de Fractura, desde la Elasticidad Lineal,  también ha buscado extenderse a materiales que presentan una moderada plasticidad, esto corresponde a la Mecánica de Fractura Elastoplástica.
A continuación veremos el Modelo de Griffith el cual, aún siendo muy sencillo, ilustra bien los conceptos fundamentales que rigen si una grieta de extremos agudos ubicada  en un material dado, se propaga o no bajo un cierto nivel de esfuerzos, en un caso de geometría particularmente sencilla, ver Fig. 2.
Conceptos básicos de la Elasticidad Lineal

Consideremos un material frágil. En tal caso, no habrá deformación elástica, sólo plástica, ver Figura 2. Para el caso de los metales y cerámicos, tal Elasticidad es prácticamente Lineal, cumpliéndose la Ley de Hooke:

σ =  E ε


Ec. 1

donde σ  es el esfuerzo, E el módulo de Young del material y ε la deformación. (Recuérdese que estamos en una situación de tracción donde la curva de ingeniería prácticamente coincide con la curva verdadera).
Otro resultado de la Elasticidad Lineal es que la energía elástica acumulada por unidad de volumen de material es igual al área bajo la curva de tracción. Tal área corresponde a un triángulo, ver Fig. 2:

(UE / V) = ½  σ ε

Ec. 2
donde V es el volumen del material.
Considerando que se cumple la Ley de Hooke, la última ecuación queda:

 UE  = ½  (σ2 / E) V

Ec. 3

Enunciado del modelo de Griffith

Consideremos un material como el vidrio:

· Isótropo

· Elástico perfecto. Es elástico lineal y no presenta plasticidad, ver Fig. 1

Se aplicarán algunas ecuaciones y resultados de la Elasticidad Lineal.

El caso analizado por Griffith se presenta en la Fig. 2.  Se trata de una plancha de espesor t, suficientemente delgada; en Elasticidad, esto significa que se está en un caso de  “esfuerzo plano” donde el esfuerzo perpendicular a la plancha es nulo. Hay un esfuerzo aplicado σ, que es conocido y constante, ver Fig. 1. Los casos de las grietas agudas y perpendiculares al esfuerzo de las Figs. 1a y 1b son formalmente similares en su tratamiento. Ellos tienen  idéntica solución si se cuida  de emplear la nomenclatura definida en esa figura para el tamaño de la grieta.  También se entiende que el tamaño de las grietas es suficientemente pequeño frente al ancho de la plancha; esto para que no haya interacción entre el campo de esfuerzo generado por la grieta y los bordes de la plancha.

      Nótese que el esfuerzo aplicado σ es relativamente fácil de determinar y se mide a una gran distancia de la grieta. En la vecindad de la grieta hay una distribución compleja de esfuerzos que es conocida en el contexto de la Teoría de la Elasticidad; a esa teoría la consideraremos aquí como una herramienta. La Teoría de la Elasticidad está muy ligada con el curso Resistencia de Materiales (Mecánica de Sólidos).

Lo que se quiere establecer es si la grieta se propagará o no. Aquí no se pregunta acerca de cómo apareció la grieta.

Modelación

Consideremos el caso Griffith de la Fig. la.  Para resolver el problema se hace un balance de las energías involucradas.  Además, la energía de la plancha agrietada se compara con la de una plancha similarmente solicitada, pero sin la grieta, ver Fig. 3.  Así, primero se calculará: 
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Entonces, sólo se calcularán los términos energéticos que presentan  diferencias entre las dos planchas.  Esos términos energéticos son dos:

· Energía de superficie, US. A toda unidad de superficie libre se asocia una energía γ [J/m2], cuyo valor es una propiedad del material. La energía de una superficie total es proporcional a su área [m2].

-
Energía elástica, UV, la cual se distribuye en el volumen. Para este cálculo emplearemos la Ec. 3.

Considerando estos dos términos de energía y el estado de referencia podemos escribir la Ec. 4 así:

ΔU = ΔUS + ΔUV 

Ec. 5

ΔU = (US [2a]+ US [0])+ (UV [2a] - UV[0])



Ec. 6

Cálculo de la diferencia de energías de superficie,  ΔUS

Como se trabajará con diferencias, ver Ec. 4, en particular no se tomará en cuenta la energía correspondiente a las superficies libres de las planchas, debido a que tales superficies son iguales en ambas planchas, y esas energías se cancelan entre sí (en resta).  De esta manera:
ΔUS = US [2a]+ US [0]

        = ΔS γ
Entonces:

ΔUS = (2 (2a t)) γ = 4 a t γ
Ec. 7

donde t es el espesor de la plancha. Nótese que la grieta genera una superficie arriba y debajo de ella.

Cálculo de la diferencia de energías de volumen,  ΔUV
Queremos calcular:

ΔUV 
= UV [2a]+ UV [0]
Ec. 8

Al estado de referencia, plancha no agrietada, le corresponde una energía elástica almacenada, por unidad de volumen, que se calcula considerando un esfuerzo uniforme en el volumen, σ.  De la Ec. 3, se tiene: 

UE [0]= ½  (σ2 / E) V

Ec. 9

Para cada plancha, V= SP t, donde SP  es la superficie de la plancha y t el espesor de ésta. De esta manera: 

UV [0]= ½  (σ2 / E) SP t

Ec. 10
Veamos ahora el cálculo de la energía total de la plancha con una grieta interna de longitud 2a, UV [2a], ver Fig. 2a.  Por tener una grieta, esta plancha no sólo presenta más superficie que la de referencia, sino que, además, parte de su energía elástica está relajada. El cálculo de Uv 
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 es complejo, pues primero hay que determinar los campos de esfuerzos y deformaciones en la plancha, y después hay que integrar la energía elástica  sobre el volumen, aplicando la Ec. 3. Un campo corresponde a la distribución espacial de una variable en función de la posición. Este es un problema resuelto en Elasticidad Lineal, pero aquí desarrollaremos una solución aproximada. Esta última permite llegar rápidamente a una solución donde aparecen correctamente todos los parámetros físicos involucrados, y que difiere en sólo un factor numérico de la solución exacta.

Para tal aproximación supondremos que la grieta genera, ver Figura 4:

· cerca de ella, un volumen donde los esfuerzos están relajados total-mente, por lo que localmente σ = 0
· y, lejos de ella, un volumen donde el esfuerzo es una constante igual al esfuerzo nominal aplicado, σ.  

De esta manera, se tiene: 

UV [2a]= ½  (σ2 / E) (SP  - (π (2a)2/4)t)




Ec. 11


Entonces, considerando las Ecs. 10 y 11, la Ec. 9 queda:

ΔUV = ½  (σ2 / E) [(SPt- (π(2a)2/4)t) -SP t]




        = - ½  (σ2 / E) (π (2a)2/4)t)

de donde:

ΔUV = - ½  (σ2 / E) (π a2t)
Ec. 12

El signo menos de la ecuación anterior refleja el hecho de que la plancha de referencia, sin grieta, tiene más energía elástica por unidad de volumen que la plancha agrietada.

Un cálculo más preciso, a través de la determinación de los campos de esfuerzo y deformación, lleva al siguiente resultado, bastante similar al de la Ec. 12:

ΔUV = -  (σ2 / E) (π a2t)

Ec. 13

Con las Ecs. 7 y 13,  ya podemos desarrollar la Ec. 5:

ΔU =  ΔUS + ΔUV

ΔU =  4 a t γ -  (σ2 / E) (π t a2)
Ec. 14

Tengamos presente que se está trabajando con un material dado (de constantes E y 
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 bajo un esfuerzo constante 
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. Analicemos cómo evoluciona 
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 cuando la magnitud a crece, ver Fig. 5. Conviene considerar (pensar) que estamos analizando casos con distinto tamaño de grieta inicial a. 
Obsérvese en la Ec. 14 que, en el segundo miembro, el primer sumando corresponde a una energía que se opone a la propagación de la grieta, en tanto que el segundo sumando corresponde a una energía elástica liberada.  Esta última permite, entre otras cosas, superar la barrera energética correspondiente a la creación de superficie, haciendo posible la propagación.  El primer sumando del segundo miembro crece linealmente con a, en tanto que el segundo decrece con a al cuadrado. Para valores suficientemente pequeños de a, prevalecerá el primer sumando que es positivo, pero, para valores mayores, prevalecerá el segundo sumando que es  negativo, ver Fig. 5. Considerando lo anterior, calculemos el valor de a que corresponde al cambio de signo de la pendiente de la curva 
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 versus a. Ese punto se asocia a un valor extremo (máximo) de dicha función ΔU que presenta concavidad negativa. Derivando respecto de a, e igualando a cero la Ec. 14, además de simplificar por t, se obtiene: 

4γ - 2(σ2 /E)(πa) = 0

Eq. 15
de donde se desprende el importante resultado: 

aC = 2 γE / (σ2 π)

Ec. 16
A este valor del semitamaño de la grieta 2a se le llama el valor crítico de grieta.  Veamos su interpretación.

Interpretación del tamaño crítico de grieta ac

Supongamos que se  tiene una grieta de tamaño inicial a, y que ésta varía, por una pequeña perturbación, su tamaño en da. Tal valor da no puede ser negativo pues, las grietas “no sanan” espontáneamente, es decir, no se cierran (no se restablecen los enlaces a temperatura ambiente). Siempre suponemos que σ es constante.

Veamos entonces el caso de una grieta de tamaño a que crece en da, teniendo en cuenta nuestros cálculos previos y particularmente la Fig. 5.
· Si a < ac, al crecer la grieta aumentará la energía del material. Dado que todo sistema procura minimizar su energía, la grieta no podrá seguir creciendo espontáneamente.

· Por el contrario, si a > ac , el sistema liberará suficiente energía elástica como para seguir pagando el precio energético γ, asociado a crear nuevas superficies por crecimiento de la grieta.  Entonces la grieta crecerá espontáneamente y, más aún, como veremos, ella acelerará. 

Así, este criterio de propagación de grietas frágiles establece que si a > ac, entonces la grieta se propagará rápidamente (catastróficamente).

Aceleración de las grietas críticas 

Nótese que para a > ac, la curva 
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 versus a tiene una pendiente cada vez más negativa, ver Fig. 5.   Ello se debe a que al crecer a, la energía liberada elásticamente por el volumen se hará cada vez mayor respecto de la energía necesaria para crear las superficies correspondientes, ver Figs. 5 y 6. En efecto, al crecer la grieta en da, independientemente del valor de a, hay que pagar una energía superficial constante, dada por  4γ, ver primer sumado de la Eq. 15. Por el contrario, al crecer el tamaño de la grieta en da, hay un crecimiento de la energía liberada que es cada vez mayor, tratándose de una función lineal con a, ver segundo sumando de la Eq. 15. Esto contribuye a que cada vez haya más energía excedente, lo cual hace acelerar la grieta, hasta llegar a velocidades próximas a un 40% de la velocidad del sonido de un material. 

Por la anterior razón es muy difícil frenar una grieta que superó el valor crítico.  Sólo se puede hacer si pone una barrera antes de que ella crezca (acelere) demasiado.  
Tal rol puede ser desempeñado por los bordes de grano; en efecto, se ha observado que policristales de Fe sometidos a esfuerzo y luego descargados, presentan grietas que se extienden dentro de un grano, de un borde de grano a otro.  Sin embargo, una vez que una grieta ya comenzó a propagarse suficientemente rápido, ya no se frene hasta que la pieza o probeta se rompa totalmente. (Otro asunto es si el esfuerzo se relaja). Para que los  bordes de grano tengan alguna opción de detener una grieta que acelera, es conveniente que el tamaño de grano sea lo más fino posible.
Criterio de Griffith y la necesidad de una grieta aguda 

El criterio de Griffith es una condición energética necesaria, pero no suficiente, pues también se requiere que se cumpla otra condición vinculada a que la grieta sea aguda.  Esta condición establece que el esfuerzo nominal multiplicado por el coeficiente local de concentración de tensiones en el extremo de la grieta, debe ser suficiente para romper localmente los enlaces atómicos.  Por lo tanto, cuando se aplica el criterio de Griffith, se entiende que hay una grieta con extremo agudo que satisface la condición recién expuesta. 

Cuando se tiene una grieta de tamaño a < ac, , si el esfuerzo nominal aplicado es cíclico y moderado, podría tenerse crecimiento por fatiga. (Por la discontinuidad de la punta de la grieta aguda, allí el esfuerzo podría ser muy elevado).  Bajo esas condiciones, la grieta crecerá en forma estable por fatiga, esto es, ciclo a ciclo; sólo cuando el tamaño de ella llegue al valor crítico, se tendrá la propagación rápida final catastrófica.
Esfuerzo crítico σC 

La Ec. 16 para ac   se puede analizar en términos de un esfuerzo crítico, 
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c. Supongamos que se tiene una grieta de tamaño a conocido, y que se quiere determinar el esfuerzo que la torna crítica, este es un problema muy importante en ingeniería. Despejando la Ec. 16 queda: 
σC = √(2 γE / (πa))

Ec. 17
             La Ec. 17 permite determinar el esfuerzo para el cual se iniciará la propagación de una grieta de tamaño conocido, bajo las condiciones de la Fig. 1, en un material de constantes E y γ.
Generalización del modelo de Griffith

Considerando ciertas adaptaciones, el criterio de Griffith es extensible al caso de policristales de metales frágiles, materiales que no son ni homogéneos ni perfectamente elásticos: en particular, ellos normalmente presentan algún grado de plasticidad en el extremo de la grieta.  
Resultados de Griffith en la nomenclatura de la Mecánica de la Fractura

En cursos más avanzados se puede ver el enfoque de la Mecánica de Fractura (MF) aplicado  a distintas geometrías de grietas y esfuerzos nominales, e incluso materiales algo elastoplásticos.  A la luz de ese enfoque, la solución al problema de Griffith se puede expresar como se indica a continuación.  Primero, reescribamos la Ec. 17 de la manera siguiente: 

σC√(πa) = √(2 γE )

Ec. 18
Nótese que el segundo miembro de la Ec. 18 depende sólo de constantes del material; entonces definimos una magnitud propia del material, llamada Tenacidad de Material (en la MF), como Kc = (2
[image: image10.wmf]g

E)½ .   Por otra parte, el primer miembro reúne a las  dos variables del problema de Griffith, σ y a;  así, al término K = σC √(πa)  se le  llama Factor de Intensidad de Tensiones, por razones propias de la MF.  De esta manera, una grieta se propagará cuando K se haga igual a Kc.  En este enfoque también se define a 2
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 como igual a G, factor denominado, en la MF, Velocidad Crítica de Liberación de Energía de Deformación.  
Leyendas de las figuras 

Fig. 1 Curva de tracción de un material perfectamente elástico lineal, que se rompe frágilmente.  Es el caso de vidrio, en un ensayo habitual de tracción a temperatura ambiente. 

Fig. 2 Caso de Griffith: plancha de un material elástico lineal, isótropo y homogéneo, sometida a una carga de tracción constante y con una grieta perpendicular al eje de tracción.  La plancha, es suficientemente delgada como para que el esfuerzo normal a la plancha sea nulo; además, la plancha es suficientemente grande respecto del tamaño de la grieta presente.  Los dos casos considerados tienen un tratamiento y solución similar: a) Plancha con una grieta central de longitud 2a. b) Plancha con una grieta en el borde de longitud a. 

Fig. 3 Se calcula la diferencia de energía entre una plancha agrietada (ver Fig. 2) y una plancha sin grieta, de referencia.  Las dos planchas son del mismo material y de las mismas dimensiones, y están sometidas a un mismo esfuerzo de tracción, σ.
Fig. 4 Aproximación de la relajación del campo de esfuerzos en la plancha agrietada      (ver Fig. 2a).

Fig. 5 Dependencia con la magnitud a, de las diferencias de energía entre la plancha agrietada y la no agrietada, a σ constante.  La curva de la diferencia total de energía  
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versus a, presenta un máximo para a = ac . Más allá de ese  máximo, la pendiente de esa curva se hace más y más negativa; ello se debe a que se incrementa la liberación de energía elástica almacenada en el volumen del material, ΔUV . 
Fig. 6 Para dos tamaños de grietas centrales en una plancha, se presenta esquemáticamente el volumen relajado, cuando una grieta crece desde 2a hasta 2(a+da), a esfuerzo constante.  Nótese que la energía elástica liberada es proporcional al volumen relajado.
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