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1. Optimizacion Irrestricta

Teorema 1.1. Sea S convezxo abierto no vacio en R™ y f : S — R, diferenciable en S. Entonces f es convexa si y
solo siVT € S

fl@) > f@+Vf@'(r-7) VeeSs

Teorema 1.2 (Valor Medio en R™). Sea f : S C R™ — R diferenciable en S, con S abierto convero no vacio.
Entonces para todo par de puntos x1,x2 € S existe & €]x1, x|, donde |z, x2[= {Ax1+ (1 =N)ax2: XA € (0,1)}, tal que:

flx2) = flz1) = V(@) (22 —21)

Problema 1.1. Utilizando las hipdtesis del teorema anterior, pruebe que f es convexa si y solo si Vxi,x9 € S
(Vf(z2) = Vf(21)) (@2 —21) = 0

Solucién 1.1. Probemos las dos implicancias:

= Supongamos f convexa. Sean xi,x2 € S. Por el teorema 1, se tiene que

fler) = flw2) + Vf(22) (21 — x2)
flxa) = flxr) + Vf(x1) (x2 — x1)

Sumando ambas inecuaciones:

f@) + f(@2) = flz)+ flz2) + (Vf(z2) — Vf(21)) (21 — 22)
0 > (Vf(x2) = Vf(x1)) (21 — 2)
< (Vf(x2) = V(1)) (@2 — 1)

< Sean x1,x2 € S. Por el teorema del valor medio (teorema 1.2), existe x = Axq + (1 — N)ze € S tal que

flz2) = f(x1) = Vf(@)(ea—z1) (%)

Por hipdtesis:

0 < (Vf(x) = V() (z — 1)
0 < (Vf(x)= V(@) Ao+ (1= Naz — 1)
0 < (Vf(x)= V() ((1 =N (z2 — 1))
0 < (Vf(x)—Vf(z1))(xs — 1)
Vi) (z2 —x1) < Vf(x)(z2 —x1)
Vi) (22 — 21) = f(@2) — f(21)

—~
*
—

flar) + Vf(x) (z2 — 1)

IN

f(z2)

Utilizando el teorema 1.1, se concluye que f es convexa.ld



Problema 1.2 (Bertsekas, pagina 19). Sea f : R® — R de clase C? que satisface
mlyll* <y"Vf(z)y < Mlyll*,  VYz,yeR"

donde V2 f(x) es la matriz hessiana evaluada en x y m, M > 0. Pruebe que f tiene un tinico m”inimo global x* que
satisface

SVI@IP < f@) - S0 < S IVF@IE, Ve eR

M
Do o™ < @) - f@*) < Sz — 27|’ Vo eR”

HINT: Use expansion de sequndo orden y la siguiente relacion:

Wi (V@) (g - 0) + Sy = oI} =~ 9@

Solucién 1.2. http://www.athenasc.com/nlpsoll.pdf

2. Condiciones de Optimalidad y Coercividad

Teorema 2.1 (Condicién necesaria de Primer Orden, una vez diferenciable). Sea f : R™ — R diferenciable en
x € int(Dom(f)). Si x es dptimo local de f entonces V f(x) = 0.

Teorema 2.2 (Condiciones necesarias de Primer Orden y Segundo Orden, dos veces diferenciable). Sea f: R™ — R
dos veces diferenciable en x € int(Dom(f)). Si x es dptimo local de f entonces V f(x) =0 y H¢(z) es semidefinida
positiva.

Teorema 2.3 (Condicién Suficiente). Sea f: R™ — R dos veces diferenciable en x € int(Dom(f)). Si Vf(x) =0y
H¢(x) es definida positiva, entonces x es minimo local de f.

Teorema 2.4 (Coercividad y Continuidad). Sea f : R" — R continua y coerciva (i.e. lim | —o f(2) = 00) .
Entonces f tiene al menos un minimo.

Demostracién. Consideremos la sucesion zy, tal que limg_,o f(2x) = Inf, f(x) (el infimo puede ser finito o —o0).
Como f es coerciva, la sucesion z, debe ser acotada, pues de no serlo se tendrd lim; . f(zr,) = 0o para alguna
subsucesion zy; que satisface ||z, || — oo, lo cual indicaria que inf, f(x) = co. Ahora bien, como 2, es acotada, tiene
al menos un punto de acumulacion, z € R™, y por continuidad de f se tiene que f(z) = limg_o0 f(2x) = Inf, f(z).O

3. Discretizacion del Método de Maximo Descenso
Sea H un Hilbert y ® funcién diferenciable y convexa. El Método de Mdximo Descenso (Steepest Descent)

= Caso Explicito:
aF T =2k — A\ VO (2") (E)

con A\, > 0. El principal resultado es el siguiente teorema:

Teorema 3.1. Sea ® : H — R una funcidn diferenciable y conveza tal que Argmin{®} es distinto de vacio y
V& es Lipschitz sobre acotados. Sea la iteracon definida por

LR =

donde >, Ay, = +00 y > A2 < 400, entonces

1. Vz € Argmin{®}, el limite limy_. 4 ||2* — 2| existe.
2. Existe una subsucesion de z* tal que 2% — 2> € Argmin{®}.
k

3. Si ademds dimH < 400, entonces % — x>°.

Demostracién. :



1. Sea z € Argmin{®}. Definamos py, := ||z* — z||%. Notemos que:

Orp1 = ”karl _ZH2
_ ||xk+1—xk+xk—z|\2
= 2"t —2FP 2 <2 -2k ab — 2 > gy
Vo(zF) 2 k+1 k ok
= M P2 < 2 =2k 2t — 2 > 4
IVe(z¥)]|
= )\k+2<xk+1—mk,xk—z>+<pk
2\,
= - < VO(h), 2F — 2 > +oy
V()]

Por el teorema 1.1 (debido a la converidad y diferenciabilidad de ®) se tiene:
<VO(zF) b — 2> < ®@h) - d(2)

Con esto se tiene la siguiente desigualdad:

Y1 < o+ AL — IOl (®(z") — (2))
>0

< Spk+>\i

Probemos el lema:

Lema 3.1. Si (1) es una sucesion acotada inferiormente y tal que existe (8x) con > 0 < +0o de modo
que Yrp+1 < @ + 0. Entonces @i converge.

Demostracion. Sumando Z‘;’;,H_l 0; a ambos lados de la desigualdad, se obtiene 0 < 011 , con Oy =
‘Pk"'Z;ik d;. Como gy, es acotado inferiormente, 0y, tambien, luego 0} converge, y como Z;’ik 0j —k—oo 0
obtememos que @y, converge, y ademds limg_, oo O = limy_. o wr.0J

Como se tiene que Y, A2 < oo por hipdtesis, se concluye que limg_, ; ||[2% — z|| existe (en particular, z*

es acotado).
2. Por megacion, supongamos que toda sucesion satisface lo contrario, es decir, 3¢ > 0 tal que Vk € N,
®(2%) > min ® + ¢. De la primera parte:
2k

Pri1 < 0k +Ah + o (@2
U VeEh)| =

obtendriamos 06X
EAL 2
e YN ka Pr+1 + A
[V ()] g

sumando sobre k se tiene

2e < oo + A2
Z ||V(I) I SDO B 4 ; k
=Mk —oo Pk N—

<oo

Ak
es decir Z D] < 00. Por hipdtesis, se tiene que Y A\, = 00, luego lim,_,  re=rmvr HV‘1>( = = 0. Como

Vo es szschztz sobre acotados y x* es acotada, tenemos

Ve < Lj"|
< LM
<~
cte.
con (x¥) C B(0, M). Es decir, V®(z*) es uniformemente acotado, lo cual contradice lfimk_)m”vq)i%mk)” =0

Por lo tanto, existe una subsuceson de x* convergente a x> € Argmin{®}, o equivalentemente lim, ,__ ®(z*)
min P.

3. Propuesto.l]



= Caso Implicito:

A VAL T Lany) (I)

con A > 0. Si ® es convexa, la funcién ®(x) + ﬁ”x — 2%||2 es convexa y coerciva, y por teorema anterior,

Argmin{®} tiene al menos un elemento (ver Problema siguiente).

El problema (I) anterior es equivalente a
k1 ; 1 k2
1 = Argmin, ¢ {®(2) + = lo — 22}
2
el cual recibe el nombre de Algoritmo del Punto Proximal (PROX).

Problema 3.1. Sea f: R"™ — R una funcidn conveza, con derivada continua y A > 0. Definamos la funcion

A
oa(@) = f(x) + Sl
Demuestre que eziste un unico minimo global de ¢y .

Solucién 3.1. La funcion ¢y es trivialmente continua. Probemos que es coerciva. Del teorema 1.1, se tiene
que

ox(@) > F(0) + VF(0) Tz + %xTx

Supongamos I(zy) C R™, ||zk|| — oo y IM > 0 tal que px(zr) < M para todo k:

M > f(0)+Vf(0)Txk+5x§€xk

2
A
M — f(0) > V£(0)Tay + 5:5;‘55@
——
M
~ A T
M = (Vf(0)+ 53%) Tk
Geometricamente se tiene que (Vf(0) + 3z) Tz, = |V £(0) + Sai|||| k| cos Ok, con Oy el dngulo entre ambos

vectores. Como ||x|| — oo, se tendrd que cosfy —i o 1, con lo cudl se llega a la contradiccion, pues kg tal

que Yk > ko, |V £(0) + @k [|lvk] cos O > M + 1, luego M > M + 1.

Luego, por teorema 2.4, existe al menos un minimo de py. La funcion @y es estrictamente convera pues si
n .
z,y € R" o # y:

lz = yl> > 0
Izl = 22Ty + lyl> > 0

2hal? > =Tl + 2Ty

Fa)+ 2lel? > @) - Sl + xaTy
or@) > @)~ Sl + 2aTy
A@) > f6)+ V) @) - Sl + AaTy
A > f0)+ VI @~ )+ Sl + AaTy Ny
oa@) > J)+ Sl + VI @~ )+ 2 ()
pa(@) > oY) + (V) + ) (@ —y)
oA@) > o)+ (V) + YOI (@ )
oA@) > o)+ V(W) + Sl - )
pa(@) > oay) + Vo) (z - y)

Por teorema 1.1, se conluye la convexidad estricta. Luego, el minimo es unico.l]



