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En el teorema principal de esta clase, se analiza la convergencia de la sucesién primal-dual generada
por el método de Programaciéon Cuadrética Secuencial, cuando el primer punto iterado (dj, A1) estd en una
vecindad de un punto estacionario (., A«) regular que satisface complementaridad estricta:

(CE) :ci(zy) <0< (M) =0
El problema a resolver es el siguiente:

minmEQ f(ZC)
(PEI) : S.a cE(x) =0
cr(xz) <0

Recordemos que las restricciones de desigualdad activas se denotan por I? = {i € I : ¢;(z*) = 0}. Antes
de enunciar el teorema, conviene recordar el problema cuadrdtico tangente:

min  Vf(xp)"d 4+ 1/2d" L(xy, di.)d
(QPgr(k)) : sa  cp(zk) + VCE(xk)Td =0
cr(zg) + Ver(zp)Td <0

En adelante, cuando se mencione un punto estacionario, se considera regular. Recordemos el Método de
Newton para problemas con restricciones de igualdad, el algoritmo es el siguiente:

1: Problema a ser resuelto:

.} mingeq f(z)
(Pp) { s.a c(x)=0

: Escoger punto inicial (z1, A1)
k1
repeat

if VoL(zg, \i) < €y c(z) =0 then

PARAR
end if
Calcular V2, L(zg, \y) y encontrar un par primal-dual (dy, )\gp) estacionario para el problema:

I RS

f min Vf(z)+1/2d" L(zg, A\i,)d
(QPg) : { sa c(z)+ Ve(r)Td :g '

9:  Tpy1 = o+ di

10: )\k+1 = )\g

11: k—k+1

12: until ;Se cumple criterio de parada?

El teorema de convergencia local del método de Newton se utiliza en el principal resultado de esta clase:



Teorema 1 (Convergencia Local de Newton). Sean f,c de clase C? en una vecindad de un punto estacio-
nario . del problema (Pg) con multiplicador asociado A.. Entonces existe una vecindad V' de (., A\x) tal
que si el primer término generado por el método de Newton, (x1,A\1), estd en V, el método estd bien defi-
nido y genera una sucesion (Tx, \r,) que converge a (., \«) superlinealmente (||xg+1 — x| = o(||zk — z4])) ).
Ademds, si f,c son de clase C*1, la convergencia es cuadrdtica (||vyy1 — x| = O(||vx — z4]))).

El resultado principal es el siguiente:

Teorema 2. Sean f,c de clase C? en una vecindad de un punto estacionario x. del problema (Pgp)
con multiplicador asociado .. Suponga que se cumple (CE) y (x«, (A«)guro) es punto estacionario del
problema:
iy ) min f(z)
(Pp): { s.a  ci(x) =0, ic EUI

Considere el método PCS donde dy, es punto estacionario de norma minima de (QPgr(k)). Entonces existe
una vecindad V' de (z+, \) tal que si el primer término generado por el método PCS, (di, \1), estd en V:

1. PCS estd bien definido y (zk, \) converge a (x4, \x) superlinelamente.
2. Las restricciones activas de (QPgr(k)) y (Pgr) son las mismas.
3. Si f,c son de clase C*', la convergencia es cuadrdtica.

Demostracién. La idea es mostrar que cerca de (x4, Ay), €l punto estacionario de mnorma minima de
(QPgi(k)) usando PCS y el punto estacionario del problema cuadrdtico asociado a (Pf) en la k-ésima
iteracion usando Newton son iguales. De esta manera, usando el teorema 1, se concluye de inmediato el
resultado.

Suponagmos en adelante que (71, \;) es lo suficientemente cercano a (x4, \s). Como («, (A«) guro)
es punto estacionario de (Py), Vegyo es sobreyectiva y el problema cuadrdtico asociado a (Py),

(QPL(k)) : { min YV f(xp)Td + 1/2JT~L(xk,Ak)cZ

E s.a  ci(wg) + Vei(zp)Td =0, ic BEUIl
tiene solucidn tdnica. Denotamos por (dy, (S\EUIQ)IC) a la solucién de (QPy(k)) y por (dy, \i) a su extension
usando (M) = 0,i € I\IY.
Mostremos que (dy, \) es punto estacionario de (QPgr(k)). Como (dy, \y) satisface (QPgr(k)), solo falta
probar: (1) ci(zy) + Vei(zy)Tdy <0, ie I\ (2) X\ >0, i€,
De la convergencia de Newton, se tiene que (Tyi1, Agr1) = (g + Jk,ik) con lo cual czk se puede escoger
lo suficientemente chico como para satisfacer la desigualdad del punto 1. Para el punto 2, dado i € I?,
se cumple ¢;(z.) = 0, y por (CE), (\); > 0. Como A, es cercano a A\, (Newton), se puede escoger lo
suficientemente cercano tal que \; > 0. Por lo tanto (dy, \) es punto estacionario de (QPg(k)).
De esto se deduce que el método PCS estd bien definido. Mostremos ahora que el par primal-dual (dy, )\gp)
entregado por el método de Newton en cada iteracion para el problema (Py;), coincide con (czk, \e cuando
(7k, M) esta suficientemente cerca de (x4, ). Sii € I\IV, se puede escoger dj. suficientemente chico de
manera que se cumpla c;(xy,) + Vei(zp)Tdy < 0. Por (CF), se cumple ()\gp)i =0, y como \; = 0 para
i€ I\I?, se cumple ()\gp)i = X\i. Como (QPg;(k)) tiene solucion tnica, no hay necesidad de revisar las
restricciones de igualdad FE, sélo falta probar

ci(zk) + VCi(ZL‘k)Tdk =0, 1€ I,?

., . . . ., o QP
Supongamos por contradiccion que existe un indice j € I y una sucesion (Ty, /\f ) convergente a (Tx, Ax)
tales que
¢j(Ty) + Ve (@) dy, < 0

Como dj, es chico, se puede escoger tal que cj(Ty) <0 y (X?P)j =0 por (CE). Ademds:

Vi@ + L@ wd+ Y O )iVe(@) =0
i€ BUI\{j}



Como V f(Zr) + L(Tk, \)dr, — Vf(2.) (pues dj, — 0) y Vepopo es sobreyectiva, XSP converge a algin

valor XQP. Tomando limite: op
Vi) + > (¥)Vela) =0
i€ BUIR\{j}

Es decir, XQP es multiplicador de x., lo cual contradice la unicidad de \,.

Pro lo tanto, se tiene el resultado.l]



