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Funciones de Lyapunov y estabilidad. Sea X : R × Ω → Rn una función
continua en el par y localmente Lipschitz en su segunda variable. Supongamos
que X(t, 0) = 0 para todo t ∈ R, de modo que el 0 es un equilirio de la ecuación
ẋ = X(t, x). Decimos que V : R × Ω → R es una función de Lyapunov para la
ecuación y el conjunto {0} si es de clase C1 y satisface:

i) V (t, 0) = 0 para todo t ≥ 0;
ii) Existe una función continua w : Ω → R tal que w(x) > 0 para todo

x ∈ Ω \ {0} y V (t, x) ≥ w(x) para todo t ≥ 0; y

iii) ∂V
∂t (t, x) +

n∑
i=1

∂V
∂xi

(t, x)Xi(t, x) ≤ 0 para t ≥ 0 y x ∈ Ω.

Probaremos lo siguiente:
(1) Si existe una función de Lyapunov para ẋ = X(t, x) y el conjunto {0},

entonces el 0 es un equilibrio estable.
(2) Si V : B(0, r) → R+ es una función de Lyapunov para ẋ = X(x) y {0},

y si además ∇V (x) · X(x) < 0 (función de Lyapunov estricta) para todo
x ∈ B(0, r) \ {0}, entonces el 0 es un equilibrio asintóticamente estable.

(3) Sea A una matriz cuyos valores propios tienen todos parte real negativa.
La ecuación ẋ = Ax tiene una función de Lyapunov estricta de la forma
V (x) = 〈x, Bx〉. Estrategia: Veremos primero que si C es una matriz
simétrica y definida positiva, entonces la matriz

B =
∫ ∞

0

eA∗sCeAs ds

es simétrica, definida positiva y cumple que A∗B+BA también es simétrica
y definida positiva.

(4) Sea A como arriba y supongamos que f(x) = o(‖x‖). Entonces el 0 es un
equilibrio asintóticamente estable de la ecuación ẋ = Ax + f(x).

(5) Suponga que existe una función V : B(0, r) → R de clase C1 con V (0) = 0
y ∇V (x) · X(x) < 0 si x 6= 0. Suponga además que para cada ε ∈ (0, ε0]
existe ξ ∈ B(0, ε) tal que V (ξ) < 0. Entonces el 0 es un equilibrio inestable
para la ecuación ẋ = X(x).
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