CALCULO DIFERENCIAL Y DE VARIACIONES

PATRICIO FELMER & JUAN PEYPOUQUET

1. CLASE AUXILIAR I: 12 DE MARZO DE 2007.

1.1. Convergencia de funciones diferenciables. Sean X e Y dos espacios de
Banach y sea U un abierto convexo de X. Considere una sucesién { f,, } de funciones
de U en Y con las siguientes propiedades:

(1) El limite lim f,(a) existe para algin a € U;
n—oo
(2) La sucesién de aplicaciones f], : U — L£(X;Y) converge uniformemente en
Uaunag:U — L(X;Y).
Pruebe que la sucesion f, converge uniformemente en todo subconjunto acotado
de U a una funcién f. Pruebe también que f es diferenciable y que [’ = g.

Nota: Para obtener el resultado anterior basta suponer que U sea conexo y que
la sucesién f! converja uniformemente en cada bola contenida en U. Demuéstrelo.

1.2. Funciones en espacios de operadores. Sea f : C — C una funcién

analitica con radio de convergencia R para su representaciéon holomorfa f(z) =
o0

anz". Sea X un espacio de Banach. Si A € L(X) y ||A]|z(x) < R entonces la

n=0

sucesion (fn(A)),—, definida por f,(A) = apA¥ es convergente en £(X). As

M=

k=0

tiene sentido definir, por ejemplo:
° ,\%A’ para A € Cy A € L(X) con ||Al|zx) <|Al; y
e exp(wA), paraw € Cy A € L(X).

1.2.1. Inversién de Isomorfismos. Sean X e Y dos espacios de Banach. Defi-
namos el conjunto D := Isom(X;Y) C L(X;Y) y consideremos la funcién ¢ : D —
L(Y; X) definida por ¢(u) = u~t.

(1) Pruebe que D es un abierto de £(X;Y) y que ¢ es continua.

(2) Demuestre que ¢ es diferenciable y que su derivada en un punto u € D
viene dada por ¢'(u)h = —u~tohowu™! para h € L(X;Y).

(3) Finalmente, verifique que la funcién ¢ es de clase C*.
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1.2.2. El Grupo Exponencial. Sean X un espacio de Banachy A € £(X). Defin-
imos la funcién ¢ : R x X — X por 9(t,z) = exp(tA)z.

(1) Calcule las derivadas parciales de .
(2) Demuestre que son continuas.
(3) Deduzca que 9 es diferenciable en R x X y calcule su derivada.



