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1 Introduccion y Ejemplos

Un problema de programacion lineal se escribe de manera explicita como:

(PL) minz = 1T+ CoTot+ ... + Cr1Tm—1+ CnTn
a1+ Q%o+ ...+ Qg1 Tpo1t Q1T = by
a1 T1+  Q29Tot+ ...+ Qep_1Tpo1t+ GopT, = b
am,lxl—i_ am,2x2+ e F am,n—lxn—l"i_ Amnln = bm

o en forma compacta como:

(PL) minz =c'x
Az =
r >0

conz,c € IR", be IR", A€ Mpxn(IR), con m < n.

En la funcién objetivo o criterio ¢!z, la variable x se conoce como variable de decisién
o nivel de actividad y ¢ como vector de costos.

El conjunto de restricciones S = {Ax = b,x > 0} es un poliedro cerrado y se llama conjunto
factible. La matriz A se conoce como la matriz de coeficientes tecnolégicos y b como
vector de recursos o, simplemente, lado derecho.

Otras definiciones preliminares:

e Si S es acotado, existe solucion, pues se minimiza una funcién lineal continua sobre un
conjunto compacto (cerrado y acotado).

e Si S es no acotado, puede ocurrir que ¢tz — —oo, con x € S.
e Se diré que el problema (PL) es acotado si y solamentesi 37 € S ¢'T < ¢z Vx € S.

e Se dird que el problema (PL) es no acotado si y solamente si 3d € IR", x, € S tal
que ¢'(z,+ Ad) — —00 si A — oo con x, + Ad € S VA > 0 Es evidente que si (PL) es
no acotado, entonces S es no acotado. La otra implicancia no siempre es cierta, como
veremos cuando estudiemos como resolver un programa lineal.

e Se dira que el problema (PL) es infactible si y sélo si S = ¢.



1.1 Ejemplos

En lo que sigue, revisaremos algunos ejemplos clasicos de la programacién lineal.
Ejemplo 1.1 Problema de transporte

Consideremos una industria que tiene dos fabricas, una en la ciudad O1 y otra en la ciudad
02. Ella produce un bien que es consumido en D1, D2 y D3. La oferta en O1 es de 10.000
unidades diarias, mientras que la oferta en O2 es de 5.000 unidades. La demanda diaria en
todos los centros de consumo es de 5.000 unidades.

5.000

5.000

5.000

5.000

Figure 1: Problema de transporte: grafo de la red oferta-demanda

Los costos de transporte (peajes, impuestos, pago de camiones) estdn dados por el vector ¢,
donde ¢;; es el costo de transportar una unidad de produccién desde la fabrica i a la ciudad
Jyeoncn =209 =1,c13=3,021=1,000=2,003=1.

El objetivo del industrial es determinar la cantidad de producto que debe enviar desde cada
fabrica a cada centro de demanda, minimizando los costos de transporte.

Si llamamos z;; a la cantidad de producto enviada desde la fabrica ¢ a la ciudad 7, el problema
y sus restricciones pueden plantearse como sigue:



(P) min 2.1'11 +219 +3l‘13 +291 +2l'22 +Xo3

oferta Ol x11 +xz12 +x313 = 10000
02 T21 —+X99 +ZE23 = 5000
demanda D1 zq +T9; = 5000
D2 T12 +$22 = 5000
D3 13 +$23 = 5000
Equivalentemente,
N M
(P) min Y >~ cijwy;
T i=1j=1
11100 0 i 10000
000111 12 5000
100100 3L — | 5000
010010 a1 5000
001001 22 5000
_m23_

es decir, como un problema lineal, donde S (el poliedro) esta escrito en la forma canénica
Axr =05, = > 0.

En términos més generales, si a; denota la oferta del nodo 7 =1, ..., N y b; la demanda en el
nodo j =1, ..., M, el problema de transporte puede escribirse como sigue:

N M
min > D CiTi
i=1j=1
M
oferta Yowyy=a; YVi=1...,N
j=1
N

demanda Y x;;=0; Vj=1,..,M

N M
En general, supondremos que > a; = Y b;, lo cual garantiza la factibilidad del problema.
i 1

=1 j=

Ejemplo 1.2 Planificacion de la produccion



Se necesita planificar la produccién para k meses, con demandas conocidas al fin de cada
mes dy, ..., dg.

El stock inicial es de s, < d;. Los costos de produccion en cada periodo son cq, ..., cp. Se
puede guardar producto de un mes a otro, con costos unitarios qi, ..., gx. Al final del horizonte
de produccion el stock debe ser nulo.

Se desea encontrar el plan de produccién que minimize los costos totales de la empresa.

ul u2 uk

d1 a2 dk

Figure 2: Problema de planificacion de producciéon

Escribamos primero las restricciones del problema:

Llamando w; a la produccién del periodo ¢ = 1, ...k, del diagrama de la figura (1.1) es claro
que

variables datos
Ui — 81 = dl So
S1 + U9 — S9 = d2
Sp—1+ur = dg

Uiy S; >0 VZ:L,]C

Luego, el problema puede escribirse como:

k k=1
min Y cu; + Y. ¢S
i=1 i=1



1 0 0 -1 0 0] ¢ -
Uq S d— s ]
0 1 0 0 1 -1 L= 2o
ds
1 0 0 1 -1 : u, | .
0 51
1 -1 : 4
| 0 0 1 0 1| Lok
UZ,SZZO\V/Z,j

Ejemplo 1.3 Problema de la dieta

Un hacendado esta criando cerdos y necesita definir la cantidad de alimentos que hay que dar
a cada uno diariamente, para satisfacer los requerimientos nutricionales minimos, de modo
de minimizar el costo por alimentacion.

El Servicio Nacional de Alimentacion de cerdos entrega a los empresarios del rubro la sigu-
iente carta de nutrientes por Kg. de los alimentos més comunes:

Alimentos Nutrientes
[Kg] carbohidratos | proteinas | vitaminas
maiz 90 30 10
cebada 20 80 20
alfalfa 40 60 60
Req. minimo diario 200 180 150

El precio del maiz, la cebada y la alfalfa es de $42, $36 y $30 por Kg., respectivamente.

Planteemos el problema de optimizacion asociado: llamemos m > 0 a la cantidad de maiz,
¢ >0 aladecebaday a >0 ala de alfalfa, todas medidas en Kg.

El objetivo del hacendado es minimizar sus costos por alimentacién, esto es
min 42m + 36¢ + 30a
Las restricciones nutricionales, de acuerdo a la tabla, estan dadas por
90m + 20c + 40a > 200  carbohidratos
30m + 80c + 60a > 180  proteinas

10m + 20c + 60a > 150  vitaminas
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m 42

Si llamamos x = | ¢ | a la variable de decisién, ¢ = | 36 | al vector de costos,
a 30
90 20 40
30 80 60
A= 110 200 600 a la matriz de coeficientes tecnolégicos y
1 0
0 0 1
200
180
b= 180 el vector de recursos,
0
0

el problema de la dieta puede escribirse como un problema de programacion lineal con
restriccciones de desigualdad.

1.2 Formas candnicas de un programa lineal
En general un PL se encuentra en una de las dos siguientes formas:

1) Forma de desigualdad:

max z=clx
x
Az <b
x>0
2) Forma estandar:
min 2z =cTx
x
Ax =b
x>0

Estas dos formas son equivalentes puesto que se puede pasar de un problema de maximizacién
a uno de minimizacién y viceversa con un simple cambio de signo, y los poliedros {z/Az =
b, x >0}y {x/Ax < b, z > 0} son equivalentes, en el sentido que estan relacionados a través
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de un cambio reversible en las variables y restricciones. Especificamente, cualquier problema
de programacion lineal puede escribirse en una de estas dos formas, usando transformaciones
sencillas, como por ejemplo:

e Pasar de > a < multiplicando la restriccién por —1.

e Pasar de < a = usando una variable de holgura:

n n
Y- ai;x; < b; esequivalente a Y a;jx; + Tpi1 = bj, xpyq > 0.
=1 j=1

Notar que en este caso se crea una variable adicional por cada restriccion.

e Una variable irrestricta x puede ser reemplazada por dos variables no negativas ;1 > 0
y x9 > 0, escribiendo x = x1 — @

e Maximizar ¢’z es equivalente a minimizar —c”z
Ejemplo 1.4 FEl problema
max cjTi+ CoZo

11— ?)ZL'Q
1

(AVAAY,
o ™

es equivalente al problema (haciendo xo = u — v, con u,v > 0).

—min —cjr1— Cu+ v
—x1+ 3u— v
1, u, v

IV INA

que a su vez, es equivalente al problema:

—min —cx1— Cu+ Ccyv
-1+ 3u— v +y=-8
X1, u, v, Yy > 0

Plantear un problema de optimizacién requiere comprender la estructura del mismo y ser
ordenado y creativo a la hora de darle forma. Veamos algunos ejemplos mas de planteamiento
de programas lineales.



Ejemplo 1.5 Una constructora de viviendas de madera acaba de ganarse una propuesta
para edificar un conjunto de casas. Los ingenieros de la constructora estin preocupados de
minimizar los costos tanto como sea posible. FEllos han estimado que requeriran madera
aserrada de 4 X 4 de diferentes longitudes: de 80, 60 y 50 cm. En el mercado eziste este
producto en dos dimensiones: 1.20 y 2.10 m. con un costo de 300 y 350 pesos, respectiva-
mente. La cantidad de piezas de cada largo, que se empleardn en la construccion, se indican
en la siguiente tabla:

Longitud (¢cm) | Cantidad minima requerida
80 1500
60 800
50 2400

Para satisfacer sus necesidades, la empresa tiene que trozar los productos que compre para
obtener las piezas deseadas. ;Cudntos produactos de 1.20 m. y de 2.10 m.debe comprar la
empresa para satisfacer sus requerimientos y minimizar los costos? Formule un modelo de
programacion lineal para resolver el problema.

Solucion:

— o M 0 [ © [ 0 & Mx,; [ s Mllx,

— s [ e WEMx, [ ®©[ & [sofllx, [ © X,
oo [ s [0]x x131 x32

_ s [ MEx, [ © [ofsoflx, [ © [«lx,

—w [ o [oMx, [ [w[w[s]x [ X,
oo [ 0 ] ofix, [ 5 NN [0 s X

_ e [0 M [sof so N x

_ 80 [50] 50 [Mx, [ 50[50]50] X o

_ M, [o[w[s[s[0]x

_ 60 [ o0 [N x

101

Figure 3: Posibles configuraciones de corte

El mercado ofrece madera aserrada en dos dimensiones

7 | dimension
1.20
2.10

NO| —
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con costos ¢; = 300 y ¢o = 350, y la empresa requiere 3 longitudes distintas: 80, 60 y 30 cm,
en las cantidades senaladas en la tabla del enunciado.

Una placa 2.10 m. puede cortarse en 19 formas distintas (configuraciones), para satisfacer
los requerimientos de la empresa. Por su parte, una placa de 1.20 m. puede cortarse en 6
configuraciones, tal como se indica en la figura (3).

Luego, el conjunto de variables de decision natural sera
x;; = cantidad de madera de dimensién j, cortada de acuerdo a la configuaracién <.

Con esto, la funcién objetivo se escribira:

19 6
min 300 ) @1 + 350 ) x40

i=1 i=1
Las restricciones seran:
T11 + 291 + 2[)331 + 241 +T51 + 261 + 71 + 281 + 712 > 1500

Ta1 + Ts1 + 2%61 + To1 + 22101 + 3T111 + 27121 + X1z
+T141 + T151 + Tz + 2T39 + Tao

v

800

T31 + Ts1 + X7y + 2281 + X121 + Tig1 + 22141 + 3T151
+x161 + 22171 + 32181 + 4T 101 + Ta2 + T2 + 2262 > 2400

vy > 0 Vi

Analicemos la primera restriccion. En ella se impone que la cantidad de piezas de 80 cms.
debe ser al menos de 1500. En efecto, la configuracion x;; tiene exactamente una pieza de
80 cms, la configuracion x9; contiene 2 piezas de 80cms, etc.

Ejemplo 1.6 Un pequeno banco asigna un mdximo de $20.000 para préstamos personales y
para automovil durante el mes siguiente. El banco cobra una tasa de interés anual del 14%
a préstamos personales y del 12% a préstamos para automdvil. Ambos tipos de préstamos se
saldan en periodos de 3 anos. El monto de los préstamos para automovil debe ser, cuando
menos, dos veces mayor que el de los préstamos personales. La experiencia pasada ha de-
mostrado que los adeudos no cubiertos constituyen el 1% de todos los préstamos personales.
¢ Como deben asignarse los fondos?

Solucién:

Variables de decisién:
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xy : dinero asignado a préstamos personales
ro : dinero asignado a préstamos para automévil

Planteamiento:

maxz = (0,14-0,99 —0,01)x; +0, 12z,

Ty +z5 < 20.000
211 —r9 < 0
T Z 0
) 2 0

Donde maximizamos la cantidad total de intereses a recibir, menos la fraccién de créditos
personales que no se pagan. La primera restriccion corresponde a la cantidad de dinero a
repartir en créditos y la segunda dice que lo destinado a préstamos para automéviles debe ser
al menos el doble que lo que se destina a préstamos personales. Esto podria obedecer a alguna
politica del banco para recuperar el dinero en caso de no pago, por ejemplo, embargando los
vehiculos.

Ejemplo 1.7 Una empresa dedicada a la elaboracion de trajes de sequridad para obreros
forestales ha desarroallado dos nuevos tipos de trajes, que vende a tiendas en todo el pais.
Aunque la demanda por estos trajes excede a su capacidad de produccion, la empresa sigue
trabajando a un ritmo constante, limitando su trabajo en estos nuevos articulos a 50 ho-
ras/semana. El traje tipo I se produce en 3.5 horas y genera una ganacia de US$28, mientras
que el trage tipo II toma 4 horas para su produccion y da una ganancia de US$31. ;Cudntos
trajes de cada tipo deberd producir semanalmente la empresa, si su objetivo es maximizar su
ganacia total?

Solucion:

Variables de decision:

x1: numero de trajes tipo I
ZTo : numero de trajes tipo II

Planteamiento:

(P)maxz = 28z; +3lxz,

T Z 0
T2 Z 0
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Ejemplo 1.8 Suponga que una persona acaba de heredar $6000 y desea invertirlos. Al oir
esta noticia, dos amigos distintos le ofrecen la oportunidad de participar como socio en sus
negocios. En ambos casos, la inversion significa dedicar un poco de tiempo el verano sigu-
tente, al igual que invertir efectivo. Con el primer amigo, al convertirse en socio completo,
tendria que invertir $5000 y 4000 horas, con una ganacia estimada (ignorando el valor del
tiempo) de $4500. Las cifras correspondientes a la proposicion del sequndo amigo son $4000
y 500 horas, con una ganacia estimada de $4500. Sin embargo, ambos amigos son flexibles
y le permitirdn entrar al negocio con cualquier fraccion de la sociedad. La participacion de
las utilidades seria proporcional a esa fraccion. Como de todas maneras esta persona estd
buscando un trabajo interesante para el verano (600 horas a lo sumo), ha decidido participar
en una o ambas sociedades, con la combinacion que maximize la ganacia total estimada.
Formule un modelo de programacion lineal para este problema.

Solucion:

Variables de decision:

21 : dinero invertido en el primer negocio
Zo ¢ dinero invertido en el segundo negocio

Planteamiento:
(P)maxz = a1+ 329
1 Hxy < 6000
=11 4gr2 < 600
1 < 5000
ro < 4000
Ty, Ty 2 0

Plantee los siguientes problemas de programacién lineal.

Ejercicio 1.1 La National Free Transportation Agency (NAFTA), debe decidir un programa
de formacion y contratacion de nuevas azafatas para los proximos seis meses.

Las exigencias a respetar son expresadas en horas de vuelo de azafatas: 8.000 en enero,
9.000 en febrero, 8.000 en marzo, 10.000 en abril, 9.000 en mayo y 12.000 en junio.

La formacion de una nueva azafata dura un mes. Esta formacion comprende 100 horas de
vuelo en lineas de la compania. Estas 100 horas se pueden deducir de exigencias que las
azafatas deben cumplir, es decir, sirven para satisfacer las exigencias de horas de vuelo de
azafatas de la compania.

Cada azafata experimentada puede entregar hasta 150 horas de vuelo por mes.
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Cada azafata experimentada recibe un sueldo de US$800 por mes, independientemente del
nimero de horas que preste servicio. Cada mes, el 10% de las azafatas experimentadas deja
su trabajo por diversas razones.

Al cabo de un mes de formacion, que cuesta US$400 a la compania, una azafata aprendiz se
convierte en azfata experimentada.

Ejercicio 1.2 Un proyecto de construccion municipal requiere fondos de 2 millones, 4 mil-
lones, 8 millones y 5 millones, durante los prozimos 4 anos, respectivemente. Suponga que
todo el dinero para un ano se requiere al principio del ano. FEl municipio intenta vender
el numero exacto de bonos a largo plazo, suficiente para cubrir los fondos requeridos para
el proyecto, y todos estos bonos, independientemenet de cudndo sean vendidos, serdn paga-
dos (se vencerdn) en la misma fecha de algin ano futuro distante. Se ha estimado que los
procentajes de interés en el mercado (es decir, los costos de vender los bonos) de bonos a
largo plazo en los préximos 4 anos serdn del 7%, 6%, 6.5% y 7.5%, respectivemente. El
pago de intereses de los bonos empezard un ano después de haber completado el proyecto y
continuard durante 20 anos, después de lo cual los bonos serdan pagados. Por otra parte, se
ha estimado que durante el mismo periodo, los porcentajes de interés a corto plazo sobre los
depdsitos a tiempo fijo (es decir, lo que la ciudad puede ganar en depdsitos) serdan del 6%,
5.5% y 4.5%, respectivamente (es claro que el municipio no invertird dinero en depdsitos a
corto plazo durante el cuarto ano). Cudl es la estrategia dptima que debe sequir el gobierno
municipal en la venta de bonos y en el deposito de fondos en cuentas a tiempo fijo para poder
completar el proyecto de construccion?
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2 Solucién de un Problema de Programacion Lineal

Teorema 2.1 Sea S un poliedro no vacio en la forma candnica y sea el problema

(P)min 'z
res

Entonces una de las siguientes afirmaciones es verdadera:

(i) (P) es no acotado.

(ii) (P) tiene un vértice (punto extremo) como solucion.

2.1 Motivacién: solucién gréfica en IR

Consideremos el siguiente problema lineal

(P) min —2!131 —|—3.’L'2

2%1 —XT2 S 3
—X1 +2.T2 S 2
) Z 1

x1, xg =2 0

Graficamente, en un problema de minimizacién, lo que se hace es desplazar la recta que
representa los costos en la direcciéon —c, que es la direccién de maximo descenso. Con esto
tenemos que el valor 6ptimo sera aquel ultimo punto factible que alcance la funciéon objetivo
en su descenso.

Desgraciadamente, para dimensién mayor o igual a 3, ya no es posible resolver estos proble-
mas de manera grafica.

2.2 Algoritmo Simplex

Vimos que para poder resolver un problema de programacién lineal necesitamos solo con-
siderar los vértices del poliedro S = {z € IR"/Ax = b,z > 0} como candidatos a solucién
6ptima del problema. Para un nimero grande de variables (n) y restricciones (m) vimos

.y, , ;e n ;
también que el nimero de vértices puede ser enorme, , por lo que una metodologia
m

mas sistematica se hace necesaria.
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El método simplex, desarrollado por Dantzig (1949), tiene una idea geométrica muy simple:
primero encuentra una base factible (un vértice de S). Luego el método se mueve de vértice
en vértice, a través de las aristas de S que sean direcciones de descenso para la funcién
objetivo, generando una sucesién de vértices cuyos valores por f(z) = ¢ x son estrictamente
decrecientes, con lo que se asegura que un mismo vértice no es visitado dos veces. Asi, como
el nimero de vértices es finito, el algoritmo converge en tiempo finito; esto significa que
encuentra una solucion éptima, o una arista a lo largo de la cual la funcién objetivo es no
acotada.

A la busqueda de una base factible se la llama Fase I del algoritmo simplex. El resto del
procedimiento se conoce como Fase II.

2.2.1 Fase II del Algoritmo Simplex

Consideremos el problema

(PL) minc'x

zeS
con S ={z € IR"/Ax = b,z > 0} un poliedro.

Supongamos que A € M,,, es de rango m, entonces A puede escribirse de la forma A =
[B, N], con B € M,,,,, invertible, tal que B~1b > 0.

Notemosm:{xB}, c:{cB}

TN CN

Entonces, Az = Bxg + Nxy = b con lo que finalmente x5 = B~'b — B~ Nay

El problema (PL) es equivalente a

min ckB7+ (¢ — cEB7'N)zy

g+ B 'Nxy =B
TN >0
B Z 0
-1
Consideremos un punto x es factible, { ;B } = [ B 0 b } >0
N

St _ T T, _ Tp-1
Con esto, ¢’z = czrp + cyaxny = cg B~ b.
Si ¢k, — ¢cEB7IN > 0, no es aconsejable dar valor positivo a las variables en x .
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Definicién 2.1 La cantidad 77 = c5 B~ se conoce como vector de multiplicadores del
Simplex. Fsta terminologia proviene de la interpretacion de las componentes de m como
multiplicadores de Lagrange y como precio de equilibrio en el optimo, como veremos mds
adelante.

Ejemplo 2.1 Consideremos el siguiente problema:

min  3xs3 x4

—3(E3 ‘|‘33§'4 < 6
—8xs +4xy < 4
€3, Ty 2 0

escrito en la forma candnica:

min 0$1 +0£L’2 +3l‘3 +x4

1 —3x3 +3x4 = 6
i) —81’3 +4$4 = 4
r;, > 0 Vie{l,23,4}
T 0
. (1 0 (=3 3 T\ | %2 ce\ |0
Elijamos B = (0 1) , N = (—8 4), (xzv) =l | <CN) =13
Ty 1

Donde: zp : variables basicas o en la base
xn : variables no-basicas o fuera de la base
x1, X9 : variables de holgura

T3, x4 : variables estructurales

Se puede despejar x1, x5 en funcién de x3, x4 y reemplazar en la funcion objetivo. Notar que
todo queda igual, pues B=1y cg = 0.

Como c§; — 7T N = (3,1) > 0, la solucién es éptima.

()-[i)- 9

e Criterio de Optimalidad

O O =D

17



En un problema de minimizacién escrito en la forma candnica, si las variables no basicas

-1
. . . _ ., B B b
tienen asociado un coeficiente ¢, = ¢k — 7T N > 0, entonces la solucién (x > = ( 0
N

es Optima.
Habitualmente, los datos se ordenan en un cuadro:

0 ¢k ‘ —7Th

*
r N[BT O

¢k = ck — 7N se llama vector de costos reducidos.

Ejemplo 2.2 Consideremos el siguiente ejemplo:

min —3x3 44

—35173 +3Z‘4 < 6
—8.733 +4LL’4 S 4
I3, Ty 2 0

Siguiendo el procedimiento anterior, escribamos la siguiente tabla:

!
Tr1 T X3 T4 —Z
0 0 -3 1[0=-7b
1 0 -3 3 6
0o 1 -8 4 4

Tal como en el ejemplo anterior, x = (6 4 0 O)T es una solucion factible; pero no es
optima, pues ¢3 < 0

., Conviene hacer crecer una variable no béasica a un valor positivo? Si.

I = —3ZL‘4+6+3I‘3
To = —4xs + 4+ 8xs

Tomando x4 = 0 (fuera de la base), x3 puede crecer indefinidamente, disminuyendo el costo
total, sin violar las restricciones, dado que las variables x; y zo se mantienen positivas. Mas
aun, este problema es no acotado.
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e (Criterio de no acotamiento

Si un costo reducido es negativo y los elementos en la columna correspondiente son negativos
o nulos, en al menos una de las filas, entonces el problema es no acotado.

Observacion 2.1 5i la columna es enteramente nula, la variable es irrelevante.

Ejemplo 2.3 Veamos ahora el ejemplo:

min 3.113 —XT4
—3$3 +33§'4 < 6
—8])3 +4$4 < 4
T3 sy > 0

Escribamos la tabla:

!
Tr1 T X3 X4 | —X
o 0 3 -1]0
1 0 -3 31| 6
0 1 -8 4] 4

x4 es una variable no bésica cuyo costo reducido es negativo®, luego conviene hacerla entrar
a la base.

.Cuanto puede crecer? Los datos en la columna asociada son todos positivos, luego el
problema es acotado.

T = —3I4 -+ 6
To = —4£L‘4 + 4
z3=0 (fuera de la base)

Se necesita que x; > 0, x5 > 0, lo que implica que x4 < 1.
6 4 b;
Maés atn, £, = min {=, — } = min{--
T {374} 6ij>0{aij}

3Si bien no hay resultados respecto a la eleccién entre las variables con costos negativos, conviene hacer
ciertas convenciones. En este caso eligiremos siempre la variable de costo reducido mds negativo
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lr
Tr1T T2 I3 Ty z
0o 0 3 -110
1 0 -3 3 |6
0 1 -8 4 —s

e (riterio de pivoteo

Se hace entrar a la base aquella variable cuyo costo reducido sea negativo. Sea z,. la elegida
para entrar a la base, jcual sale?

b 4

Se busca la fila s tal que —— = min{—-/a;, > 0} y se pivotea sobre el coeficiente en la
Agp ? Ay

posicién (s, ).

Volvamos a la tabla:

C1 Cn, ‘ —Z
a1 i, | by
aml amn bm

Donde suponemos b; >0

(1) Sig; >0 Vj=1,...,n, entonces la solucién en curso en éptima. Las variables basicas
son iguales a b; y las no bésicas son nulas.

(2) Si¢; < 0 para algin j, la elegimos para entrar a la base. Usaremos el criterio descrito

anteriormente de elegir la variable cuyo costo reducido es menor. Supongamos que
dicha variable es la s.

(3) Sia;s <0 Vi=1,...,m, el problema es no acotado.

br . Bz .
(4) Sia;s > 0 para algin i, se determina r tal que — = min{—/a;s > 0} y se pivotea en

_ rSs 1S
Qg -
— aisarj
azj — CZU —
Qg
T T aisb’/‘
bz — bz - =
Qg



Cj < Cj —
J A
a"f‘S
— ESbT’
—Z— —Z— =
ars

Observacién 2.2 Notar que esto corresponde precisamente al pivoteo de Gauss para la in-
version de matrices, lo que es consistente con el esquema presentado en la tabla (*)

Ejemplo 2.4 Consideremos

min  —x; —3%s
1 +X9 S 3
—3%1 +Z9 < 2
T,y > 0

El problema, escrito en la forma canodnica, queda:

min —x; —3ry +0x3 4+0x4
T +T9 +s3 = 3
=31 +x9 +zs = 2
r, > 0 Vie{l,23,4}
Escribamos la tabla:
lr lr
I i) T3 T4 —Z il To T3 T4 —Z
-1 -3 0 010 ~> (pivoteando) -10 0 0 3 | 6
1 1 1 0] 3 0 1 -1|1 7%
-3 0 1|2 ¥ 31 0 112
1 X9 T3 Ty —Z
0 0 5/2 1/2|17/2
Y10 14 -1/4] 1/4
0 1 3/4 1/4|11/4

—_
—

Identificamos z* = (

0 O)T como la soluciéon 6ptima, luego el valor éptimo es z =
—17/2

|

1
1

Definicién 2.2 Si una o mds variables bdasicas se anulan, entonces la solucion de un PL se
dice degenerada. En caso contrario, la llamaremos no-degenerada.
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Observacién 2.3 Cuando la solucion x de un PL es degenerada, exriste mds de una base
asociada a ese vértice. En efecto, si x € IR" tiene p < m componentes positivas, donde m es
-D

el numero de restricciones del problema, entonces podrian haber soluciones bdsicas

factibles diferentes correspondientes a x.

El punto x es el mismo, pero los conjuntos de variables etiquetadas bdsicas y no bdsicas son
diferentes.

2.2.2 Fase I del Algoritmo Simplex: obtencion de una solucién inicial basica
factible

Hasta ahora, sabemos resolver un PL dada una solucién baésica inicial. Esta generalmente
viene dada por la base de las variables de holgura. La Fase I del Simplex consiste en encon-
trar una base factible cuando no se tiene directamente desde el problema.

Sabemos que el problema

se puede resolver mediante el algoritmo Simplex, recorriendo puntos extremos de la forma

-1
m:lBOb}ZO

que se llaman soluciones basicas factibles.

El problema es conocer una solucién bésica factible para comenzar el algoritmo. Este prob-
lema (que corresponde a investigar la factibilidad de (P)) puede plantearse mediante el
siguiente problema auxiliar:

(P,) min Z Tai

Ar+z, =0
r, s >0

22



Notemos que x € IR" y x, € IR™. Bajo el supuesto razonable b > 0, una soluciéon basica
factible evidente para este problema es x = 0y x, = b, luego podemos usar la Fase II del
algoritmo simplex para resolverlo.

El problema (P,) se resuelve considerando B = I (z, en la base), N = A,cg = 17 y ey = 0.
Asi, para este problema el cuadro inicial es:

ek 0| —ckb ki —cEA 0| —chb ~7TA 0 ‘ —1"b
AT v T A4 Il b T A T b

donde 1 es el vector que tiene todas sus coordenadas iguales a 1, de manera que 7 7b =
bi+...4+b,,. Las variables x,; son llamadas variables artificiales y el proposito del problema
(P,) es llevarlas a tomar valores nulos. Esto es posible, siempre que el problema original
tenga una solucion factible. En tal caso, el método Simplex terminara con una solucién
basica factible, donde x,; = 0 Vi.

e Si en el 6ptimo de (P,) se tiene algin z,; = 0 Vi = 1,...,m, entonces la solucién en
curso es solucién factible de (P).

(A4 1) (gf) _,

con <:)3> > 0, luego (;:) es solucién de (P,) siy sélo si x es solucién de (P).

La solucién de (P,) satisface

a

e Si en el 6ptimo de (F,) se tiene algin z,; > 0, entonces el poliedro es vacio, es decir,
(P) es infactible.

Ejemplo 2.5 Consideremos

max —x; —+2x9

ry  Frp > 1
T —To = 0
T S 4

Escribamos el problema en su forma canénica:
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(P) —min z; —2x9

T +Ty —I3 =1
Ty +r4 = 4
T —T9 =0
i > 0 Vie{l1,2,3,4}

Luego, agregando las variables artificiales x5, g, 27 (son tres, dado el niimero de restricciones
del problema (P1)), tenemos:

min s +xg +x7
Ty +x9 —x3 +5 =1
T +Zy +Zg = 4
T —o +z; = 0
x, > 0 Vie{l,2,3,4,5,6,7}

Ya tenemos planteado el problema que necesitamos resolver. Escribamos la tabla y aplique-
mos el método Simplex *:

l
-3 0 1 —-100 0|-5
1 1 -1 0 1 00]1 = (000014 0)
1 0 0 1 0104
1 =1 0 0 00 1|0 «
Primera iteracion:
|
0o -3 1 -1 00 3 /|-5
0 -1 0 1 0 —1|1 « = (000014 0)"
0 1 0 1 01 -1 4
1 -1 0 0 00 1|0
Segunda iteracion:
|
00 —1/2 -1 3/2 0 3/2 |-7/2
01 —-1/2 0 1/2 0 —-1/2] 1/2 = (212000 % 0)
00 1/2 1 -—1/2 1 —1/2| 7/2 «
10 -1/2 0 1/2 0 1/2 | 1/2

4las negrillas sefialan las variables en la base para cada iteracién.
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Tercera iteracidn:

00 0 0 1 1 1 [0
01 —1/20 1/2 0 —1/2[1/2 4 , 1 1 . 1 ,
00 1/2 1 121 —1/2/72 “ =Lz 303000
10 —1/2 0 1/2 0 1/2 |1/2

En la ultima iteracién todas las variables artificiales salen de la base, los costos reducidos
asociados toman todos el valor 1y z = 0.

Ya tenemos una solucién basica factible. Ahora eliminamos las variables artificiales y recal-
culamos los costos reducidos y el valor objetivo para esta solucién:

0 1 —1/2 0|1/2
00 1/2 1|7/2
10 —1/2 0]1/2

El vector de costos estd dado por ¢! = (1 -2 0 O)T, por lo tanto:

cng = (02 Cy cl)T = (—2 0 1)T, CYA} = (03) = (O)

El orden en que se escribe el costo para las variables bésicas depende del vector en la base
candnica que las mismas tienen asociado.

Reconozcamos las matrices B y N en el problema original (P):

1 01 —1
-1 01 0

Los costos reducidos seran:

¢g” = (0 0 0), como siempre

1 0 1 —1
enl=ck—(-2 0 1)1 0 11 0 |=-3
-1 0 1 0
(—% % —%)T columna no béasica del cuadro

En tanto que:

25



1/2
—Tb=(-2 0 1)|7/2] =1
1/2

Con esto el cuadro queda:

|
00 —1/2 0[1/2
0 1 —1/2 0|1/2
00 1/2 1|7/2 «
10 —1/2 0]1/2

Aplicando la segunda fase del algoritmo Simplex, obtenemos:

_ O OO
O O =IO
O = OO
— N = =
e B SN

con lo cual 27 = (4 4 7 O) es solucién optima para el problema, y el valor objetivo de la
funcién es —(—71b) = 4 (recordemos que hicimos el cambio max z = — min —z).
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3 Introduccién a la Dualidad en Programacion Lineal
Comenzaremos el estudio de la dualidad en Programacion Lineal con un ejemplo.

Ejemplo 3.1 Una fdbrica produce tres articulos en cantidades x1, o, x3, los cuales utilizan
dos materias primas en su elaboracion, digamos a y b.

El proceso de produccion debe satisfacer lo siguiente:

1) Para producir una unidad del articulo 1 se necesitan 2 unidades del recurso a y 5 del
recurso b.

Para producir una unidad del articulo 2 se necesitan 3 unidades del recurso a y 2 del
recurso b.

Para producir una unidad del articulo 3 se necesita 1 unidad del recurso a y 1 del
recurso b.

2) El recurso a estd disponible hasta 10 unidades y el recurso b hasta 20 unidades.

El precio unitario de venta del producto 1 es $4, el del producto 2 es $1 y el del producto 3
es $5.

El problema del fabricante serd el de maximizar sus utilidades (sus ingresos por venta, en
este ejemplo) sujeto a sus restricciones en la produccion.

El problema se plantea entonces en la forma:

(P) max 4$1 +x9 —|—5ZE3

2.1'1 +3£L‘2 +x3 < 10
5%1 +2$2 +3 < 20
z > 0 i=1,273

Tomemos una combinacion lineal positiva de las restricciones, con multiplicadores 1, yo:
yl(le + 3.1'2 + $3> + y2(5yc1 + 2$2 + 1'3) < 103/1 + 20y2
Esto que puede reescribirse de la forma:

21(2y1 + 5y2) + 22(3y1 + 2y2) + 23(y1 + y2) < 10y; + 20y
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Si imponemos las condiciones (1):

21 +5y2 > 4
3y1 2y > 1
i ty2 > 5

entonces,
z =4x1 4+ 29 + 523 < 10y; + 20y = w,

es decir, w acota superiormente a la funcién objetivo de (P) cuando se satisface (1). Luego,
es razonable preguntarse si el minimo de la funcién w es igual maximo de la funcién z. Es
decir, planteamos el siguiente problema asociado a los multiplicadores ;:

(D) min 10y1 +20y2

2y1 +dy2 = 4
3ypr 2y > 1
(1 +y2 = 5
y,y2 = 0

y quisiéramos averiguar si el valor maximo de z (éptimo de (P)) coincide con el valor
minimo de w (6ptimo de (D)).

Notemos que partimos de un problema de la forma
x1
X2
T3
ﬁ ! 10
2 20
T3

(P) max(4 1 5)
<
;>0 i=1,23

y llegamos a otro de la forma

(D) min (10 20) <y1>

Y2

Ei) )=
yi,y2 = 0
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3.1 Definiciéon de dualidad y principales propiedades

Lo anterior motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.1 Sea:
(P) max cl'x

Arx <D
z >0

un problema que llamaremos Problema Primal. El problema:

(D) min by
ATy
Y

(AVAAY
oo

se llamard Problema Dual de (P).
Teorema 3.1 La dualidad es simétrica, es decir, el dual de (D) es (P).

Demostracion. Para demostrar este teorema tomaremos el problema:
(D) min b7y

ATy c

Y 0

(VAN

y lo transformaremos para escribirlo en forma ”primal”, es decir, como un problema de
maximizacién, con restricciones de tipo <, y positividad en las variables. Esto es, (D) es
equivalente a:

g —
>0
El problema dual asociado a (5), segun la definicién anterior, es:

—min (—c¢)

(—A)i b

AVANY

0

8
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que a su vez es equivalente a:

(P) max cl'x

que es entonces el dual de (D).

Observacion 3.1 El teorema precedente muestra que la nociones de primal y dual son ar-
bitrarias, en el sentido que ambos problemas son duales mutuos. Asi, como se verd mds
adelante, cualquier problema puede ser denominado primal y su dual, que siempre existe, no
es unico, en el sentido que un mismo problema puede escribirse en mds de una forma.

Una nocion limpia de dualidad requiere que las variables de un problema pertenezcan a
un espacio cuya dimension sea igual al nimero de restricciones del dual (por restricciones
entendemos las ecuaciones o inecuaciones lineales, sin incluir las condiciones de signo de

las variables).

Teorema 3.2 (Teorema de Dualidad Débil) Sea

(P) max c'x
Arx <D
r >0
un problema primal y
(D) min by
ATy >¢
y =20

su dual. Consideremos también x e y, puntos factibles de (P) y (D), respectivamente. En-

tonces se cumple
e <bly

es decir, la funcidn objetivo del problema dual acota (en este caso, superiormente) a la del

primal.

Demostracién. Si multiplicamos por 7 (> 0) la inecuacién ATy > ¢, se obtiene que

2T ATy > 27¢c, de donde Tz < (Az)Ty < by, pues y >0
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Corolario 3.1 Sean T e puntos factibles para (P) y (D). Si 'z = b1y, entonces T e §
son optimos respectivos.

Demostracién. Es consecuencia directa del teorema de Dualidad Débil:
by =’z < by Vy punto factible de (D), es decir, 7 es éptimo de (D).

7 =0Ty > c'r Vr punto factible de (P), es decir, T es 6ptimo de (P). [

Ejercicio 3.1 El dual del problema de Programacion Lineal estandar

(P) min 'z

Axr = b
r > 0
es el problema
(D) max by
Aty < ¢

Hint. Para resolver este ejercicio, se sugiere desdoblar la restriccion de igualdad en el
problema (P), escribirla en forma > y luego aplicar la definicién de dualidad.

Teorema 3.3 (Teorema de Dualidad Fuerte) Consideremos la pareja primal-dual

(P) min 'z

Ax = b
z > 0
Yy
(D) max by
Aty < ¢
Entonces:

a) Siz (valor minimo de (P)) es finito, entonces @ (valor mdzximo de (D)) también lo es
y se cumple Z = w

b) Si W es finito, entonces Z también lo es y z = W
c) Si (P) es no acotado, entonces (D) es infactible

d) Si (D) es no acotado, entonces (P) es infactible
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Demostracién.

a)

d)

Dado que Z es finito, existe un = solucién 6ptima bésica factible de (P). Entonces
existe también B, submatriz de A = [B, N], tal que ¥ = <B01b> = (;ff)
Ademas, en el 6ptimo los costos reducidos de las variables no béasicas son positivos, es
decir para m = B~ Tcp se tiene

ch—7mIN >0
lo que implica

NTWSCN

Probaremos que 7 es solucién bésica factible éptima de (D), con lo cual, © = T serd
finito.

En efecto, 7 es factible para (D), pues

BT B c c
AT r = (NT) B TCB = (N:IL??T> < (sz) =c

y 7 es 6ptimo para (D), pues

~ _ T T p-T v 7\ (B T~ _ >
w=br=0b0'B cB:<cB CN) 0 =c'r=z
y por el teorema de Dualidad Débil, 7 es éptimo.

Analogo.

Sabemos que (P) es no acotado. Supongamos entonces que existe § tal que ATy < ¢
(esto es la factibilidad del dual). Por el teorema de Dualidad Débil, b7y < 'z, Vx
punto primal-factible. Esto dice que (P) es acotado. Contradiccion.

Analogo. [ ]

Resumamos los resultados anteriores en el siguiente cuadro:

Primal
Z finito | (P) no acotado | (P) infactible
Dual w finito Si No No
(D) no acotado | No No St
(D) infactible | No ST St
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Ejercicio 3.2 Indique un ejemplo de un par primal-dual, en que ambos problemas sean
infactibles.

Teorema 3.4 (Holgura Complementaria) Consideremos la pareja primal-dual

(P)min 'z (D)max by
Ar = b ATy < ¢
xr > 0

Si x* e y* son dptimos respectivos de (P) y (D), y s* =c— ATy*, entonces z*1s* = 0.

Demostracién: Por el teorema de dualidad fuerte ¢’ z* = bTy*, luego

At =0Ty =T ATy* = 2T (c — s*) = 2*Tc — 2*Ts*, lo que implica 2*Ts* = 0. [

T

Observacion 3.2 La condicion de holgura complementaria x*" s* = 0 se puede cambiar en

forma equivalente, por xis; =0 1=1,..,n.

3.2 Interpretacién econémica de la dualidad

El dual de un problema lineal surge naturalmente de las condiciones de optimalidad del prob-
lema primal (P) (llamadas condiciones de Karush-Kuhn-Tucker, que veremos ms adelante).

Probaremos que si el problema primal tiene una interpretacién econémica, entonces también
el dual y los valores 6ptimos de las variables duales pueden ser interpretados como precios.

0 0
lineal en la forma estandar. Dado que xzp > 0, una pequena perturbacién del lado derecho
Ab no provoca un cambio en la base 6ptima. Luego, cuando b es reemplazado por b + Ab,
] [ BTHb+ Ab)
SRR

y el valor éptimo de la funcién objetivo se perturba en

. B B! ., , . .
Como ya vimos x = = es una solucion basica factible para un programa

.7 ’ . !
la nueva solucién éptima se transforma en r = {

Az = cEB7TAb = mT Ab

donde 7 = B~ Tcp es el multiplicador del problema primal en el éptimo. Como probamos
en el teorema de dualidad fuerte, 7* es la solucion éptima del problema dual. Claramente,
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7} puede verse como el precio marginal del #-ésimo recurso (es decir, el lado derecho b;), ya
que da el cambio en el valor objetivo 6ptimo por unidad de incremento en ese recurso. Esta
interpretacion puede ser muy ttil, pues indica la cantidad maxima que uno esta dispuesto
a pagar por aumentar la cantidad del -ésimo recurso. Note que las condiciones de holgura
complementaria implican que el precio marginal para un recurso es cero si tal recurso no fue
completamente utilizado en el éptimo. Otros nombres dados a este precio en el 6ptimo son
precio sombra y precio de equilibrio.

Estos precios sombras son ttiles también para determinar cuando es conveniente agregar
una nueva actividad.

Veamos ahora otra interpretacién econémica posible. Supongamos que estamos bajo com-
petencia perfecta y un productor resuelve:

max clz
Az < b
z > 0

es decir, desea maximizar las utilidades dadas por el vector de precios ¢, sujeto a las re-
stricciones de capacidad de su firma. En el 6ptimo las restricciones no necesariamente se
cumplen con igualdad, es decir podrian sobrar ciertas materias primas que se pueden vender
en el mercado en un cierto precio, dado por el vector A > 0. Entonces, lo que este productor
resuelve es:

max cl'z + \'(b— Ax)
x>0

Asi, las utilidades de la firma estan dadas por:
©(A) = max{\Tb + (c — AT\ Tz, x>0} = ATb+ max{(c — AT\ x, >0}
Las posibles soluciones de este problema son dos:

e Si el vector (¢ — AT)) tiene todas sus componentes negativas, dado que el vector x es
positivo, se tiene que el maximo es cero, y p(\) = AT0.

e Si el vector (¢ — AT\) tiene alguna coordenada positiva, entonces, por el mismo argu-
mento, el subproblema de maximizacion es no acotado, luego p(\) = oo.

34



Pero, el mercado, "que es cruel”, asigna al productor el minimo de utilidades, a través de
la fijacién de precios. Como conoce la situacién de costos e infraestructura (suponiendo
informacién completa), resuelve:

min b\
AT > ¢
A >0

que es el problema dual asociado al inicial. Esta idea inspir6 en los anos 50 muchos trabajos
relacionados a la teoria del Equilibrio General de la Economia®.

3.3 Relaciones de dualidad (cémo determinar el dual de cualquier
problema lineal)

Prob. de minimizacion Prob. de maximizacion
tipo de restriccion variable asociada
< <0
> >0
= irrestricta
tipo de variable restriccion asociada
>0 <
<0 >
irrestricta =

3.4 Ejercicios de dualidad

Ejercicio 3.3 Escriba un problema dual para cada uno de los siquientes problemas:
(P) min c'x

Axr > b

(P) min Tz

Az = b

5Un famoso trabajo en este dmbito es "The Coefficient of Resource Utilization”, de Gerard Debreu.
(Disponible en http://cowles.econ.yale.edu/P /cp/p00a/p0045.pdf)

35



Hint:
Para ambos problemas, defina las variables xq, x5 > 0, tales que x = x1 — x5 y aplique luego
la definicién de dualidad ya conoce.

Es importante que los problemas duales que derive tengan la propiedad siguiente: si el primal
tiene n variables y m (in)ecuaciones, entonces el dual tiene m variables y n (in)ecuaciones
(es decir, los nimeros n y m no consideran las restricciones de signo).

Solucion:
(D;) max b'u
ATy = ¢
u > 0
y
(Dy) max blu
ATy = ¢

Ejercicio 3.4 Usando la tabla de la subseccion anterior, escriba el dual del problema:

(P) min —z; +4x2 +8zx3

1 —3T9 +3l’3 < 50

5r1 +2x9 H4x3 = 20

Ti,x9 > 0

Solucion:
(D) max 50?/1 +20y2

Y1 5y < -1

=3y 2y <1

3y1 +y2 = 8

Y1 < 0

3.5 Algoritmo Simplex-dual

Supongamos que tenemos el siguiente cuadro dual factible, es decir, los costos reducidos son
positivos, pero el lado derecho b no es necesariamente positivo (la solucién bésica en curso
no es positiva, luego no es factible). Entonces, llamando 7 = B~ Tcp es facil ver que si
E]TV = 017:, — chle > 0 tenemos que N7 < cy. Como ademas BTm = cp, se tiene que

ATm < ¢, es decir, 7 es factible en el dual. Supongamos entonces que la base B satisface:
o ¢l =ck —cEB™'N > 0 (condicién de dual factibilidad)
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denotando N = B~'N, b= B~'b.

Los siguientes pasos resumen el Algoritmo Simplex-dual:

(1) Sib>0 i=1,..,m, entonces la solucién en curso es 6ptima. Si no, ir a (2).

(2) Elegir b, = min{b;}. En realidad, se puede elegir cualquier b; < 0.

b; <0

— Sia,; > 0Vjy = 1,..,n entonces el problema dual es no acotado, es decir, el
problema primal es infactible.

— Si algin @,; < 0, pasar a (3).

(3) Elegir la columna s tal que:

_C—S = max{_c—j / a.; <0}
S Arj

eir a (4).

(4) Pivotear en la posicion (r, s) y volver a (1).

Contrariamente al Algoritmo Simplex (primal) este algoritmo visita soluciones dual-factibles
hasta alcanzar factibilidad primal.
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4 Introduccién al Analisis Post-optimal (Analisis de
Sensibilidad)

Muchas veces, una vez resuelto el problema lineal:

min c'x

se desea examinar el comportamiento de la solucion si se modifica alguno de sus parametros.
Algunos de estos cambios pueden ser:

e Variaciéon en los coeficientes de la funcion objetivo.
e Variacién en el vector de recursos.
e Introduccién de una nueva variable.

e Introduccién de una nueva restriccion.

Puede suceder que nuestro problema sea muy complejo y no se desee resolver completamente
de nuevo parta analizar estos cambios, por ejemplo por problemas de tiempo. La siguiente
seccion examina los mencionados casos.

4.1 Variacién en los coeficientes de la funciéon objetivo

Consideremos el siguiente problema:

min —20x; —16xy —12z5
211 +x4 +xz3 <1000
2r1  +2z9 +x3 <1600

Una solucién inicial es g = (0,0,0)7 (notar que es un punto extremo del poliedro). El
cuadro Simplex inicial es:

20 -16 -12 0 0 O 0
L 0 0 10 0} 400 ~ (pivoteando)
2 1 1 0 1 0] 1000
2 2 1 0 0 1]1600
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0 8 4 | 14400
0 2 -1] 400
0
1

-1 1| 600
0 0| 400

— O N~
O = OO
O O =IO

Por lo tanto, la solucion es:

0 400
* __ —
T = | 600 Lholg = 0
400 0

La base estd compuesta por [z3,x2,2z4] v el valor éptimo es -$14.400. Qué sucede si nos
informan que el coeficiente ¢; vale -30 en lugar de -207

Examinemos los costos reducidos (los demés elementos del cuadro, es decir, B"*N, B~1b, y
cEB7'b no sufren alteraciones, dado que ¢; no participa en ellos).

¢s = 8 no se modifica.
¢¢ = 4 no se modifica.

2
ci1 = — CgBilAl = -30 — (—12 —16 0) ol = —6
1

Por lo cual el cuadro final ha cambiado, transformandose en:

-6 0 0 0 8 414400
2 01 0 2 -1| 400
0O 1 0 0 -1 1] 600
10 0 1 0 0] 400

que no es 6ptimo, por lo tanto al pivotear (z; entra a la base) se llega a:

0 0 3 0 14 1 [15600
1 0 5 0 1 —5] 200
01 0 0 -1 1 | 600
00 -3 1 -0 % | 200
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y la nueva solucion es:

200 200

*

T = 1 600 Lholg = 0
0 0

La base cambié a [z1, 2, z4] y €l valor minimo cayé a -$15.600.

Qué sucede si ¢; = —20 se modifica a ¢; = —20 + 07 Retomemos el asunto:
2
Gi=c —cEBlay = (—2046) — (12 =16 0) |o| =4+6
1
que es positivo cuando 6 > —4. Es decir, el rango para el coeficiente ¢; con el que la base
éptima [x3, T2, 4] N0 cambie es ¢; > —24.

Veamos otro caso. Supongamos ahora que el coeficiente perturbado es ¢ = —16 y pasa a
ser —16 + 7. El vector de costos queda:

Recordemos que las tres primeras componentes de este vector corresponden a los costos
estructurales y las ultimas tres corresponden a las variables de holgura, y por lo tanto son
cero. Examinemos los costos reducidos:

chy = cy—cB'N
2 2 1
= (=20 0 0)— (=12 —164+7 0) o —1 1
1 0 O

= (4 8+7 4—7)

Estos costos reducidos de las variables no bésicas son positivos, es decir preservan la opti-
malidad, cuando:
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o sea, la base [z, x3, x4] no cambia si:
—24 <y < —12
. . ~ =TI ~T ~T -1 . e
En general, si el vector ¢ cambia a ¢ se debe evaluar ¢y = ¢y — cg B~ N y decidir:

=T s . ,
e si ¢y > 0, la base 6ptima no cambia y sélo hay que reevaluar ¢c5B~1b = z*.

e sicy # 0, se itera con algoritmo Simplex.

4.2 Variacion en el vector de recursos (lado derecho)

Tomemos el mismo ejemplo y supongamos que el vector b cambia a b. La base 6ptima para
b es [x3, T2, x4] entonces se tiene que:

00 1 0o 2 -1

_ -1 _
B=1:1 1 0]lyB =10 -1 1
1 2 0 1 0 o0

Notemos que la matriz B~! es parte del cuadro final. Se tiene que:

e Si B~ > 0, la solucién en curso ain es dptima.

e Si B~ # 0, la solucién no es factible (primal), pero los costos reducidos no han sufrido
cambios, luego el cuadro final presenta una solucién primal-infactible y dual-factible.
Entonces se debe iterar con el algoritmo Simplex-dual.

100

Veamoslo con un ejemplo: supongamos que b = | 1900 | , por lo tanto:
1600
~ 400
B = {600 | =0
100

Asi, la base 6ptima no cambia, pero:
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z} 600

o= |7 | = | 00

z 100

x5 0

zg 0
" 400

Ademds, z* = cEB'b = (=12 =16 0) | goo | = —14400.

100

Una pregunta interesante es: cudl es el rango para E, de modo que la base éptima no se
modifique? Para ello, basta calcular:

- 0 2 -1 8, 28,83
B7b=10 -1 1 ||&|=| 68|20
1 0 o 8 8

De aqui se deduce que para que se cumpla la condicién de optimalidad se debe tener:
by >0 by < by < 2by

Notemos que que los datos originales satisfacen estas condiciones.

4.3 Introduccién de una actividad (o variable)

Supongamos que, en el ejemplo, se introduce la variable x4 con costo ¢y, = —10 y coeficientes

1
Ay = | o | en la matriz, es decir, el problema se transforma en:

1

min —20x; —16xy —12x3 —10x4

1 +z4 <400
21’1 +Zo +x3 S 1000
21’1 +2[E2 +x3 +Iy4 S 1600

y el cuadro inicial es:
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-20 -16 -12 -10 0 O O O
1 0 0 1 1 0 0| 400
2 1 1 0 0 1 0]1000
2 2 1 1 0 0 1]1600

Si se realiza la misma secuencia de iteraciones para alcanzar la base éptima del problema
original, el cuadro final es:

4 0 0 -6 0 8 14400
201 -1 0 2 -1]| 400
01 0 1 0 -1 1] 600
100 1 1 0 0] 400

Aqui, conviene observar que: ¢, = ¢y — c5 Bt Ay, es decir,

0 2 -1 1
ci=-10—(-12 =16 0) (o -1+ 1+ | |0 =-6
1 0 0 1
Ademas:
0o 2 -1 1 -1
B'Ay=|o -1 1 0] = 1
1 0 o0 1 1

Por lo tanto, basta agregar la columna correspondiente a la nueva variable en el cuadro final
original. Esta columna es:

Cy — C%B71A4
B_1A4

en que ¢y es el costo de la variable nueva y Ay es el vector columna de dicha variable, en la
matriz de restricciones.

En este caso, la nueva variable tiene costo reducido —6 < 0, y por lo tanto puede entrar a
la base. Asi el cuadro queda:
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10 0 0 0 6 8 4 ]16800
301 0 1 2 -1| 800

-1 1.0 0 -1 -1 1] 200
1 00 1 1 O 0O/ 400

La nueva variable permite disminuir el costo total desde -14400 a -16800 siendo la solucién
final:

0
200

Tt =
800

400

Observacion 4.1 Podria la nueva variable producir no acotamiento? La respuesta es si.
La condicion para ello es que B~1A, < 0.

En el ejemplo, nos interesa calcular para qué valores del nuevo costo ¢4 la variable introducida
es irrelevante en el 6ptimo (es decir, no pertenece a la base éptima). La condicién para ello
es que :

Ci=cy—cEB1A; >0 lo que implica cy > cEB1A = —4

4.4 Introduccion de una nueva restriccion

Estamos tratando el problema:

min 'z
Az =b
x >0,

cuyo cuadro éptimo, salvo reorden, esta dado por:

0 ch —cEB7IN | ¢t B7'

[ B™IN | B71b
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Supongamos que se agrega la restricciéon:
d'z < d,,
en que d € IR" y dy € IR. Es decir, agregamos:
d'z + xp41 = dp,

siendo x,.1 una variable de holgura. Asi, el problema original se puede plantear como:

min chrp + choy + 02,4
BZEB+N[EN+6>J]”+1 =b
d%l’B + d%}ﬂ?]\[ + Tpnt+1 = do
TRy, IN,Tpt1 >0

en que d = (dB). O bien, el nuevo problema es:

dn
min (¢’ 0) (xx )
n+1

o) - )

T, Tpy1 20

Agreguemos x, 1 a la base, es decir propongamos:

EZ B 0
dg 1

cuya inversa es:

Cémo se modifica el cuadro final? Veamos término a término:
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och=ck—(ck 0)B! <d]\£) =ck —cEB7IN (los costos reducidos no cambian)
N

~ -1 -1
e B-1(t)=]| B 0 b _ B~1b
do —dEB-1 1] \do —dEB~1b+do

. (cg O) B! (b) = cLB™ .

do

0 ch —cEBIN 0 kB~

[ BN 0] B'b

0 db —dLB-IN 1| do—d5B7

Luego,

e Sidy—d5B71b > 0, la solucién propuesta en los datos originales sigue siendo éptima,
s6lo que la holgura x,; entra a la base con valor dy — d5B~'b.

e Sidy—d5B7'b < 0, la solucién propuesta no es factible, pues la holgura x, 1 toma un
valor negativo. Iterar con algoritmo Simplex-dual, pivoteando sobre la fila agregada.
En este caso, si dy —d5B~'N > 0, el problema (primal) es infactible, dado que el dual
es no acotado.

Retomemos el problema del inicio:

min —20x; —16xy —12z5
211 +x4 +z3 <1000
2r1  +2z9 +x3 <1600

Si se agrega la restriccion: x1 + x4 + x3 < 800, es decir,

e dy =800
ed'=(1110 0 0
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Entonces,

edi=(11 0) 23, 22, 4]
[ ] djj\}:(l 0 0) [1‘1,$5,$6]
2 2 -1
e di—diB'N=(100)-(1 100 1+ 1]=(-1 -1 0)
1 0 0
400
o dy—dEB7'b=800— (1 1 0) | g0 | =—200

400

El cuadro 6ptimo del problema original,

4 0 0 0 8 4 | 14400
2 01 0 2 -1} 400
01 0 0 -1 1 600
10 01 0 O 400

se transforma en (agregando una fila y una columna):

4 0 0 0 8 4 0] 14400
2 01 0 2 -1 0] 400
0O 1 0 0 -1 1 0] 600
1 0 0 1 0 0 0} 400
-1 0 0 0 -1 0 1] -200

Al pivotear con Simplex-dual, la tltima variable sale de la base (entra la primera) generando
un nuevo cuadro éptimo y una nueva solucion.

4 4 4 | 14000

0 -1 2| 0
1 0| 600 | 2*=(200 600 0 200 0 0 0)', z*=—14.000.
10 1 200
1 0 -1| 200

- o O OO

S O = OO

o OO =IO

o~ O oo
—_
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