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PREFACIO

Este curso de estadistica hace parte del plan comin de ingenieria Como para algunas
carreras es el tnico curso que tendra el alumno de Ingenieria, se ha trata aqui dar una
visién de la metodologia basica de la Inferencia Estadistica y una introduccién a los modelos
lineales y métodos multidimensionales. Se busca preparar al futuro ingeniero en la aplicacién
de modelos estadisticos para tratar fenémenos aleatorios en fisica, mecanica o economia en
donde se encuentra errores de medicién, errores de muestreo etc., asi como grandes volumenes

1

de datos que en la actualidad pueden ser estudiados facilmente.

Si bien el calculo de las probabilidades es una teoria matematica abstracta, que deduce conse-
cuencias de un conjunto de axiomas, al contrario la estadistica necesita dar una interpretacion
concreta a la nocién de probabilidad. Varias interpretaciones fueron propuestas por los es-
tadisticos, que se pueden resumir en dos puntos de vista diferentes: la nocién frecuentista y
la nocién intuicionista.

El punto de vista frecuentista asocia la nocién de probabilidad a la nocién empirica de frecuen-
cia, basada en observaciones aleatorias repetidas, mientras que el punto de vista intuicionista
liga la nocién de probabilidad a lo incierto, para definir un grado de creencia.

!Este texto fue financiado parcialmente por la Escuela de Ingenieria y Ciencias (Proyecto Docente 139301)
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1 INTRODUCCION A LA ESTADISTICA

La estadistica es una rama del método cientifico que trata datos empiricos, es decir datos
obtenidos contando o midiendo propiedades sobre poblaciones de fenémenos naturales, cuyo
resultado es ”incierto”.

En teoriia de las probabilidades, estudiaron el experimento relativo a tirar un dado y hicieron
el supuesto que el dado no estd cargado (sucesos elementales equiprobables), lo que permite
deducir que la probabilidad de sacar ”un nimero par” es igual a 1/3. A partir de un modelo
probabilitico adecuado, se deduce nuevos modelos o propiedades. En Estadiistica tratamos
responder a la pregunta ” el dado no esta cargado?”, comprobando si el modelo probabilistico
de equiprobable subyacente esta en acuerdo con datos experimentales obtenidos tirando el
dado un cierto nimero de veces. Se propone entonces un modelo probabilitico que debe seguir
los datos y no lo contrario.

La teoria de las probabilidades permite deducir propiedades a partir de una serie de axiomas,
mientras que la Estaditica propone métodos para verificar hip6tesis.

Esta introduccién se inicia con una breve presentacién histérica de la estadistica, para seguir
con algunos ejemplos de problemas estadisticos. Siguen las etapas del razonamiento que se
usa para resolver tales problemas. Terminamos esta introduccién con la presentacién de la
teoria de muestreo, que es la base de la solucién de todo problema estadistisco.

1.1 HISTORICO

Antes de la aparicién del cédlculo de las probabilidades en el siglo 17, la estadistica se ha
desarrollado poco y se limita a estudio descriptivo, que es la parte de la estadistica que no se
apoya sobre la nocién de probabilidad. En efecto es una actividad bien antigua, aquella de
recolectar datos para conocer la situacién de los estados: el emperador chino Yao organizé
un censo de producciones agricolas en 2238 A.C.; en Egipto ya se hacian catastros y censos
en 1700 A.C.; mas cerca, los Incas con sus quipus mantenian al dia las estadisticas de las
cosechas. Durante este periodo, los censos de poblaciones y recursos naturales son sélo cifras
informativas y descriptivas. Es sélo en el siglo 18 que se expande la idea introducida por el
ingles John Grant, que las estadisticas demograficas podrian servir de base a predicciones.
Con Adophe Quetelet se empieza a concebir que la estadistica puede ser fundada en el cdlculo
de las probabilidades. Pero hay que esperar los primeros estadisticos matematicos ingleses
(después de 1900) para ver realmente una metodologia estadistica como una teoria inductiva
bien formalizada, que permite inducir a partir de datos observados particulares, conclusiones
generales sobre el comportamiento probabilistico de fenémenos observados. Después de la
Estadistica Matemadtica, que se desarrolla entre 1900 y 1950, los estadisticos neo-bayesianos
proponen hacer inferencia, no sélo a partir de los datos observados, sino tomando también en
cuenta el conocimiento a prior: respecto de los modelos probabilisticos. En la misma época
(1950), la aparicién de los computadores potentes permite el auge del andlisis de grandes
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volumenes de datos, con mas observaciones y mds variables. Un conjunto de técnicas para
estudiar datos multidimensionales, que se basan en modelos no probabilisticos, permiten
describir, clasificar y simplificar los datos con el objeto de facilitar su interpretacién ademas
de sugerir leyes, modelos o explicar fenémenos.

1.2 EJEMPLOS DE PROBLEMAS ESTADISTICOS

e Probar si una moneda esta cargada.

e Hacer predicciones demograficas a partir de un censo.

e Controlar de la calidad de un proceso de fabricacién.

e Estudiar la confiabilidad de un material.

e Evaluar el efecto de un fertilizante sobre la cosecha del choclo.

e Evaluar la eficacia de una droga para combatir una enfermedad.

e Predecir los resultados de una eleccién presidencial.

e Evaluar la audiencia de los programas de television.

e Evaluar el efecto del consumo de alcohol sobre los reflejos del conductor.

e Evaluar la pobreza en un pais.

Todos estos problemas son distintos; algunos se podran basar en datos censales y otros en
datos muestrales. Pero hay una linea general del razonamiento que es la misma para todos.

1.3 EL RAZONAMIENTO ESTADISTICO

Las etapas del razonamiento estadistico son generalmente las siguientes:

Recoleccién de los datos.

Descripcién estadistica de los datos.

o Andlisis de los datos.

Decisién o prediccién.
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1.3.1 Recoleccién de los datos

Se distingue los censos, en que los datos estan recolectados sobre la integralidad de las
unidades de la poblacién considerada, de los muestreos, en los cuales se recoge informaciones
sobre sélo una parte de la poblacién. La forma de elegir la muestra depende del problema
(disefio de muestreo y disefio de experimentos) y puede ser muy compleja, pero generalmente
la muestra estd obtenida aleatoriamente y llama a usar la teoria de las probabilidades.

1.3.2 Descripcion estadistica de los datos

La descripcién estadistica permite resumir, reducir y presentar el contenido de los datos con el
objeto de facilitar su interpretacion, sin considerar que estos datos provienen de una muestra.
Las técnicas dependeran del volumen de las observaciones, de la cantidad de las variables, de
la naturaleza de los datos y de los objetivos del problema.

1.3.3 Analisis de los datos

El analisis estadistico es la etapa mas importante del razonamiento estadistico, y general-
neralmente se basa en un modelo matematico o probabilistico. Tal modelo dependera de
los datos y eventualmente del conocimiento a prior: que se puede tener sobre el fenémeno
estudiado. El modelo no estd en general totalmente determinado (es decir, se plantea una
familia de modelos de un cierto tipo); por ejemplo, en el caso de modelos probabilisticos
podra ser una distribucién normal, una distribucién de Poisson o una distribucién Beta, o en
el caso de modelos matematicos podra ser un modelo lineal. Estos modelos tendran algunos
parametros indeterminados. Se trata entonces de fijar lo mejor posible tales parametros
desconocidos a partir de datos empiricos obtenidos sobre una muestra: es un problema de
estimacion estadistica. Por otro lado, antes o durante el andlisis, se tienen generalmente
consideraciones tedricas respecto del problema estudiado y se trata entonces de comprobarlas
o rechazarlas a partir de los datos empiricos: es un problema de test estadistico.

1.3.4 Decisiéon o prediccién

Una vez analizados los datos, se tiene en general que tomar una decisién o proceder a alguna
prediccién, que dependerd del analisis previo. Por ejemplo, se tiene que decidir, a partir de
algunos experimentos, si un tratamiento es eficaz, o bien predecir el IPC del préximo mes.

1.4 TEORIA DE MUESTREO

Una base importante de la estadistica estd contenida en la teoria de muestreo.
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Los datos experimentales son obtenidos sobre conjunto de individuos u objetos, llamado
poblacion, sobre el cual se quiere conocer algunas caracteristicas. La poblacién puede ser
finita -por ejemplo, en una encuesta de opinidn, es la poblacién de un pais o una regién, los
productos fabricados por una magquina- o infinita, cuando la poblacién se define a partir del
experimento de tirar un dado, o sacar valores de la distribucién de probabilidad de la v.a.
N(0,1) (es el espacio muestral). Como generalmente la poblacién a estudiar es demasiado
vasta o incluso infinita, se extrae solamente un subconjunto de la poblacién, llamada muestra
sobre la cual se observan caracteristicas llamadas variables. ;Cémo entonces sacar una
muestra de una poblacién o de una distribucién de probabilidad desconocida para obtener
informaciones fidedignas sobre la poblacién de la cual proviene? Es lo que pretende contestar
la teoria de muestreo, planteando la pregunta de otra manera: ;Si la distribucién probabilidad
de obtener la muestra que se obtuvo? La teoria de muestreo permite de defimir el tamano
de la muestra a tomar pero la forma de seleccionar los elementos de la muestra también.
Se tiene varios métodos de muestreo para obtener muestras que, dependiendo del problema,
pueden ser muy complejos.

Los valores de las variables obtenidos sobre los elementos de la muestra se llaman valores
muestrales. Ahora bien, cuando se emiten conclusiones sobre una poblacién a partir sélo de
valores muestrales, entonces estos resultados estan afectados de errores debidos al muestreo.
Pero se tiene generalmente errores de medicién también que pueden influir sobre la precisién
de las conclusiones.

Ahora bien hay que observar que los errores de muestreo decrecen con el tamafo de la muestra,
pero los errores de observacién crecen con este tamafo. Lo ideal es entonces tener un buen
equilibrio entre estos tipos de errores.

Se vi6 en el curso de probabilidad que el muestreo aleatorio simple (m.a.s.) permite sacar
muestras de tamano dado equiprobables, distinguiendo el m.a.s. con reemplazo del m.a.s. sin
reemplazo.

Dado un experimento aleatorio £ y una poblacién (o espacio muestral) 2 de sucesos ele-
mentales, el conjunto de n realizaciones del experimento £ es una muestra de tamano
n.

¢ Una muestra aleatoria simple con reemplazo (o con repeticién) se obtiene realizando n
repeticiones independientes del experimento £, tomando sobre €2 los sucesos elementales
equiprobables. Se obtiene entonces una n-tupla de 2.

¢ Una muestra aleatoria simple sin reemplazo (o sin repeticién) se obtiene de la poblacién
Q) realizando el experimento £&:

— sobre 2. Se obtiene un suceso w; con equiprobabilidad;
— sobre © \ {w;1}. Se obtiene un suceso wy con equiprobabilidad;

— sobre Q \ {w1,ws}. Se obtiene un suceso w3 con equiprobabilidad, etc.

Asi se obtienen elementos de €2, todos distintos.
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El muestreo aleatorio simple es un método para obtener muestras de tamaiio fijo de tal
forma que todas las muestras de mismo tamaifio tengan la misma probabilidad de ser
seleccionadas. Pero no es la unica forma de proceder.
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2 DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO

2.1 INTRODUCCION

Los métodos estadisticos permiten confrontar modelos matematicos o probabilisticos con los
datos empiricos obtenidos sobre una muestra:

Dadas observaciones obtenidas sobre una muestra de tamanio n, se busca deducir
proptedades de la poblacion de la cual provienen.

Si se tiene una sola variable aleatoria X cuya funcién de distribucién F es desconocida,
obteniendo observaciones de esta variable X, buscaremos conocer a la funcién de distribucién
F de la poblacién. Los valores Xi, X3, ..., X,, de una v.a. X obtenidos sobre una muestra de
tamafo n son los valores muestrales.

Se busca entonces, por ejemplo, estimar la media de la distribucién F a partir de los valores
muestrales. Esto tendra sentido si la muestra es representativa de la poblacién.

2.2 TIPOS DE VARIABLES

La cantidad y la naturaleza de las cacteristicas que se puede medir sobre los elementos de
una poblacién €2 son de varios tipos. Supondremos aqui una sola variable que es una funcién
X: Q2 — Q. Se distingue la naturaleza de la variable X segin el conjunto Q:

e variable cuantitativa (también llamada intervalar) si Q es un intervalo de IR o todo IR;
es una v.a. real continua.

e variable discreta si Q es un subconjunto de IV;

e variable cualitativa (o0 nominal) si Q es un conjunto finito de atributos (o modalidades)
no numéricos;

e variable ordinal si Q es un conjunto de atributos no numéricos que se pueden ordenar.

El tratamiento estadistico depende del tipo de variable considerada.

2.3 FUNCION DE DISTRIBUCION EMPIRICA

2.3.1 Caso de variables numericas (reales o enteras)

Sean X3, X, ..., X,, los valores muestrales obtenidos de un m.a.s..
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Card{X;/z;< sz . . . .
Fo.(z) = M es la proporcién de observaciones de la muestra inferiores o iguales

a z; F,(z) tiene las propiedades de una funcién de distribucién: F' — n(z) es monotona no
decreciente; tiene limites a la derecha y a la izquierda; es continua a la derecha; F(—o0) = 0;
F(4+00) = 1. Ademas sus puntos de discontinuidad son en nidmero finito y son con salto;

- X

Figura 2.1: Una distribucién empirica.

Ademsis para z fijo F,(z) es una variable aleatoria y nF,(z) es una v.a. igual a la suma de
variables de Bernoulli independientes de mismo pardmetro F(z), o sea nF,(z) ~ B(n, F(z)).

Teorema 2.1 Para todo z, F,(z) converge casi-sequramente hacia la distribucion tedrica

F(z) de X.

Demostracién: Como nF,(z) ~ B(n, F(z)), de la ley de los grandes niimeros se concluye que:
P(lim F,(z) = F(z)) =1

O sea que F,(z) =% F(z)

Teorema 2.2 (Glivenko-Cantelli)

D, =sup | F,(z) — F(z) |— 0

Teorema 2.3 (Kolmogorov)
La distribucion asintdtica de D,, es conocida y no depende de X:

+oo
; _ VK (9 R 202
Jim P(v/nD, < y) = _zo:o( 1)*exp(—2K*y?)

No se demuestran estos dos teoremas.
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2.3.2 Caso de variables no son numéricas (nominal u ordinal)

Cuando las variables no son numéricas, Q es un conjunto finito:
Q = {q, 2, ---; ¢-}. La distribucién de poblacién estd definida por las probabilidades
P(X=q)(Vk=1,.r).

Dada una muestra aleatoria simple X, X, ..., X, de tamafio n, se define las proporciones en
Card{X;=q;}

n

el muestreo s; = ,j=1,..,7.

Consideramos el caso r = 2, por ejemplo, una pieza es defectuosa o no es defectuosa; sea p la
probabilidad desconocida que una pieza esté defectuosa. Dada una muestra aleatoria simple
de tamaifo n, si f, es la proporcién de piezas defectuosas encontradas entre las n observadas,
nf, sigue una distribucién Binomial(n,p) y ademds f,, — N (p, p(1 — p)/n).

2.4 DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO Y EN LA POBLACION

Sean X, X, ..., X,, los valores muestrales.

Definiciéon 2.1 Las funciones de los valores muestrales son v.a. llamadas estadisticos y
las distribuciones de los estadisticos se llaman distribuciones en el muestreo.

La distribucién de la v.a. X, que es generalmente desconocida, se llama distribucién de
poblacion. Se le da en general una expresién tedrica. Se supone, por ejemplo, que la dis-
tribucién de poblacién pertenece a una familia de distribuciones, por ejemplo la distribucién
normal, la distribucién beta o la distribucién de Poisson. Quedan desconocidas, en este caso,
s6lo algunas caracteristicas. Estas caracteristicas, son los parametros de la distribucién de
poblacioén.

Los estadisticos y sus distribuciones en el muestreo (o sus distribuciones asintéticas cuando n
tiende a +-00) permiten estimar los pardmetros desconocidos de la distribucién de poblacién.

2.4.1 Media muestral

Sean X1, X3, ..., Xp, los valores muestrales independientes e identicamente distribuidos (i.i.d.)
de una v.a. X. Se define la media muestral como X,, = 5. X;/n. Siladistribucién de poblacién
tiene como esperanza y varianza p y o2 respectivamente (E(X;) = p y Var(X;) = o? para
todo i), entonces E(X,) = gy Var(X,) = ¢%/n. Si adem4s la distribucién de poblacién es
normal entonces la distribucién en el muestreo de X,, también lo es. Los valores muestrales
X; no provienen necesariamente de una distribucién normal pero si son i.i.d., entonces la

distribucién asintética de ‘57\;5 es N(0,1) (TEOREMA DEL LIMITE CENTRAL).
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2.4.2 Varianza muestral

Sea una m.a.s. {Xi, X3, ..., Xn}, con E(X;) = g y Var(X;) = o2.
S = a (X - X)) =0 X - XD = LY (X - )’ — (K — )’

Propiedades:

o S0’ (REL X7 E(XY)y X225 [E(X)P).

e S27% 62 (E((S2-0%)?) — 0).

e Calculo de E(S2)
E(S7) = E(; X(X}? - X,)%) = B(; 2(X7 — p)” — (Xn — 1)?)
E(S2)=1YVar(X;)—Var(X,) =LY 0?2 - Z-
E(S%) =162 — o?

e Calculo de Var(52)
Var(82) = 254 ((n — Dpa — (n — )"
en que py = E((X — u)*) es el momento teérico de orden 4 de la v.a. X.
Se deja este calculo como ejercicio.
Var(S3) = #4-2 < 0.

e Célculo de Cov(X,,, 52%)
Cov(Xy, 57) = B((Xn - #)(5121 - 7171;102))
Cov(Xn, 87) = E((z X X — 1) (5 2(X; — 1) — (X — p)? = 2320?))
Cov(Xn, 87) = E((z 2 ( ) (X - p)? = (X — p)? = 220?))
E(X;—p)=0Viy BE(X; — p)(X; —p) =0 V()
Cov(Xy, S7) = ZE(L(Xi — 1)®) — E((Xn — 1))
Cov(Xn, 87) = ZE(L(Xi — p)®) — s E(C X7)
Cov(Xyp, §7) = & — 1 = 25 ps
sin — 400, Cov(X,, S2 ) 0 (

lo que no significa que hay independencia).

En particular si la distribucién es simétrica (u3 = 0), entonces Cov(X,, S2) = 0.

2.4.3 Caso de una distribucién normal

X; ~ N(p, %) iid. = X, ~ N(y,o?/n)



2 DISTRIBUCIONES EN EL MUESTREO 15

§2 = L (Xi - p)? — (K — p1)?

nSZ _ Xi—py2 _ (Xn—py2
_ s(Eeny (X

Como las v.a. (Xi;“) son i.i.d. de una N(0,1), entonces U = Z(%V es una suma de

los cuadrados de n v.a. independientes de A/ (0,1) cuya distribucién es fécil de calcular y se
llama Ji-cuadrado con n grados de libertad y se denota x2. Por otro lado, (%)2

sigue una distribucién x? con 1 grado de libertad.

En efecto recordemos en primer lugar la distribucién de Y = Z?2, en que Z ~ N(0, 1).
Sea ®(z) la funcién de distribucién de Z ~ N(0,1) y F(y) lade Y = Z2.

F(y) = P(Y <y) = P(Z* <y) = P(—v§ < Z < /§) = 3(\/3) - (= )-
Se deduce la funcién de densidad de Y:

$6) = =y eap(=y/2) ¥y >0

Se dice que Y sigue una distribucién Ji-cuadrado con 1 grado de libertad, x2.

Observando que la x? tiene una distribucién Gamma particular I'(1/2,1/2), la funcién gen-
eratriz de momentos (f.g.m.) se escribe:

Sea U =37V, = 37 Z? en que las Z? son x? independientes, entonces

Ty (t) = (125;)™?, que es la f.g.m. de una distribucién Gamma(%, 1).

Se deduce asi la funcién de densidad de U la v.a. x2, una Ji-cuadrado con n g.l.:
1 un/Z—l v

Se observa que E(U) =ny Var(U) = 2n y se tiene el siguiente resultado:

Corolario 2.1 La suma de k v.a. independientes y de distribucion x? a r1, ra,...,7% g.l.
respectivamente sigue una distribucion x% a r1 + 79 + ... + 7 g.l

Aplicamos estos resultados al célculo de la distribucién de S2 cuando X ~ N (y, o?%)

Teorema 2.4 Si X1, Xa, ..., X,, son i.i.d. de la N'(u, o?), entonces la v.a. nS2/c? sigue una
distribucion x2_,
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Demostracién: Sea X el vector de las n v.a. y una transformacién ortogonal ¥ = BX tal
que la primera fila de B es igual a (1/4/n,...,1/4/n). Se tiene entonces que:

[ ] Y1 :\/ﬁXn

o LY?=Y X7 =3 (X;- X,)* + nXZ
Y2 +..+Y2=nS?

o (V1 —vap) + V5 + .+ Y] = (X1 — p)’ + oo+ (Xn — 1)’

La densidad conjunta de Y7, ...,Y,, es entonces proporcional a:

ezp{—(y1 — pv/n)? + Y3 +... + Y} /20
Luego Y7, ...,Y? son independientes y
VX, =Y ~ N(/nu,d?)

nS,Zl/cr2 = Y22 + ... —I—YnZ}/cr2 ~ X121—1

Ademas X,, y S2 son independientes.

Teorema 2.5 Sean X1, X3, ..., X, v.a. i.i.d., entonces X,, y 52 son independientes si y sélo
st las X; provienen de una distribucion normal.

La demostracion se deduce del teorema 2.4 y del corolario 2.1.

Definemos a continuacién la distribucién t de Student (Student es un seudénimo utilizado por
el estadistico inglés W. S. Gosset para publicar), que tiene muchas aplicaciones en inferencia
estadistica como la distribucién x?2.

Definicién 2.2 Si X e Y son dos v.a. independientes, X ~ N(0,1) e Y ~ x2, entonces la
v.a. T = -4 tiene una distribucion t de Student a n grados de libertad.

\/g

Buscamos la funcién de densidad de la v.a. T. Si f(z,y) es la densidad conjunta de (X,Y)
y fi(z) y fa(y) las densidades marginales de X e Y respectivamente, entonces f(z,y) =

fl(l')fz(y)-
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El jacobiano del cambio de variables X = Tv/W/neY =W es J = /W/n. Deducimos la
densidad conjunta de (T, W):

2
t“w n_1 _w

we 2n w2 e 2

g(t,w): ;\/ﬂ 2%F(%)

Yw >0, —co<t<oo

-1 1 2
wnz e_i(l‘l'?)w

altyw) = V2 Il (2)

e+ )~
vl (3)

h(t) = telR

Se observa que la funcién de densidad de T es simétrica y E(T) = 0 y var(T) = ﬁ

para n > 2. Ademas para n=1 se tiene la distribucién de Cauchy y para n grande se puede
aproximar la distribucién de T a una N(0, 1).

Aplicando estos resultados, deducimos que la distribucién de la v.a.
%, - u
VS8%/(n—1)

es una t de Student con n-1 grados de libertad.

2.4.4 Valores extremos

Es importante estudiar entre que valores podrian estar los valores muestrales.

Si X (1), -y X(n) los estadisticos de orden (los valores muestrales ordenados de menor a mayor:
X(1) £ X(2)- < X()) entonces X(1) = inf{X1,..., Xpn} y X(n) = sup{ Xy, ..., Xpn}.

En el curso de Probabilidades se estudio las distribuciones de estos estadisticos de orden en
funcién de la distribucién de poblacién F(x) de X. En particular:

e La distribucién de X(;) es 1 — (1 - F(z))"

e La distribucién de X, es (F(z))"

El rango W = X(,,) — X(1) es otro estadistico interesante a estudiar.
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2.4.5 Cuantilas

Definicion 2.3 Dada una funcion de distribucion F(z) de X, se llama cuantila de orden p
al valor z, tal que F(xz,) = p.

Si tomamos p = 1/2, entonces z;/, es tal que hay tantos valores por debajo que por arriba de
/7, que se llama mediana de la distribucién. Se llaman cuartilas a 2,4 y 3/, y intervalo
intercuartila a z3/, — /4.

Se observara que para una distribucién discreta o empirica F,, una cuantila para un p dado
no es tdnica. Se define entonces como z,, al valor tal que IP(X < z,) < p < IP(X < z,).
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3 ESTIMACION PUNTUAL

3.1 INTRODUCCION

En un problema estadistico, si los datos fueron generados a partir de una distribucién de
probabilidad F(x) desconocida, los métodos de la Inferencia Estadistica permite decir
algo respecto de esta distribucién. Cuando se supone que tal distribucién no es totalmente
desconocida - por ejemplo pertenece a una determinada familia de distribuciones - entonces
son desconocidos sélo uno o varios parametros que definen cada distribucién de esta familia.
En este caso la teoria de estimacién tiene por objetivo dar valores a estos parametros a partir
de los valores muestrales.

Por ejemplo, F(z) pertenece a la familia de las distribuciones normales N (g, 1) de varianza
igual a 1 y de esperanza p desconocida. Aqui p es el dnico parametro desconocido de la
distribucién. Pero si se supone la varianza también desconocida, se tendran dos parametros

desconocidos, la media p y la varianza o2.

Los pardmetros son constantes que toman valores en un espacio llamado espacio de parametros

CF

N (u,1) ©=IR
N(p, o) © = IRx]0, +o0]
Ezp(B) © =]0, +-oo]
Binomial(10,p) © =[0,1]
Sean X7y, ..., X,, los valores muestrales obtenidos sobre una muestra aleatoria simple de una

v.a. X de funcién de densidad f(z/8), en que 0 es desconocido. Hay varias maneras de
decir algo sobre #. Lo mads simple consiste en dar un valor dnico para 6. Es la estimacién
puntual: se busca elegir un valor para # a partir de los valores muestrales. Es decir se tiene
que definir una funcién § : IR™ — O, que es un estadistico llamado estimador de 4. El valor
tomado por esta funcién sobre una muestra particular de tamaifio n es una estimacién. Otra
forma de estimar un parametro consiste en buscar no un sélo valor para ¢, sino un conjunto
de valores, un intervalo en general, en el cual se tiene alta probabilidad de encontrar 8. Es la
estimacion por intervalo.

Procediendo asi, tratamos de estimar el valor de los parametros, que son considerados
como constantes, a partir de estadisticos que son aleatorios. Ahora bien, frecuentemente se
sabe algo mas sobre los pardmetros; este conocimiento obviamente no es preciso, sino no
se tendria el problema de estimar estos parametros; pero se tienen ideas sobre sus posibles
valores, que pueden ser traducidas a una funcién de distribucién a priori sobre el espacio
de parametro ©. Los estimadores bayesianos toman en cuenta la distribucién a priori y los
valores muestrales.

El problema es encontrar métodos que permitan construir estos estimadores.
A continuacién daremos los métodos usuales de estimacién puntual.
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3.2 METODO DE LOS MOMENTOS

Vimos en el capitulo anterior que la media muestral X,, <% E(X) = p. Més generalmente
si el momento u, = E(X") existe, entonces por la ley de los grandes nimeros:

1 c.s. .
m, = ; ZXZ — Uy (Ip(llmn—womr = luT) = 1)

Luego se puede estimar y, como fi, = m,.

Ejemplo: este método produce como estimador de la media g, it = X,, y como estimador de
la varianza 0? = my — X2 = 52

3.3 METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

Sean 21, 22, ..., 2, una muestra aleatoria simple de una v.a. de densidad f(z/6) en que § € O,
el espacio de parametros.

Definicion 3.1 Se llama funcién de verosimilitud a la densidad conjunta del vector de
los valores muestrales; para todo vector observado ¢ = (21, 3, ..., ) en la muestra, se denota

Fa(2/0).

Como los valores son independientes, se tiene:

n

fn(@/o) = fn(wla L2y aeey mn/o) = H f(mz/e)

=1

Un estimador del pardmetro 6 basado en una muestra de tamafio n es una funcién é de los

valores muestrales (21, 2, ..., #,) a valores en el espacio de pardmetro ©.
El valor que toma el estimador é sobre una muestra (2, ..., #,) se llama estimacion o valor
estimado.

El estimador de Maxima Verosimilitud es el estimador que hace f,(z/0) maxima.

Tal estimador puede entonces no ser 1inico, o bien no existir.

3.4 EJEMPLOS

Ejemplo 1: Una maquina produce diariamente un lote de piezas. Un criterio basado sobre
normas de calidad vigente permite clasificar cada pieza fabricada como defectuosa o no defec-
tuosa. El cliente aceptara el lote si la proporcién de piezas 6 defectuosas contenidas en el lote
no sobrepasa el valor ,. El fabricante tiene que controlar entonces la proporcién € de piezas
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defectuosas contenidas en cada lote que fabrica. Pero si la cantidad de piezas N de cada lote
es muy grande, no podra examinar cada una para determinar el valor de §. El fabricante
efectiia entonces el control de calidad de una muestra aleatoria pequefa con n piezas. Se
define la v.a. X que toma el valor 1 si la pieza es defectuosa y 0 en el caso contrario. Sean
xq, T3, ..., T, los valores obtenidos sobre la muestra.

z; ~ Bernoulli(§) (0<6<1)

n

Fu(z/0) = [T 051 - )+~

=1
max fn(2/0) <= max Log fu(2/0)

Logf.(z/0) = Z z;Logl + (1 — ;) Log(1 — 0)]
=1

dLogfn(z/0) _ Yai n-Ya _
do 0 1-6

Luego el estimador de méaxima verosimilitud (E.M.V.) 0 de 0 es la proporcién de piezas
defectuosas observada 3 z;/n.

Ejemplo 2: El ministerio de la salud quiere conocer la talla promedia p de las mujeres chilenas
adultas. Si X7, X5, ..., X son las tallas de todas las chilenas adultas, g = >~ X;/N. Dado
el tamaiio grande de esta poblacién, se obtiene la talla de una muestra aleatoria de tamaifio
pequeiio n. Sean z1, Zs, ..., Ln.

Se supone que z; ~ N(u,0?) con p y o2 desconocidos.

fn(ﬁ/o) (1/27‘1’0’ n/Zea}p{ Z /20_2}

Log fn(z/0) es maximo cuando g = X,, la media muestral y 02 = S? la varianza muestral.

Notas:
- Si se supone la varianza poblacional o2 conocida, el E.M.V. de g queda igual a la media
muestral X,,.

- Se puede buscar el estimador de la varianza o bien de su raiz o. El resultado no cambia.
Ejemplo 3: #; ~ Uniforme|0, 0] >0
fn(2/0) =1/0" si 0<z; <0 Vi

Cuando 6 > z; para todo i, f,(z/0) es no nulo y es decreciente en 6; luego f,(z/0) es
maxima para el valor mas pequefio de 6 que hace f, (z/0) no nulo: el EXM.V. de 0 es entonces
0 = maz{ey, zg..., 2.}

El método de los momentos produce un estimador bien diferente. En efecto, como
E(X) = 6/2, el estimador de los momentos es § = 2X,,.
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En este ejemplo, una dificultad se presenta cuando se toma el intervalo ]0, [ abierto, dado
que no se puede tomar como estimador el maximo #; en este caso no existe E.M.V. Puede
ocurrir que no es inico también: si se define el intervalo [6, 8 + 1], la funcién de verosimilitud
es:

fn(2/0) =1 si 0<a;<0+1 Vi

es decir:
fn(2/0) =1 si maz{e,...,z.} — 1 <0 < min{z,...,zn}

Por lo cual todo elemento del intervalo [maz{z;, ..., z,} — 1, min{zy, ..., z,}] es EM.V.

Aqui el estimador de los momentos, que es igual a X,, — 1/2, es bien diferente también.

3.5 PROPIEDADES

i Cémo elegir un estimador? ;Cémo decidir si un estimador es aceptable? Para ayudarnos
en esta eleccién se puede estudiar si el estimador cumple ciertas propiedades razonables.

3.5.1 Invarianza

Observamos en las notas del ejemplo 2, que el E.M.V. de ¢ se puede obtener directamente o
como la raiz del E.M.V. de o%. Eso se debe de la propiedad de invarianza del E.M.V. por
transformacién funcional:

Proposicién 3.1 Si 6 es el E.M.V. del pardmetro 0, si g : © —s © es biyectiva, entonces
g(0) es el E.M.V. de g(0)

Demostracién: en efecto si 7 = g(f), como g es biyectiva, § = g H(7); si fau(z/0) =
fn(z/g7" (7)) es maxima para 7 tal que g~*(#) = 6. 7 es necesariamente el E.M.V. y como g
es biyectiva, 7 = g(0).

3.5.2 Consistencia

Un estimador depende del tamano de la muestra a traves de los valores muestrales; los
estimadores §,, asociados a muestras de tamafio n (n € IV) constituyen sucesiones de v.a..
Un buen estimador deberia converger en algin sentido hacia 6.

Definicién 3.2 Se dice que un estimador 6, de un pardmetro 0 es consistente cuando
converge en probabilidad hacia 0:

P(l6, -0 <e) =31
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Los momentos empiricos de una v.a. real son estimadores consistentes de los momentos
tedricos correspondientes. Mds ain la convergencia es casi-segura y la distribucién asintética
de estos estimadores es normal.

3.5.3 Estimador insesgado

Definicién 3.3 Se dice que un estimador 8 de 0 es insegado si E(d) = 4.

Vimos que la media muestral X, es un estimador insesgado de la media poblacional si la mues-
tra es aleatoria simple, pero la varianza muestral S2 = 1/n Y (z; — ¢,,)% no es un estimador
insesgado para la varianza poblacional o?:

E(S2) = n=1

Pero, la diferencia |E(S2) — 02| = 02 /n, que es el sesgo, tiende a cero.

Definicién 3.4 Se dice que el estimador § es asintoticamente insesgado cuando E(§) =5

6.

Por otro lado se puede construir un estimador insesgado de o2 a partir de S2:

&% = 3 (2 — X,)?/(n — 1). Pero observamos que &% = (-27)%c?, es decir que el estimador

insesgado &2 tiene mayor varianza que S2.

Por otro lado observamos que si éi es un estimador sesgado de 0, se tiene:
E(6, — 6)* = Var(6,) + (sesgo)?
En efecto, ) ) ) )
E(6n — 0)* = E[(0 — E(6:) + E(6,) - 0)7]
E(6, — 6)? = E[(6, — E(6,))?

N
~—
_'_
o
—
D>
3
~—
|
s
=
[\

Si [E(8,) — 0)]> — 0 entonces §,, converge en media cuadratica hacia 8. (6, =5 ).

Proposicion 3.2

E(b,—60)? — 0 Var(d,) =0 y E(b,) — 0
Como la convergencia en media cuadréatica implica la convergencia en probabilidad se tiene:

Proposicién 3.3 St 0, es un estimador consistente de 0 Y E(én) es finito entonces 0, es
asintoticamente insesgado.

Proposicién 3.4 Si Var(6,) =0 y E(8,) — 0, entonces b, es un estimador consistente

de 6.

Nota: Es una condicién suficiente pero no necesaria.
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3.5.4 Suficiencia

En el ejemplo 1, se busca deducir de las observaciones de una muestra aleatoria de n piezas
una informacién sobre la proporcién 6 de piezas defectuosas en el lote total. Es mas simple
considerar el nimero de piezas defectuosas encontradas en la muestra en vez de la sucesién

de resultados z1, s, ..., 2,. El conocimiento de los valores individuales no procura ninguna
n

informacién aditiva para la proporcién 6 que z:a:z Se redujo los n datos a un sélo valor,
i=1

que es funcién de estos datos, sin perder informacién para determinar 6.

En el ejemplo 2, la media muestral X,, permite simplificar la informacién dada por los n

valores muestrales. Pero nos preguntamos si se pierde informacién usando la media muestral

para estimar la media g de la poblacién.

Observamos que si suponemos la varianza conocida, la funcién de verosimilitud puede es-
cribirse como funcién unicamente de la media muestral y del tamafio n de la muestra:

fal2/6) = (1/VZm)"cep{-n(X, - 0)*/2}

Es decir que la tinica informacién relevante para estimar 6 es dada por la media muestral. En
este caso se dice que la media muestral es un estadistico suficiente. Un estadistico suficiente
que se toma como estimador del parametro ¢, deberia contener toda la informacién que llevan
los valores muestrales sobre 6.

Definicion 3.5 Un estadistico T(z1, ..., ¢,), funcion de los valores muestrales y con valor en
O se dice suficiente para 0 st la distribucion conjunta de los valores muestrales condicional-
mente a T(z1, ..., z,) no depende de 0.

Definicion 3.6 Se dice que un estadistico T es suficiente minimal st no se puede encontrar
otro estadistico suficiente que hace una mejor reduccion de los datos que T.

No es siempre facil detectar si un estadistico es suficiente. Los dos siguientes teoremas
permiten enunciar condiciones para que un estadistico sea suficiente.

Teorema 3.1 Teorema de factorizacion
Si T'(z) es suficiente para 0 y g(T(z)/0) es la densidad de T'(z), entonces

Fa(z/0) = 9(T(2)/0)h(z/T (2))

Teorema 3.2 Theorema de Darmois-Koopman
St X es una wvariable real cuyo dominio de wariacion no depende del pardimetro 0, una

condicion necesaria y suficiente para que existe un estadistico suficiente es que la funcion
de densidad de X sea de la forma:

f(z,0) = b(z)c(0)expia(z)q(0)}
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n

T.(X) = Z a(X;) es un estadistico suficiente minimal.

=1
Si X ~ N (f,1) y una muestra aleatoria es z, ..., z, de X,
1 1 nb? —
fa(@1, ey 2n/0) = W%‘P(—g > “’?)%P(—T + né X)

El término ea:p(—% Y- 2%) no depende de 6 y el término ea:p(—% + nbz,) depende de 6 y
X,.

nX = Y.z; es un estadistico suficiente; también toda funcién biyectiva de X, lo es, en
particular X,.

3.6 ESTIMADORES BAYESIANOS
3.6.1 Distribuciones a priori

En el problema de estimacién de un parametro de una distribucién de funcién de densidad
f(z/0), es frecuente tener algunas ideas sobre los valores que puede tomar #; en este caso
conviene tomar en cuenta este conocimiento o creencia que se puede traducir en una dis-
tribucién de probabilidad sobre el espacio de pardmetros ©, sea 7(6). Es decir que ahora
ya no es un parametro constante, sino una variable aleatoria. Esta distribucién no depende
de los valores muestrales. Estd definida previo al muestreo.

Por ejemplo, en un proceso de fabricacién se tiene la proporciéon 6 desconocida de piezas
defectuosas. Si no se sabe nada respecto a 6, se puede suponer que todos los valores son
equiprobables: § ~ 1/(0,1). Pero uno puede sopechar que los valores alrededor de 0.10 son
mas probables; en este caso se podra tomar una distribucién mas concentrada en 0.10.

Definicion 3.7 Se llama distribucién a priori a la distribucion atribuida a un pardmetro
poblacional, antes de tomar alguna muestra.

3.6.2 Distribuciones a posteriori

Ahora hay que relacionar los valores muestrales con la distribucién a priori 7 (6).

La funcién de verosimilitud f,(z/6) es ahora una densidad condicional y h(z, 0) = f.(z/0)7(6)
es la densidad conjunta de (z, 8). De la cual se puede deducir la distribucién condicional de
0 dado los valores muestrales z:
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Definicion 3.8 La distribucion condicional de § dada la muestra (21, ..., z,) se llama dis-

Ja(z/0)m(6

tribucion a posteriori y su densidad es tgual a £(0/z) = (@)
n\&

gn(2) = [o h(z, 0)d0 es la densidad marginal de .

La distribucién a posteriori representa la actualizacién de la informacién a priori () en vista
de la informacién contenida en los valores muestrales, f,(z/0). Podemos entonces estudiar
esta distribucién a posteriori de # dando la moda, la media, la mediana, la varianza, etc. Un
estimador natural en este caso es tomar la moda de £(6/z), que aparece como el maximo de
la verosimilitud corregida.

Ejemplo 4: Sean X ~ Bernoulli(p) y p ~ Beta(e, 8), con o y § dados.
falz/p) = 9" (1 - p)r e

w(p) =p* (1 - p)*'/B(e,f) 0<p<1

en que B(o,B) = %

La densidad a posteriori de p es entonces:
&(p/z) = p*tHn 7 (1 - p)P T E T B(a 4 0K, B 41— nX)
que es la distribucién Beta(a + nX,,B + n — nX,). La moda de esta distribucién, cuando
estd definida, es igual a (o — 1 +nX,)/(a+ 8 + n).
Ejemplo 5: Sean X ~ N(0,1) y 6 ~ N (0, 10).
£(0/z) o fn(z/0)m(0) (o< se refiere a la proporcionalidad con respecto a 6).

£(0/2) o eap(~ =5 — )
£(6/2) o« cop(~=HE + nbX,,)
£(0/z) x ea:p(—‘—(@ — (10nX,/11))?)

La distribucién a posteriori de 6§ es entonces N'(}2nX,, 12). La moda de la distribucién es la

medla nX

3.6.3 Funciones de pérdida

Los métodos de estimacién propuestos hasta ahora no toman en cuenta un aspecto importante
del problema, que son las consecuencias de tales estimaciones.

Dado que los estimadores son la base de una decisién final, es importante poder comparar los
procedimientos que conducen a estas decisiones mediente algin criterio de evaluacién, que
mide las consecuencias de cada estimacion en funcién de los valores del parametro 6.
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Definicion 3.9 Se llama funcién de pérdida o funcién de costo a la funcidn
L: ® x ® — [0,400], en que L(6,6) es creciente con el error entre el pardmetro 0 y su
estimador 4.

No es siempre facil definir esta funcién de pérdida, que es especifica de cada problema y
puede tener algin aspecto subjectivo (nocién de utilidad). Sin embargo, se puede elegir entre
diversas funciones de pérdida cléasicas, cuando no se puede construir una propia:

e Funcién de pérdida cuadratica
Es la funcién de pérdida mas utilizada y mas criticada:

L(8,8) = (6 — §)*
que penaliza demasiado los errores grandes.

e Funcién de pérdida absoluta
Una solucién alternativa a la funcidén cuadrddica es usar el valor absoluto:

L(§,6) =10 — 4|
o bien una funcién afin por parte:

) k1(6-6) sif>46
L(0,5)_{ k2(6 — 6) sino

e Funcién de perdida ”0-1”
Sea I.(d) el intervalo de centro ¢ y largo 2e.

0 sifel (6
L(0,5):{ 1 sino ©)

3.6.4 Estimadores de Bayes

La funcién de pérdida L(#,d) es una funcién de 6 considerada como aleatoria con la dis-
tribucién a posteriori £(6/z). Luego es natural de buscar un estimador é(z) de 6 tal que la
pérdida promedio sea minima.

Definicion 3.10 El estimador de Bayes es solucion de ming E(L(6,4)/z)

e Funcién de pérdida cuadratica
Para la funcién de pérdida cuadratica L(f,8) = (60— )2, el estimador de Bayes es simple
de encontrar: E((f — §)?/z) es miimo para é(z) = E(0/z).
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e Funcién de pérdida absoluta
Parala funcién de pérdida absoluta L(#, §) = |6—4|, el estimador de Bayes es la mediana
de la distribucién a posteriori. Mostramos un resultado mas general:

Proposicion 3.5 El estimador de Bayes asociado a la distribucidn a posteriori £ y a
la funcion de perdida

) ki(6-6) sif0>4
L(6,9) = { ko(6 —0) simno

es la fractila kllfﬁkz de &.

Demostracién: Se tiene

§

+oo
E[L(8,8) /2] = ks / (6 — 0)£(0/2)db + ky /(s (0 — §)E(6/2)db

Derivando con respecto a 4, se obtiene:
k21p(0 < 5/@) — kllP(0 > 5/@) =0
Es decir:
kq
k1 + ks

En particular si k; = ks, se obtiene la mediana de la distribucién a posteriori de 4.

PP(0 < §/2) =

e Funcién de pérdida ”0-1”
E[L(9,6)] es minimo cuando fIE(J)f(G/Q)dG es maximo. Si e — 0, entonces E[L(4,6)]
es minimo cuando £(6/z) es maximo. El estimador de Bayes es la moda de £(8/2).

Teorema 3.3 Theorema de Rao-Blackwell
Si T(X) es un estadistico suficiente para 0 y si b(X) es un estimador insesgado de 6, entonces

§(T) = E(b(X)/T)

es un estimador insesgado de 0 basado sobre T mejor que b(X).

Este teorema permite entonces construir estimadores insesgados mejores.

3.6.5 Estimadores de Bayes para muestras grandes

Se muestra aqui, a través de un ejemplo, los efectos de la distribucién a priori y de la funcién
de pérdida sobre el estimador de Bayes, para muestras grandes. Sea 6 la proporcién de
defectuosos. Tomamos dos distribuciones a priori y dos funciones de pérdida:
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m(6) = 1 para 6 € [0, ]y '(8) = 2(1 — 6) para 8 € [0, 1]
0

L(6,8) = (0 — 6)® y L'(9,6) = |0 — §|. Las distribuciones a posteriori son respectivamente
§(6/z) o< 67X~ (1 - g)" "%~
que es una fBeta(l + nX,,n+1-nX,)y
§(6/z) oc 67%n (1 — gyt

que es una Beta(l +nX,,n+2 — nX,).

Los estimadores de Bayes para la pérdida cuadritica son las respectivas esperanzas de la
distribucién Feta:

§=(1+nX,)/(n+2)paralyd =(1+nX,)/(n+3)parat.

Los estimadores de Bayes para la pérdida absoluta son las respectivas medianas de la dis-
tribucién Beta, que se obtienen resolviendo la ecuacién:

K/G"‘l 0)P~1do =1/2

enquea=14nX,yf=n+1-nX,paralyfB=n+2—-nX, parafl.

Si n=100 y nX,, = 10 entonces § = 11/102 = 0.108 y § = 11/103 = 0.107 para la pérdida
cuadritica. Se observara cémo la muestra corrige la distribucién a priori, con las medias a
priori E(0) =1/2con ¢y E(§)=1/3 con £ .

Encontramos ambos estimadores de Bayes a posteriori muy cercanos con n=100 y cercanos
de la media muestral X,, = 10/100 = 0.100.

En este ejemplo observamos que el estimador de Bayes cuadratico es consistente. No se puede
siempre asegurar que el estimador de Bayes es consistente, pero bajo condiciones bastante
generales es cierto.

3.7 EJERCICIOS

1. Sea X;, ¢ =1, ..., n una muestra aleatoria simple de una v.a. X de funcién de distribucién
Gammal(a, 3).

Estime E(X) por Méxima Verosimilitud. Muestre que el estimador resultante es insesgado,
convergente en media cuadratica y es consistente.

2. Sea una m.a.s. 21, ...z, de una v.a. X de funcién de densidad f(z/0) = 02°" 1 ;.

Encuentre el estimador de Méxima Verosimilitud § de 6 y pruebe que 0 es consistente y
asintéticamente insesgado.

3. Sea Y una v.a. de Bernoulli de pardmetro #. Considere una m.a.s. yi,...4, ¥y una
distribucién a priori Beta(a,b) para 6. Obtenga el estimador de Bayes, f para 6, usando
una funcién de pérdida cuadratica. Muestre que 0 es sesgado, asintéticamente insesgado,
convergente en media cuadratica y consistente.
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4.. Sean dos preguntas complementarias: Q="vota por Pedro” y Q’="no vota por Pedro”.
Se obtiene una m.a.s. de n personas que contestan a la pregunta Q o Q’; lo unico que se sabe
es que cada persona ha contestado a QQ con probabilidad # conocida y Q’ con probabilidad
(1 —0). Se definen:

p: la probabilidad que una persona contesta ”SI” a la pregunta (Q o Q’)

m: la proporcién desconocida de votos para Pedro en la poblacién.

a) Dé la proporcién 7 en funcién de p y 6.

b) Dé el estimador de Mdxima Verosimilitud de p y deduzca un estimador # para 7. Calcule
la esperanza y la varianza de 7.

c) Estudie las propiedades de 7; estudie en particular la varianza # cuando 6 = 0.5.

5. Suponga que X tiene una funcién de densidad f(z/6) y que T(X) es un estimador de
Bayes insesgado para 6 con la funcién de pérdida cuadratica y una distribucién a priori 7 (9).

a) Demuestre que E(f — T(X))* =0
b) Asuma que f(z/0) es una N (6,1). Pruebe que E(6 — X,)? = L. Concluya si X, puede
ser un estimador de Bayes para pérdida cuadratica.

6. Sea 1,3, ..., Z, una m.a.s. de una distribucién tal que IP(z; € [a, b]) = 6.

{ 1 siz; €[a,b]

Se define y; = .
0 en caso contrario

a) Dé la distribucién de y;.

b) Dé el estimador de maxima verosimilitud 6 de 6.
c¢) Dé la esperanza y la varianza de 6.

d) Sean las distribuciones a priori de §:

m1(6) = %oa —1(1 - 6)8 — 1 (Distribucién Beta(a, 8)) y 72(6) = 2(1 — 6)
Dé los estimadores de Bayes y sus varianzas cuando se usa una funcién de pérdida cuadratica.

e) Aplicacién numérica: dé las soluciones a las preguntas anteriores con los valores: n=10,
a=2,0=2;2:1235,24,15,6.3,2.8,4.2,4.5,3.8,5.1y [a,b]=[2,4].

7. Sea {X1,X5,...,X,} una m.a.s. de una v.a. X con funcién de densidad f(z/6). Sea
Y = §(Xy, ..., X,) un estimador de 6. Se define Y; el estimador ¢ calculado sobre la muestra
salvo la observacién ¢ (4 =1,2,...,n),Y*=nY —(n—-1)Y; yY* = (1/n) 30 Y,*.

a) Calcule la varianza $*? de Y* cuando Y = X,, la media muestral y E(X) = 6.
b) Deducir la distribucién de (Y* — 0)/S* cuando ¥ = X,, y X ~ N (6, 02).
8. Sea X una v.a. real con densidad f(z/6), 8 € ® = {64, 02, ...,0n} (finito).

Sean 7 una distribucién de probabilidad a priori sobre © y la funcién de pérdida:

0 sif=4¢
L(0,5):{ ¢ sif#68(c>0)
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a) Pruebe que la pérdida esperada se escribe como E(L(8,8)) = ¢(1 — £(6/z)), en donde £ es
la distribucién a posteriori sobre O.

b) Deduzca la condicién que debe satisfacer § para ser el estimador de Bayes de 6 asociado
a w. Pruebe que el estimador no depende de c.

c) Si 7 es la distribucién uniforme sobre ®, pruebe que el estimador de Bayes de 6 y el
estimador de maxima verosimilitud coinciden.

9. Se considera la distribucién discreta: IP(X = z) = a,6%/h(6), con £ =0,1,2,..., en donde
h es diferenciable y a, puede ser nulo para algunos z.
Sea {1, 3, ..., 2,} una m.a.s. de esta distribucién.

a) Dé las expresiones de h(8) y h'(6).

b) Dé el estimador de maxima verosimilitud de 6 en funcién de h y h'.

¢) Muestre que el estimador de maxima verosimilitud es el mismo que el del método de los
momentos.

d) Aplique lo anterior para los casos siguientes:

i) X ~ Binomial(N,p) (N conocido)

ii) X ~ Poisson(]A).

10. Sean T3, ¢ = 1, ..., I estimadores del pardmetro 6 tales que : E(T;) =0+b; ,b; € R
Se define un nuevo estimador T de § como T = Y1, \,T;

a) Dé una condicién sobre los A; para que T sea insesgado.

b) Suponga que b; = 0 Vi (estimadores insesgados). Plantee el problema de encontrar los
coeficientes \; para que la varianza de T sea minima.

c¢) Suponiendo que los T; son no correlacionados , resuelva el problema planteado antes.

d) Sean X;;,i=1...M,j =1...n; M m.a.s. independientes entre si, de variables aleatorias
X* con distribuciones normales de varianza comin 2.

Sea s? = ﬁ St (X~ X;)?, el estimador insesgado de la varianza calculado en la muestra

29
1.

Demuestre que S? = —zrt—— YM (n; — 1)s? es el estimador lineal insesgado de varianza

M
dica i M
minima para 2.
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4 ESTIMACION POR INTERVALO

4.1 INTRODUCCION

Vimos en el capitulo anterior métodos de estimacién puntual. Pero no podemos esperar
que la estimaciéon que produce coincida exactamente con el verdadero valor del parametro
desconocido . Aqui buscamos entonces construir un intervalo [07, 8] tal que la probabilidad
que 0 esté en el intervalo sea alta.

Esta probabilidad tiene diferente interpretacion segiin estemos en el caso bayesiano o no. Se
tiene entonces dos clases de métodos para construir estos intervalos.

4.2 CASO BAYESIANO

En el bayesiano, el intervalo tiene una interpretacién imediata a partir de la distribuciéon a
posteriori de . Lo dnico inconviente es la falta de unicidad de tal intervalo. Pero es natural
buscar el intervalo de largo minimo.

Ejemplo: Vimos que si X ~ Bernoulli(p) y p ~ Peta(a, ), entonces la distribucién a
posteriori de p es una Beta(a +nX,,3+n—nX,):

¢(p/z) = p*tEXr1(1 = p)Ptr X1/ B(a 4 nX,, B+ n — nX,)
Se define entonces un intervalo [p;, p2| de probabilidad 1 —«a tal que IP(p; < p < p2), calculada

a partir de la distribucién &.

4.3 INTERVALO DE CONFIANZA DE NEYMANN

En el caso de estimacién no bayesiana, el pardmetro 6 no es una variable aleatoria. En este
caso es el intervalo [0y, 02] que es aleatorio, y se habla de la probabilidad de que el pardmetro
f cubre el intervalo. Los valores 8; y 65 son entonces funciones de los valores muestrales.

Sean X, X», ..., X, los valores muestrales, se tiene que encontrar dos funciones 6; = 1 (X1, X, ...

y 02 = t2( X1, X, ..., X,,) tales que :
]P(01§0§02):1—a

siendo la cantidad 1 — « fijada a priori y llamada el nivel de confianza. Generalmente se
determinan las funciones t; y t, a partir de un estimador de 6.

Ejemplo 1: Intervalo para una media

Sea X ~ N(0,0?), con la media @ desconocido y la varianza o

conocida y una muestra de

tamafio n. Sea Xji,...X, los valores muestrales, si X es la media muestral, Z = (35\_/% ~

» Xn)
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N(@O,1). SilP(yy < Z <upy)=1-0a, [X - u2\/L;,X - ulﬁ] define un intervalo para 6 de
nivel de confianza 1 — a.

Hay una infinidad de intervalos de mismo nivel de confianza 1 — a. Pero se puede mostrar
que el intervalo [X — u, X + u] simétrico con respecto a X tiene el largo minimo entre los

intervalos de mismo nivel de confianza igual a 1 — a. Por ejemplo, para a = 0.05, se obtiene

el intervalo [X — 1.960/+/n, X + 1.960//n].

Si no se supone que o es conocida, se tiene que usar un estadistico cuya distribucién muestral
no depende de o. Eso nos lleva a usar el estadistico

T X-0
VI - X)2/(n - 1)

que sigue una distribucién t Student a n-1 g.l..

X -6
&/vn’
SiIP(t; <t<ty)=1—a, [X+t6/\/n X +ty6//n] define un intervalo para 6 de nivel de
confianza 1 — .

El estadistico T puede escribirse en funcién del estimador sesgado 62 de o: T =

Como en el caso de la distribucién normal, el intervalo mas corto de nivel de confianza 1 — «
es simétrico con respecto a X:
[X —t6/\/n, X +t5/y/n] con t tal que P(—t <t,_; <t)=1-a.

Ejemplo 2: Intervalo para una varianza
Si los valores muestrales X1, ..., X,, son ii.d. de la N'(6,02), U = 2 (X; — X)?/o? ~ x2_,.
Un intervalo de nivel de confianza 1 — a se obtiene a partir de IP(u; < U <wup)=1- o

Y(Xi-X)? 5 (X - X)?

Uz u

IP( )=1l-a

Ejemplo 3: Intervalo para la diferencia de dos medias

Sean dos poblaciones normales N (g1, 07) y N (2, 0%). Se consideran una muestra aleatoria
de tamafio n; de la primera poblacién y una muestra aleatoria de tamaifio n, de la segunda
poblacién, las dos muestras siendo independientes. Si X; y X, son las medias muestrales

) _ _ o2 o2
respectivas, d = X1 — Xy ~ N (p1 — po, n_11 + 22),

n2

Si las varianzas son conocidas entonces un intervalo para d esta dado por: [X; — X, —

2 2 2 2
uy/ % + Z—;, Xl—X2—|—uV % + Z—;], con u determinado a partir de las tablas de la distribucién

normal segin el nivel de confianza 1 — a.

Si las varianzas no son conocidas, para encontrar un estadistico que nos sirve y cuya dis-

tribucién no depende de estas varianzas, hay que hacer alguno supuesto suplementario. En
52

~2
. . . . . o . ~ ~
efecto si tomamos como estimador de la varianza de la diferencia ﬁ + % con crf y 64 las
~2 ~2
. nioq Nao, 2
varianzas muestrales sesgadas, crf + U—g ~ Xy tng—2 ¥
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— — 0,2 0,2
(X1 —Xo — i+ p2) /4 E+ 32
ny1 62 ny &2
V2 - 2)

que depende de la varianzas desconocidas ¢? y o2.

~ tnl —I—n2—2:

Si se supone que estas varianzas son proporcionales: o9 = ko, entonces se tiene un estadistico
que no depende de ¢? y o2:

Xl—Xz—,Ul—,Uz

" " ~ tnl —I—n2 -2
(kznlo'f +ny 52 )(k2n1 tny )
k2 (n1 —I—n2 —2) nin

Usualmente si toma k£ = 1.

Ejemplo 4: Intervalo para el cuociente de dos varianzas: la distribuciéon F de Fisher

Sean dos poblaciones normales N (p1, 0%) y M (p2,0%), nos interesamos al cuociente de las
2

. 0-1
varianzas: —.
03

‘ot 52/ 72 2 ‘ot 52 /2 2 : : :
El estadistico ny67 /07 ~ x;, _; y el estadisticony65/03 ~ x;,_;, siendo estos independientes.

Mostramos que si U ~ x2 y V ~ x2, y son independientes, entonces Y = sU/rV sigue una
distribucién de Fisher a r y s grados de libertad con una funcién de densidad igual a:

Como U y V son independientes, se puede calcular facilmente la funcién de densidad conjunta
de (U,V):
wr/2)—1eg—u/2 ,(s/2)-1,—v/2

27/2T(r/2)  2°/T(s/2)

f(u,v) =

Con el cambio de variables:(U, V) — (Y, Z) conU = rY Z/sy V = Z, obtenemos la densidad
conjunta de (Y, Z):

_ (r/s)z (r/2)-1,,(r/2)—1_(r+s—1)/2 —1/2(ry/s+1)z
92 = ey

Se deduce la densidad marginal de Y:

) I‘(mrr/Zss/Zy(r/Z)—l
f(y) /0 g(y Z) z F(T/2)F(S/2)(7’y + 8)(r-|—s)/2

Observamos que si Y ~ F, ; entonces 1/Y ~ F, .
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S rY/s
Ejercicio: Muestre que W ~ Beta((r — 2)/2, (s — 2)/2).
1(5’1/(711 - 1)0’%
n263/(ny —1)03
confianza para el cuociente o?/073.

Aqui el estadistico ~ Fy _1n,-1, lo que permite construir un intervalo de

Ejemplo 5: Intervalo para una proporcién

Sea la proporcién € de piezas defectuosas en un lote de piezas fabricadas por una industria.
El nimero de piezas defectuosas encontradas en una muestra aleatoria simple de tamafio n
sigue una distribucién binomial B(n, ¢). Para construir un intervalo de confianza para una
proporcién es mas complicado que para una media o varianza. Cuando n es pequeno hay
que recorrer a la distribucién binomial (tablas y abacos fueron calculados para determinar
valores de 6; y 0, para los diferentes valores de k y n y del nivel de confianza 1 — «).

Cuando n es grande, se puede usar la aproximacién a la distribucién normal
N (nb,nb(1 — 6)), pero la varianza depende también de 6.

Y

Si p = 47, se tiene:
Lo que equivale a:
Pn(p—0)* —u*0(1-0)<0)=1-a

Las soluciones de la ecuacidn:

(n+u?)6? — (2np + u?)0 + np* = 0

2np + u? + Jut + dnpu? — dnu?p?

siendo 3(n + u?) , se obtiene:
no W [pl-p)  w noow . [oiop)  w
P(——p+ ) -/ — << —(p+ — AN R A
(n—l—u2(p+2n) u\/ n +4n2 - _n—l—u2(p+2n)+u n +4n2 @

Para n muy grande, se puede aproximar por

1-p 1-p

PG u B( p)§0§ﬁ+u B( p)):1—a
n n

4.4 EJERCICIOS

1. Sea una m.a.s. {z1,...2,} de una distribucién normal de media 6 desconocida y varianza

o2 conocida.

a) Dé el nimero minimo n del tamaifio de la muestra para que un intervalo de confianza I a
95% tenga un largo L a lo més igual a 0.016 o.
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b) Sea L = 0/5. Dé el nivel de confianza 1 — a cuando n=10, 20, 30 y 100.

c) Repetir b) con o2 desconocido. Comente.

d) Dé el intervalo de confianza de largo minimo para 6 con un nivel de confianza de 95%,
cuando o2 = 4.

2. Una empresa desea estimar el promedio de tiempo que necesita una secretaria para llegar
a su trabajo. Se toma una m.a.s. de 36 secretarias y se encuentra que un promedio de 40
minutos. Suponiendo que el tiempo de trayecto proviene de una A (y, o%), con ¢ = 12, dé un
intervalo de confianza para la media p.

3. Se dispone de 10 muestras de sangre tomadas en las mismas condiciones a una misma
persona. Se obtiene para cada una la dosis de Colesterol (en gramos) 245, 248, 250, 247, 249,
247, 247, 246, 246, 248. Cada medida puede considerarse como una realizacién particular de
la variable ”tasa de Colesterol” X ~ N (u, o?).

a) Dé un intervalo de confianza para u al 95% suponiendo % = 1.5.
b) Dé un intervalo de confianza para p al 95% suponiendo o2 desconocido.
c) Construya un intervalo de confianza para o al 95% .

4. En el ejercicio 6 del capitulo 3, muestre que para construir un intervalo de confianza al
95% para 6, en el caso no bayesiano, hay que resolver una inecuacién de segundo grado en 4
y escriba la inecuacién.

5. En el ejercicio 7 del capitulo 3, suponiendo las Y;* independientes y n grande, dé un
intervalo de confianza para 6 a 95%.

6. Se tienen 2 muestras de tamafios n; y ny de una misma v.a. X medida sobre dos
poblaciones distintas. Se asume que para ambas poblaciones X sigue una distribucién Normal
con medias p1, s y varianzas o2, o2, respectivamente.

a) Construya un intervalo de confianza para y; — p2, suponiendo que o3 = k?0? en que k es
una constante conocida.

b) Muestre que los extremos del intervalo anterior convergen en probabilidad si los tamaiios
de las muestras crecen.

¢) Se supone ahora la constante k desconocida. Dé un método para construir un intervalo de
confianza para la constante k.

d) ; Que inconveniente cree ud. que tiene este método?

7. Se considera una v.a. X ~ N (g, 1) y una m.a.s. de X con una séla observacién z. Dada
una constante a > 0, se define el intervalo aleatorio: Cy(z) = [min(0, z — a), maz (0, z + a)].

a) Muestre que IP(u € Cy(z)/pp=0) =1 Ve.

b) Muestre que Cy(z) es un intervalo de confianza para p de nivel de confianza 1 — a = 95%,
cuando a=1.65.

c) Sea m(p) = 1 (Vi) una distribucién a priori para p. Deducir la distribucién a posteriori
de p dado z.

d) Sea ® la funcién de distribucién de la normal A (0,1). Muestre que se encuentra una
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probabilidad condicional

®(—2z) — ®(—a) siz< —a
P(p e Co(z))/2) =< ®(a)—B(—a) si-a<z<a
®(a) - ®(—2z) siz>a

e) Deducir que, para a=1.65, la probabilidad condicional IP(p € Cq(z)/z) > 0.90 y que
limg_y o0 IP(p € Co(z)/2) = 1.
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5 TESTS DE HIPOTESIS

5.1 GENERALIDADES

En el capitulo 3, se presentaron métodos que permiten encontrar los valores de los parametros
desconocidos de la distribuciéon de poblacién y en el capitulo anterior, la estimacién por
intervalo permite dar una cierta indicacién sobre la precision de la estimacién puntual. Tales
estimaciones, puntuales y por intervalo, que fueron obtenidas a partir de valores muestrales,
permiten formarse una opinién sobre la poblacién y entonces darse una hipétesis de trabajo.

Ejemplos:

e Antes de apostar ”cara” o ”sello” en el lanzamiento de una moneda, se tiene que postular
que la moneda estd equilibrada. La hipdtesis de trabajo es entonces que el pardmetro
p=probabilidad de sacar ”cara” de la Bernoulli es

p=0.5

e Un agricultor se compromete a entregar a una fabrica de azicar remolacha con un cierto
porcentaje p, de glucosa; la hipdtesis de trabajo es entonces

P="Po 0 P> Po

e Los hombres chilenos pretenden ser méas altos que los argentinos en promedio; si g y
2 son las tallas promedias respectivas de los hombres chilenos y argentinos, la hip6tesis
de trabajo es

1 > fho

e Cuando se hizo la estimacién puntual de la talla promedia p; de los hombres chilenos,
se hizo la hipétesis de trabajo que la v.a. X talla de los hombres chilenos sigue una
distribucién

F ~ Normal

En los cuatro casos se procedera de la misma manera: se tiene una hipétesis de trabajo y
una muestra de observaciones; se trata de decidir si la hip6tesis planteada es compatible con
lo que se puede aprender del estudio de los valores muestrales. Se tiene que encontrar un
procedimiento para decidir si la muestra que se obtuvo esta de acuerdo con la hipétesis de
trabajo. Naturalmente no se espera que, para cualquier muestra, el valor empirico obtenido
en la muestra coincide con el valor esperado de la hipétesis; el problema es entonces decidir
si la desviacién encontrada entre el valor esperado y el valor observado en la muestra es
demiasiado grande para poner en duda la hipétesis de trabajo. Ahora bien si se pone en
duda la hipétesis original, entonces se la rechaza en favor de una hipétesis alternativa.
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En efecto, en el ejemplo de la moneda, si se encuentra una proporcién de 0.45 en 100 lanza-
mientos, jdebemos rechazar la hipdtesis p=1/2? y si se rechaza, jserd a favor de la hipdtesis
p<1/27

Se distingue la hipdtesis de trabajo llamandola hipétesis nula y una hipétesis nula se con-
fronta a una hipdtesis alternativa.

i Con qué grado de desacuerdo uno tiene que abandonar la hipétesis nula para la
hipétesis alternativa?

Para decidir, se necesita una regla de decisidon. Cualquier regla de decisién deberia tratar de
minimizar los errores de decisién. Si d es la regla de decisién adoptada y «(d) la probabilidad
de equivocarse cuando la hip6tesis nula es cierta y §(4) la probabilidad de equivocarse cuando
la hipétesis alternativa es cierta, uno buscara minimizar ambas probabilidades de error. Pero
veremos, a través de un ejemplo, que a tener «(4) nula, se hace 3(8) igual a 1 e inversamente.

Dada una hipétesis nula H,, vimos que a(d) es la probabilidad condicional de rechazar la
hipétesis H, con la regla é cuando H, es cierta. Ahora bien la regla § se basa en los valores
muestrales; si la muestra es de tamaifio n y los valores muestrales en IR, una regla de decision
& consiste en dividir el dominio IR™ del conjunto de todas las muestras de tamafio n en dos
partes disjuntas: la parte W en donde se rechaza la hipétesis nula H, y la parte W en donde
no se rechaza. La parte W se llama regién de rechazo de H, o regidn critica del test.

Como la region critica del test es aquella en donde se rechaza H,, deberia tomar en cuenta
la hipétesis alternativa.

Una regla de decisién consiste entonces en determinar la regién critica del test en funcién de
las dos hip6tesis.

5.2 HIPOTESIS ESTADISTICAS

Las hipotesis estadisticas son muy precisas: se refieren al comportamiento de variables aleato-
rias. Pero en los ejemplos expuestos en el parrafo anterior, se observara que las hip6tesis no
son todas del mismo tipo. En los tres primeros ejemplos, la hipéptesis concierne solamente a
los valores de pardmetros de una distribucién cuya forma no estd puesta en duda y es especi-
ficada a priori. Tales hipétesis se llaman hipé6tesis parametricas. En el dltimo ejemplo, es
la distribucién completa que esta puesta en juicio; se habla de hip6tesis no parametricas.

Por ejemplo, sea una v.a. X de distribucién F(z/6), que depende de un pardmetro 6. Si Q
es el espacio del pardmetro 6 y 2, un subconjunto de €2, entonces

H:0eQ,
es una hipd6tesis parametrica, mientras que

H : F ~ Normal
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es una hipdtesis no parametrica.

Se puede clasificar también las hipdtesis parametricas segin su grado de especifidad. Cuando
en la hipétesis parametrica

H:0eQ,

Q, esta reducido a un sélo valor, entonces se habla de hipdtesis simple, sino se habla de
hipétesis compuesta.

5.3 TEST DE HIPOTESIS PARAMETRICAS

Trataremos en primer lugar los tests de hipdtesis parametricas para hipdtesis simples antes
de tratar el caso general apoyandonos en los resultados del caso de las hipdtesis simples.
Encontrar una regla de decisién es encontrar una regién critica del test. ;Como hacerlo
minimizando los errores de decisién? Para eso usaremos la funcién de potencia.

5.3.1 Funcion de potencia

Sea un test de hipéStesis sobre el pardmetro 6 (6 € Q) de la distribucién F de una v.a. X.
H,:0cQ, contra H;:0¢cQ,

Si una regla de decisién nos condujo a una regién critica W para el test, entonces para cada
valor de 6 € 2, determinaremos la probabilidad 7(#) que la regla de decisién nos conduce a
rechazar H, cuando el parametro vale 6.

Definicién 5.1 La funcién m(0) = IP(rechazarH,/) se llama FUNCION DE POTENCIA
del test.

iOJO! aqui 6 no es una variables aleatoria.
W es la regién critica del test y z el vector de los valores muestrales, entonces

m(0) = P(z € W/0) V€N

Luego la regién critica ideal es aquella que produce una funcién de potencia tal que:

)0 sifeq,
71'(0)—{ 1 siGEQl

En efecto, para todo 8 € €Q,, la decisién de rechazar H, es una decisién equivocada, entonces
7(0) es una probabilidad de error de tipo I (o riesgo de primer especie). Por otro lado,
para todo 6 € Q, la decisién de rechazar H, es una decisién correcta, entonces 1 — 7(6) es
una probabilidad de error de tipo II (o riesgo de segundo especie).


Diego
Highlight
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Definicién 5.2 Se llama TAMANO del test a sup{m(8)/6 € Q,}

El problema es que tal region critica ideal no existe; como lo veremos en el siguiente ejemplo,
cuando se disminuye uno de los errores a 0, se aumenta el otro a 1.

Ejemplo: Sea 21, s, ..., 2, una m.a.s. de una v.a. X uniforme en [0,6] con 6§ > 0.
Consideramos la hipétesis nula H, : 3 < 8 < 4 contra la hip6tesis alternativa H; : § < 3 o
f > 4. Supongamos que una regla de decisién é nos llevo a decidir de no rechazar a la hipétesis
nula H, cuando max{zy, 23, ..., z,} de una m.a.s. de la v.a. X esta en el intervalo [2.9,4.1]y a
rechazar H, en el caso contrario. Luego la regién critica del test es un subconjunto W C IR"
tal que max{zy, 2, ...,2,} < 2.9 0 > 4.1}. La funcién de potencia del test es entonces:

7(0) = IP(max{z; + 3, ..., 2o} < 2.9/0) + IP(max{zy, 23, ..., z,} > 4.1/0)

(max{zy, 2, ..., 2,} < 2.9/0) =1

. P
S16<29= { P(max{zy, 22, ...,2,} > 4.1/0) =0 } =m(0) =1

. P(max{zy, s, ...,zn} < 2.9/0) = (279)" _ (29\n
Si20<f<4l= { P(max{z1, 22, ..., 2} > 4.1/6) =0 =7(0)=(%)

: Ip(max{mla T2y eees mn} < 2'9/0) = (&)n _ 2.9\n 4.1\n
Sifd>41= { P(max{e,, 22, ..., 2,} > 4.1/60) = 1 ° (&L } = m(0) =1+ ()" - (%)

El tamaifio del test es igual a a = Sup{n(6)/3 <0 < 4} ==(3) = ()"

En los graficos 5.1, se muestra la funcién de potencia para los casos n=10 y 50. Se observa que
el tamafo del test & = 0.10, es decir que en el intervalo [3, 4] la probabilidad de equivocarse
no sobrepasa 10%. Pero el error de tipo II, que es igual a 1 — w(6) cuando 0 € Q,, puede ser
muy elevado; entre 3 y 2.9, el error disminuye de 0.10 a 0; pero entre 4 y 4.1 es casi igual a 1.

En este ejemplo si queremos disminuir el tamafo del test , hay que elegir un intervalo W
mas

grande o una muestra de tamafo mayor. Pero en ambos casos se aumentara el error de tipo
II. Para tratar de acercarnos a la situacion ideal, se puede, por ejemplo, buscar minimizar una
funcién de los dos errores, o bien fijarse una cota maxima para el error de tipo I y minimizar
el error de tipo II.
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Grafico 5.1: Funcién de potencia para Grafico 5.2: Funcién de potencia para
la regién critica [2.9,4.1] con n=10 la regién critica [2.9,4.1] con n=50

5.3.2 Tests para hipé6tesis simples

Sean 21, 29, ..., Z,, los valores muestrales independientes de una v.a. de funcién de densidad
f(z/0). Se plantea las hipétesis simples:

H,:0=0, contra H;:0=20

Dada una regla de decisién 4, se tienen los dos errores:
a(é) = IP(rechazarH,/0 = 6,) (error de tipo I)

B(8) = IP(no rechazarH,/§ = 01) (error de tipo II)

Presentaremos en primer lugar como minimizar una funcién simple de los dos errores, tomando
una funcién del tipo

aa(8) + bA(S)

Usaremos la solucién anterior para encontrar la forma de construir la regién critica, tal que
si uno se fija una cota maxima para el error de tipo I, el error de tipo II sea minima.

Dados dos escalares a y b, buscamos minimizar la funcién aa(d) + b3(8). Se denota f,(z) y
fi(z) a las funciones de verosimilitud dado H, y dado H; respectivamente:

fol@) = [I £(=:/00) ¥ fu(z) =[] F(=:/61)
Teorema 5.1 5t 6* es la regla de decision tal que:

se rechaza H, cuando af,(z) < bfi(z),
se acepta H, cuando af,(z) > bfi(z),
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entonces aa(6*) + bB(6*) < aa(d) + bB(8) Vo

Demostracién: Si W es la regién critica asociada a una regla de decisién 4,

a(d) = //W fo(z)dey...d2),

B(5) = /.../Wfl(g)dml...dmn

a(8) + b3(8) = a/.../w £o(2)der.dan + b(1 //W fi(2)der...dzy)

Luego aa(d) 4 b3(8) es minimo cuando [ ... fy-(afo(z) — bfi(z))dz;...d2, es minimo.
afo(z) —bfi(z) <0 Vz e W

Es decir si: { af,(z) —bfi(z) >0 Vz € w

entonces §* es éptimo para estos valores a y b dados. Se observard que f,(z) — bfi(z) =0 es
irrelevante, dado que no cambia el minimo.

Definicién 5.3 Se llama RAZON DE VEROSIMILITUD de la muestra al cuociente

fi(z)
fo (Q)

Sea a, la cota maxima de error de tipo I que se quiere aceptar.

Definicién 5.4 Se llama NIVEL DE SIGNIFICACION del test a la cota mdzima de error
de tipo I aceptada.

Se tiene entonces que buscar una regla de decisién § que produce un error de tipo I a(4) < o,
y tal que 3(8) sea minimo. El siguiente lema, que deriva del teorema anterior, nos da la
forma de proceder.

Lema 5.1 (NEYMAN-PEARSON)
St 6* es una regla de decision tal que para algin k > 0 fijo,
. fl (@) oy

haza H,
se rechaza H,, st To(2)

fi(z)

no se rechaza H,, si To(2) < k,
oz
entonces para toda regla & tal que a(8) < a(d*) se tiene B(8) > B(0*).

Ejemplo: sea zi, ..., 2, de una muestra aleatoria simple de la v.a. X ~ A(y, 0?), u descono-
cido y o2 conocido. Se estudia H, : 4 = 1 contre H; : 4 = 2. La razén de verosimilitud se
escribe:

fi(z)

RO ;7 D (i —2)" = (2 - 1)}
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fi(z) 1

(@ = ea:p{—ﬁ[—22mi + 3n}
filz) Yz 3n
folz) {75 ~ 52

La regla de decisién que minimiza a aa(d) + b3(8) consiste en rechazar H, si

1 (Q)
(z)

~

>a
b

PN

es decir: X > % + cr2ln(%)
Si 02 =2y n =20, la regién critica R, que es de la forma {X > ¢} depende de a y b:

si a=b, ¢=3/2, perosi (a > by c>3/2)osi(a<byc< 3/2); en particular, si a=2/3 y
b=1/3, R = {X > 2.88}, pero si a=1/3 y b=2/3, R = {X > 0.113}.

El error de tipo I a(8) es (1) = IP(X > C/p = 1). Como X ~ N(1,0%/n) bajo H,,

a(d)=1-— <I>(a°/_\/17_1), en que ®(z) es la funcién de distribucién de N (0, 1).
El error de tipo Il B(§) es 1 —7(2) =1 - IP(X > c/u=1) = P(X < c/u=2) = ®(-5%)

a/vn
Si a=b, como ¢=3/2, para n=20, se obtiene a(d) = (§) = 1 — ®(1.58) = 0.057, pero con
n=100, a(8) = B(6) = 1 — $(3.53) ~ 0.

Si se obtuvo una media muestral X = 1.30 para una muestra aleatoria de tamaifio 20, no se
rechaza H, : g = 1 con un error de tipo I de 0.057 cuando se toma a=Db; si se toma a=0.3 y
b=0.7, se rechaza H, a favor de H; con un error de tipo I igual a 0.11.

Si ahora se tiene un nivel de significacién fijado a o, = 0.05, entonces se obtiene una regién
critica R = {X > c} tal que )
P(X >c/p=1)=0.05

Como /n(X — 1) ~ N(0,1)
P(X >c/p=1)=1-3(/n(c—1)/v/2) = 0.05

Como ®(1.65) = 0.95, se obtiene que v/n(c — 1)/+/2 = 1.65, es decir que c=1.52 y
R = {X > 1.52}. En este caso no se rechaza H,.

5.3.3 Tests U.M.P.

Vamos extender ahora los resultados del lema de Neyman-Pearson para hipétesis compuestas.
Sean las hipétesis compuestas H, : 8 € €2, contra Hy : 8 € €.

Si nos fijamos un nivel de significacién «a,, buscamos una regla de decisién § tal que la funcién
de potencia cumple:

w(0/0) < a, V0 € Q, y w(0/6) sea maxima V0 € ;.
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Ahora bien no es siempre posible encontrar un test § que satisfaga esta condicién. En efecto
si Q = {01,02}, un test § podra tener una potencia méxima para #; pero no necesariamente
para 6,.

Retomando el ejemplo anterior, si tomamos como una hipétesis alternativa con dos valores
H; = {0, 2}, entonces para § = 0 la regién critica més potente sera de la forma R = {X < ¢},
que, como lo vimos, no es la regién critica mas potente para § = 2.

Definicion 5.5 Si un test § mazimiza la funcién de potencia para todo valor 6 de la hipdtesis
alternativa Hy : 0 € Qq, se dice que el test 6 es uniformemente mds potente (U.M.P.); es
decir que 6* es un test U.M.P. al nivel de significacion o, st a(8) < o, y st para todo otro

test & tal que a(8) < a,, se tiene w(8/8) < w(0/6*) VO €

Observamos en el ejemplo que la razdén de las verosimilitud dado g = puy y ¢ = p1 se escribe:

nlesia) _ p 02 (% L )

fn(z/p2)

Se observa que 2™3=2{ depende de z a traves sélo de la media muestral X; ademas crece
fulz/p1)

en funcién de X si p; < po. Es decir que este cuociente es monétono con respecto a X.

Definicion 5.6 Se dice que f,(z/0) tiene una razon de verosimilitud mondtona para un

fn(2/02)

estadistico g(z) si y solo st V0q, 0, tal que 61 < 04, el cuociente 7.(2/0) depende del vector
n\L/ V1

z a traves de la funcion g(z) y el cuociente es una funcion creciente de g(z) Va.

En el ejemplo anterior f,(z/u) tiene una razén de verosimilitud mondtona en z. Veamos
otro ejemplo: una muestra aleatoria de una Bernoulli de pardmetro p.

Tomando y = Y z;, fu(2z/p) = p¥(1 — p)* Y.

; L= p1)yy( (1=p2)
Si0< < < 1: fn(@/pZ) — PZ( P1)\y P2 n
P B < UG ) = (1= ) 0= )
cuociente que depende de z a traves de y, y es una funcién creciente de y; tiene una razén

de verosimilitud monétona en Y z;.

Definicién 5.7 Un test sobre las hipétesis H, : 8 < 8, contra H, : 8 > 8,, se dice test
unilateral y un test sobre las hipotesis H, : § = 8, contra Hy : 0 # 0,, se dice test bilateral.

Vamos a mostrar que si f,(z/6) tiene una razén de verosimilitud monétona en algin es-
tadistico T, entonces existe un test U.M.P. para las hipétesis H, : § < 8, contra Hy : 8 > 6,

Teorema 5.2 Si f,(z/0) tiene una razon de verosimilitud mondtona en el estadistico T y
st ¢ es la constante tal que IP(T > ¢/0 = 6,) = a,, entonces la regla de decision que permite
rechazar la hipotesis nula si T > ¢ es un test U.M.P. para H, : 0 < 8, contra H, : 6 > 6, al
nivel de significacion a,.
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Demostracién: Sea 6; tal que 6; > 6,

a(6) = IP(rechazar H,/0 = 0,) = 7(0,/90)
B(8) = IP(aceptar H,/0 = 0,) =1 — mw(6:1/6)

Del lema de Neyman-Pearson, se deduce que entre todos los procedimientos tales que el error
de tipo I a(d) < a,, el valor de 5(d) serd minimo para el procedimiento 6* que consiste en

rechazar H, cuando % > k, k siendo elegido de tal forma que

IP(rechaza H,/0 = 0,) < a,.

Como ;A(% es una funcién creciente de T, un procedimiento, que rechaza H, cuando el
n\< o

cuociente es al menos igual a k, es equivalente al procedimiento que rechaza H, cuando T es
al menos igual a una constante c.
La constante c es elegida de tal forma que IP(rechazar H,/0 = 6,) < o,

Ahora bien esto es cierto para todo 6; > 6,. Luego este procedimiento es U. M. P. para
H,:0=20, contra H; : § > 6,

Por otro lado, la funcién de potencia es no decreciente en 6 y por lo tanto que si 7(6,/4) < o,
entonces 7(6/8) < a, VO < 0,.

Cuando f,(z/0) no tiene una razén de verosimilitud monétona, el test de razén de verosim-
itud permite resolver una gran cuantidad de problemas:

Si H,:6¢c 0O, contra Hy : § € Oy, se define

_ Supfa(z/0 € ©1)
~ Supfa(z/6 € O,)

Az)
El test de razén de verosimilitud consiste en rechazar H, si A(z) > k y no rechazar H, si
Alz) < k.

El problema es encontrar la distribucién de A(z). El siguiente teorema da una solucién.

Teorema 5.3 SI 0 es un pardmetro de dimension p y si la hipdtesis nula es de la forma
H,:HO =0 en que H € M,,,, entonces —2lnA(z) tiene una distribucion asintotica x2.

5.3.4 Tests usuales

Veamos algunos tests usuales que se basan en los resultados anteriores.

Test sobre una media con la varianza conocida

2

Sea una v.a. X ~ N(g,c?) en que la varianza o2 es conocida y igual a 362 y una muestra

aleatoria de tamafio n=9.
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Sea H, : p = 180 contra H; : g > 180 y un nivel de significacién de 0.05.

De lo anterior, se deduce que la regién critica més potente es de la forma R = {X > ¢} con
¢ determinado por:
P(X > c¢/p=180) = 0.05

Como (X ~ N (u,144), (X — 180)/12 ~ N(0, 1) bajo la hipétesis H, : u = 180.

IP(X —180)/12 > (c — 180)/12) = 0.05 — (¢ — 180)/12 = 1.65 — ¢ = 200.
La regién critica {X > 200} es U. M. P. para todo g > 180 de la hipétesis alternativa.

El error de tipo Il depende de g. Como lo muestra la tabla 5.1 y el gréafico 5.3, el error de
tipo Il aumenta cuando el valor de g es muy cercano al valor 180 de H,.

@ | 180 18 190 200 210 220 230
m(p) | 0.05 0.11 0.20 0.50 0.80 0.95 0.994
1—m(u) | 095 0.89 080 050 0.20 0.05 0.006

Tabla 5.1: Potencia y error de tipo Il para Hy : g > 180

1
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180 190 200 210 220 230 240 120 130 140 150 160 170 180

Gréfico 5.3: Funcidén de Potencia Gréfico 5.4: Funcidén de Potencia
para H; : p > 180 para H; : p < 180

Sea ahora H, : p = 180 contra H; : p < 180 con un nivel de significacién de 0.05.
La regién critica més potente es de la forma R = {X < ¢} con c determinado por:
P(X < c¢/p=180)=0.05

La regién critica {X < 160} es U. M. P. para todo p < 180 de la hipdtesis alternativa. La
funcién de potencia esta dada en la tabla 5.2 y el grafico 5.4.
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@ | 180 175 170 160 150 140 130
m(p) | 0.05 0.11 0.20 0.50 0.80 0.95 0.99
1—m(u) | 095 0.89 080 050 0.20 0.05 0.006

Tabla 5.2: Potencia y error de tipo Il para H; : g < 180

48

Sea finalemente H, : p = 180 contra H; : p # 180 con un nivel de significacién de 0.05.

No existe un test U. M. P. para este test bilateral; se propone como regién critica R = {X <
a}U{X > b} de tal forma que IP(X < a) = 0.025 y IP(X > b) = 0.025. Obtenemos a=156.5
y b=203.5, que da una funcién de potencia presentada en la tabla 5.3 y el grafico 5.5. Se
nota que la potencia es siempre inferior o igual a la potencia de la tabla 5.1 o 5.2 para todo

.

140 150 160 170 175 180 185 190 200 210

220

091 0.69 037 0.12 0.07 0.05 0.07 0.12 0.37 0.69

0.91

0.09 031 043 0.88 093 095 093 0.88 043 0.31

0.09

Tabla 5.3: Funcién de Potencia para H; : p # 180
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Il Il 1 L
140 160 180 200 220 240 260

Grafico 5.5: Funcién de Potencia para H : p # 180
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Se observara que este test se basa en el supuesto de distribucién normal de los valores mues-
trales. Cuando el tamafo de la muestra es grande, este supuesto es aceptable, pero para
muestras pequenas, es importante comprobar si lo es.

Test sobre una media con la varianza desconocida
Si retomamos el problema anterior pero suponemos que la varianza es desconocida. En este
caso se procede de manera parecida al caso anterior con la distribucién de Student de la

(X —p)

variable ~~———-.— que es una Student a n-1 g.1.

Sp/vVn—1

El problema en este caso es la dificultad que se encuentra para calcular la potencia del test
para una hipétesis alternativa.

Test sobre una varianza
Si ahora planteamos las hipdtesis:

.2 2 .2 2
H,:0" >0, contra Hy:0" <0,

en donde o2 es un escalar positivo dado.

2
A partir del estadistico %, que sigue una distribucién de x? a n-1 grados de libertad bajo

o
H,, se construye la regién critica de nivel de significacién a::

nS?
P(— >c¢)=
( o7 ) =a

Test de comparacion de dos medias

Frecuentemente uno esta interesado no en uma sola media, pero en la diferencia entre dos
medias. Por ejemplo, la diferencia de sueldos medios p; y po entre dos poblaciones €27 y Q5.
Las hipdtesis se escriben entonces:

H,: H1 — M2 = do
Hy:py — pz #do
Es mas usual tomar d, = 0 y la hipdtesis alternativa H; puede ser

Hy:pi—ps #0 0 Hy:py—p2>0

Sea la v.a. sueldo X ~ NM(p1,0%) en Q1 y X ~ N(uz,0%) en Q. Si se tiene una media
muestral X; de X obtenida sobre una muestra de tamano n; en €2; y una media muestral X,
de X obtenida sobre una muestra de tamano ns en €25, entonces

X1 — Xy ~ N (1 — pay 03 /01 + 03 /n2)

Si las varianzas o? y o2 son conocidas, entonces se obtiene una regién critica de nivel de
significacién a = 0.05 para H, : g3 — pa = 0 contra Hy : g3 — po > O:

_ZP(Xl — X2 > 1.96\/0’%/7?,1 + cr%/nZ)
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Si las varianzas son desconocidas, pero si se supone que son iguales ( ¢ = 02 = ¢?), entonces

se estima esta varianza y se usa un estadistico que sigue una distribucién t de Student. Un
estimador insesgado de o2 es:

2 2 2
S* = (nlsl + n252)/(n1 + ny, — 2)
en que S? y SZ son las varianzas empiricas sesgadas de o? y o2. Entonces
X - X,
(nlsf+n2S§ )(matn2)
n1—|—n2—2 nin2

es una Student a n; + ny — 2 grados de libertad.

t=

La regién critica se define entonces como:

n1,5’12—|—n2,5’22 ny, + no

T + g — 2 1Mo

IP(Xl—X2 >ta\/(

en donde £, es tal que
Ip(tn1+n2—2 > tot) =a

Aqui se hizo el supuesto de igualdad de las varianzas y de independencia de las dos muestras.

Test para pares de observaciones

Hay situaciones en donde las muestras no son independientes. Es el caso cuando se toman
muestras formadas de pares, es decir cuando cada observacién de una muestra es relacionada
a una observacién de la otra muestra. Por ejemplo, se considera la diferencia de edades
de las parejas en un grupo de matrimonios; una muestra esta formada de las esposas y
la otra muestra de sus maridos. La dos muestras no son independientes y son del mismo
tamaifio. Sean (X,Y) las v.a. edades de la mujer y su marido y una muestra de n matrimonios
{(z;,4:),i = 1,2,...,n}. La diferencia entre las medias empiricas X,, y ¥, es un estimador
insesgado de la diferencia poblacional u; y ps en las dos poblaciones apareadas:

B(Xn— ) = B(X ~ Y) = B(X) - B(Y) = 1 s
Pero debido a la dependencia entre X e Y la varianza de la diferencia X-Y cambia.
%y =EX -Y - —m)") = E(X - )’ + EY — 1)* = 2B(X — ) (Y — p2)

ok _y =02+ 0} - 2Cov(X,Y)

Como no se conoce en general las varianzas o, 02 y la covarianza Cov(X,Y), lo més simple

es estimar la varianza de la diferencia 0% _, considerando que los valores muestrales son las
diferencias d; = #; — y; que provienen de una sola muestra:

-2 Z(di - Jn)2

oy v =
X-Y n
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Ydi _ Y xi—yi
n n

en donde d,, =

El estimador de la varianza de la media diferencia es entonces Xn_ y
sigue una t de Student a n-1 g.1.

Test de comparacion de dos varianzas: la distribucién F

Se quiere comparar las varianzas 0? y o2 de dos poblaciones normales a partir de mues-
tras aleatorias independientes de cada poblacién. Si X7y, ..., X,, e Y1, ..., Y, son las muestras

aleatorias respectivas, 2 = 71—1 SN(X;—-X)ty 82 = 71—1 > (¥; — Y)? son las varianzas muestrales
sesgadas.

U=nS%/c?~x2_yV =mS2/c% ~ x2,_,; ademas U y V son independientes.

Vimos en el capitulo anterior que 54/(:1;_11% sigue una distribucién F de Fisher a n-1 y m-1

grados de libertad.

Consideramos entonces el estadistico

nS%/(n —1)
m83/(m — 1)

que sigue una distribucién F,,_; ,,—1 bajo la hipétesis nula H, : 01 = 05.

Se define entonces la regién critica de nivel de significacién « para H, : ¢ = o2
nS?/(n—1)
P(——" > F,) =
Cnszjim—1) 7 ) =°

en donde F, es calculado a partir de la F de Fisheran -1y m —1 g.l.

5.4 TESTS x?

Diversas situaciones pueden describirse a partir de una distribucién multinomial. Veremos
previamente dos distribuciones de vectores aleatorios, la distribucién normal multivariada, y
la distribucién multinomial con su comportamiento asintético. Después de presentar un test
para un modelo multinomial, veremos aplicaciones para hipdtesis no paramétricas.

5.4.1 La distribucién normal multivariada

Se tiene dos definiciones equivalentes para la distribucién normal multivariada.
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X
X
Sea X = . un vector aleatorio

Xp

Definicion 5.8 Sea u: IR? — IR
Se dice que X es un vector normal multivariado de orden p de vector de media p y de matriz
de varianza-covarianza T' (X ~ N,(i,T)) st y sdlo si u(X) ~ N (u(p), I'(w, v))

Es decir que si X es un vector normal, toda combinacién lineal de X es una v.a. normal.

Definicién 5.9 Se dice que X ~ N,(u,T')) si su funcion caracteristica es

1
Ux (u) = exp(iu‘y — EutI‘u) Vu € IR?

Propiedades:

e Tomando como vector u los vectores candnicos, se obtiene las leyes marginales de X,
que son normales; pero la reciproca es falsa: un vector formado de variables normales
no es necesariamente un vector normal.

e Sea Y una matriz (pxq).

X ~Np(p, T') =Y = AX ~ N (Ap, AT A?)
e Las v.a. X; son independientes <= I' es diagonal

e [' es semidefinida positiva
En efecto I'(u, u) = u'T'u es la varianza de la v.a. u(X) = v*X.

e Si I es de rango r, existe A una matriz (pxr) tal que I' = AA*. Entonces:
X~ Np(p, V)<= X =p+AY Y ~ N (0,1,)

es decir que las componentes del vector Y son centradas, normalizadas y independientes
entre si.

e Si I es invertible, A es invertible tambiéne ¥ = A~}(X — p).

Este ultimo resultado permite calcular la densidad del vector X. En efecto se puede calcular

la densidad del vector Y ~ N, (0, I,):

$v) = TLA0G) = ()P ean(— Y ¥2) = (120 eap(~ ¥ YY)
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ComoYY?! = (A(X — p)tA* (X — ) = (X — p)'T~1(X — ), el Jacobiano de la transformacién
es [T|71/2, luego la densidad de X es:

|F|_1/2

h(X) = (S

1
Pl2eap(—1 (X - T H(X — )
Proposicién 5.1 5i X ~ N (u,T) con T de rango 7, entonces || X — p ||2_,~ x2.

Demostracién: Acordamos que si Y ~ N(0,1,.), || Y ||2= X Y2 ~ x2. Como I' = AA?, existe
Y tal que X = p+ AY, con Y ~ N(0,1.). Pero se puede escribir Y = (A*A)"1AY(X — p),
luego:

IV IL,=YY" = X - p [P~ x;

5.4.2 La distribucién multinomial

Es una generalizacién de la distribucién binomial. En vez de tener dos alternativas en cada
experimento, se tienen k alternativas (k > 2). Por ejemplo, hay seis resultados posibles
cuando se tira un dado. Si el ”1” tiene probabilidad p;, el ”2” tiene probabilidad p,,...,el ”6”
tiene probabilidad pg, y si hacemos n lanzamientos independientes, los nimeros M; de ”1”,
M, de”2”,..., Mg de ”6” constituyen un vector aleatorio M con una distribucién multinonimal
de parametros n, p1, p2, ..., pg. Se observa que Y M; = n.

15,71 .2 me
P(M =m) = P(M; = my, ..., Mg = mg) = —21 P2_~Pe_
m1!m2!...m6!

n

Calculamos la esperanza y la varianza de M. Si p = P2

, entonces E(M) = np.

DPs
Sea el resultado J; del lanzamiento i: J; = ey, el h-esimo vector canonico si el resultado es h.
Entonces M — > J;, E(J;) =py

P1 0 . 0
¢ ¢ 0 po . O )
E(JJf) =Y henet IP(J; = ep) = S = Diag(p)
0 0 . Pe

Var(J;) = E(J,J}) — E(J,)[E(J;)]* = Diag(p) — pp* = 3(p)
Luego Var(M) = nX(p)
Por el Teorema del Limite Central, se tiene:

M —np
Vn

limg, oo IP( <ez)=®(2),
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en donde ® es la funcidén de distribucién normal multivariada centrada de matriz de covarianza
%(p)-

Ejercicio: Muestre que si el vector multinomial es de dimensién k, entonces el rango de la
matriz Y(p) es igual a k-1 (Se podra mostrar que el nucleo de ¥(p) es de dimensién 1).

Proposicién 5.2 Si M es un vector de distribucion multinomial (n,p1, ..., pr), entonces

. )2
Q=Y W tiene una distribucion asintdtica de x%_;.
K

La demostracion se basa en el resultado del ejercicio.

5.4.3 Test de ajuste para un modelo multinomial

Sea un dado que se tira n=102 veces. Se obtiene entonces la distribucién empirica (tabla

5.4):

M; |1 2 3 4 5 6 | Total
fi |12 11 22 20 16 21| 102

Tabla 5.4

i Podemos concluir si el dado esta cargado?
Sea la hipétesis nula H, : p; = % Vi

Entonces calculamos el estadistico Q para construir la regién critica (tabla 5.5).

i M; | np; | M; —np; | (M; — np;)?/np;

1 12 17 -5 1.471

2 11 17 -6 2.118

3 22 17 5 1.471

4 20 17 3 0.529

5 16 17 -1 0.059

6 21 17 4 0.941
Total | 102 | 102 0 6.589

Tabla 5.5

Se obtiene Q=6.589, y IP(xZ > 6.589) > 5%, por lo cual no se rechaza H,. Las diferencias
no son suficientemente significativas para concluir que el dado esta cargado.
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5.4.4 Test de ajuste para una distribucién discreta

Se considera el niimero de accidentes X observados cada fin de semana en una carretera (tabla
5.6). Se quiere probar la hipétesis que X sigue una distribucién de Poisson de pardmetro A
a partir de datos obtenidos sobre un ano. En un primer tiempo supondremos A conocido e
igual a 1.5. Se tiene entonces H, : X ~ P(1.5).

N°accidentes |0 1 2 3 4 5 6 | Total
N° semanas 17 16 10 5 2 1 1|52
Tabla 5.6
Bajo H,, los nimeros de semanas M, con 0 accidente, M; con 1 accidente, ..., Mg con 6 o

mas accidentes sigue una distribucién multinomial de pardmetros n=52, y p, = IP(X = 0),
P1 :_ZP(X:]_), ,peZ_ZP(XZ 6),

Calculamos los p; = IP(X = 1), con X ~ P(1.5).

i M; P M; — np; | (M; — np;)*/np;

0 17 | 0.2231 5.3988 2.5124

1 16 | 0.3347 0.5956 0.0204

2 10 | 0.2510 | -3.0520 0.7137

3 5 0.1255 | -1.5260 0.3568

4 2 0.0471 -0.4492 0.0824

5 1 0.0141 0.2668 0.0971

6 1 0.0045 0.7660 3.2735
Total | 52 | 1.0000 0 7.0563

Tabla 5.7

Se obtiene Q=7.0563 (tabla 5.7), y IP(x% > 7.0563) > 5%, por lo cual no se rechaza H,.

Ahora si se supone que no se conoce el parametro A, se puede estimar por A= X, =
> iM;/52 = 72/52 = 1.385 y proceder como antes. Pero ahora el estadistico Q pierde un
grado de libertad debido a la estimacién.

Con el pardmetro A, Q=5.62 y IP(x2 > 5.62) > 5%.

5.4.5 Test de ajuste para una distribucién continua

Si queremos construir un test x? para una hipétesis sobre una distribucién continua como
H, : X ~ N(1,0.25), hay que transformar la variable en una variable discreta. Se divide el
rango de X en k intervalos disjuntos Iy, I, ...,I y se cuenta los nimeros de observaciones de
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la muestra M; que caen en el intervalo I;. El vector M de los efectivos de los intervalos sigue
una distribucién multinomial de parametros de probabilidad determinados por la hipdtesis
nula.

Sea por ejemplo, las temperaturas medias X del mes de septiembre en Urbe durante 60 afios
(tabla 5.8). Se quiere probar la hipétesis nula H, : X ~ normal.

Hay diferentes maneras de definir la particién de intervalos de IR. Una vez fijado el nimero
de intervalos, se pueden elegir del mismo largo o de la misma probabilidad. Tomaremos aqui
10 intervalos equiprobables.

Para calcular las probabilidades, hay que estimar previamente los pardmetros y y o? de la
normal:

p=X,=15.76 &*=S5%=13.82

Luego los intervalos I; se obtienen de tal forma que (tabla 5.9):
P(X €1;)=0.10 Vj
en donde X ~ N(15.76,13.82).

Se obtiene Q=9.35. El estadistico x? tiene aqui 7 g.I. (Se estimaron dos pardmetros). Como
IP(x2 > 9.35) > 5%, no se rechaza la hipétesis de normalidad.

52 65 75 82 10.1 105 11.6 12.0 12.0 12.8 13.5 13.8
13.9 14.0 14.0 142 143 145 147 14.8 150 15.0 152 15.2
153 154 156 158 158 159 16.0 16.1 16.2 164 16.4 16.5
16.6 16.8 169 17v.0 1v.0 17v.1 1v.1 17v.1 174 176 179 18.2
185 18.8 189 194 19.8 203 209 214 219 225 228 239

Tabla 5.8: Temperaturas medias

I; M; | np; | M; — np; | (M; — np;)*/np;
[—00,10.96] | 6 | 6 0 0.00
110.96,12.64] | 3 | 6 3 1.50
112.64,13.83] | 3 | 6 3 1.50
]13.83,14.83] | 8 6 2 0.67
114.83,15.76] | 7 6 1 0.17
115.76,16.69] | 10 6 4 2.67
116.69,17.69] | 9 6 3 1.50
117.69,18.88] | 4 6 -2 0.67
]18.88,20.56] | 4 6 -2 0.67
120.56,400] | 6 | 6 0 0.00

Total 60 | 60 0 9.35

Tabla 5.9
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5.4.6 Test de independencia en una tabla de contingencia

Cuando dos v.a. discretas con valores en A y B respectivamente son independientes, se tiene:
P(X=ieY=j)=P(X=0¢PY =j) VY(j)c AxB
Si A y B son conjuntos finitos (card(A)=p, card(B)=q), las frecuencias M;; de observaciones

obtenidas en una muestra bivariada de tamafno n siguen una distribucién multinomial de
pardmetro n, p en donde p es el conjunto de las probabilidades p;; = IP(X =i e Y = j).

Bajo la hipétesis de independencia de X e Y, se puede estimar estos pardmetros p;; a partir
de las frecuencias marginales de X e Y:

]Sij — ﬁiOISOj
con pie = 3; Mij/ny pe; = 3o; Mi;/n.

Lo que permite usar el estadistico

Q=% (M;; — npiepe;)?
ij

nﬁioﬁoj
que sigue una distribucién asintética x? a (p-1)(q-1) g.L.

Sea un conjunto de consumidores que dan su apreciacién sobre una margarina. Se quiere
estudiar si existe una relacién entre la opinién de los consumidores y su nivel socio-econémico

(NSE).

Se considera la tabla de contingencia obtenida a partir de une encuesta de estudio de mercado
sobre 1600 consumidores (tabla 5.10), que presenta las frecuencias M;; para cada NSE i y
apreciacién j.

NSE APRECIACION TOTAL
MALA | REGULAR | BUENA
A 140 100 45 285
B 50 225 350 625
C 15 175 500 690
TOTAL | 205 500 895 1600

Tabla 5.10: Tabla de contingencia

Las probabilidades p;; se estiman usando las frecuencias marginales de la tabla; por ejemplo,
para el NSE A con la apreciacién MALA se obtiene p;; = 285 x 205/1600 = 0.0228 y
nﬁll = 36.51.

Se obtiene el valor Q=521.46. Como IP(xas > 521.46) < 5%, se rechaza la hipétesis de
independencia entre el NSE y la apreciacién.
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Nota: Se puede usar el mismo test para probar la independencia de dos variables continuas
transformandolas en variables discretas.

5.5 EJERCICOS

1. El cocinero del casino preparé la masa para hacer 500 empanadas. Ese mismo dia, en un
grupo de 20 alumnos que almorzaron juntos, alguien propuso contar la cantidad de pasas que
cada uno encontrase en su empanada, encontrandose la siguiente distribucion:

N° de pasas | N° de empanadas
0 1
1 3
2 4
3 5
4 4
5 2
8 1

a) Suponiendo que la distribucién de la cantidad de pasa X en una empanada sigue una ley
de Poisson, estime el parametro A de esta ley.

b) Justifique la hipétesis: ” Hg: La distribucion de la cantidad de pasas en una empanada
sigue una ley de Poisson” de las dos formas siguientes:

(i) A priori: Buscando la probabilidad de que una empanada tenga exactamente # pasas.
(ii) A posteriori: comparando los resultados esperados bajo la hipétesis con aquellos obser-
vados en la muestra.

¢) Se decide que las empanadas son aceptables si en promedio cada empanada tiene 3.5 pasas;
el cocinero afirma que esta se la cantidad de pasas por empanadas. Los alumnos, en cambio,
objetan que las empanadas tienen en promedio sélo 2.5 pasas.

i Qué significa la eleccién de los test de hipdtesis siguientes:

Ho: A=35vs. H: A =25 Hi: A=25vs H: A=357

d) Dar la regién critica al test Hqg vs. H; al nivel de significacién o = 0.05. Dar la potencia
de este test y concluir si las empanadas son aceptables.

e) Misma pregunta tomando H} vs Hj.

f) Comparar las dos decisiones anteriores.

2. Se tienen los pesos de diez parejas antes y después de 6 meses de matrimonio:
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antes | 72| 69 |81 | 71 88 |78 |68 |76 | 8 | 95
Hombres | despues | 77 | 68.5 | 85 | 74.5 | 90.5 | 76 | 71 | 756 | 87.5 | 101

antes | 52 | b6 | 61 | 49 b7 | 63 |66 | b9 | 67 | 51
Mujeres | después | 564 | 55 | b8 | b0 b |61 | 64| 56 | 70 50

i, Cudl es la influencia del matrimonio sobre el peso de los hombres y de las mujeres?

3. Se quiere probar si hay una diferencia de ingreso entre hombres y mujeres médicos. Se
hizo una encuesta a n = 200 médicos seleccionados al azar e independientemente. Se obtuvo
la siguiente informacién:

Ingresos bajos | Ingresos altos | Total
Hombres 20 100 120
Mujeres 70 10 80
Total 90 110 200

a) Sean p; y p2 las proporciones poblacionales de médicos hombres y mujeres; y sean p| y p5
las proporciones poblacionales de médicos con ingresos bajos y altos. Realice los tests

Ho :pl =py vs. Hi:p| # D2 Hy . py = py vs. Hi:p1 # ph.

b) Estudie la independencia entre sexo e ingreso.

4. Supéngase que X1, ..., X,, constituyen una m.a.s. de una v.a. X con distribucién uniforme
sobre [0, 8] y que se han de contrastar las siguientes hipétesis:

Hy:0>2vs. Hi:0 <2.
Sea Y,, = maz{Xy,...,X,,} vy considérese un procedimiento de contraste tal que la regién

critica contenga todos los resultados tq. Y,, < 1.5.

a) Determinese la funcién de potencia del contraste.
b) Determinese el tamaiio del test.

5. Supdngase que se desconoce la proporcién p de articulos defectuosos en una poblacién de
articulos y se desea probar las hipétesis

Hy:p=0.2vs H; : p#0.2.

Supdngase ademas que se selecciona una m.a.s. de tamano 20. Sea Y el nimero de articulos
defectuosos en la muestra y considérese un procedimiento para resolver el test tal que la
regién critica estd dada por Y > 7o0Y < 1.
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a) Determinese el funcién de la potencia 7 (p) en los puntos p = 0, 0.1, 0.2,0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9

y 1.
b) Determine el tamaifio del test.

6. Sea X, ...., X,, una m.a.s. de una distribucién normal de media g desconocida y varianza

1. Sea po un real dado. Se tienen las hipétesis

Hy:p=povs. Hy:p# po.

Supongamos que el tamano de la muestra es 25, y considérese que el procedimiento para no
rechazar Hy estd dado por |X,, — po| < ¢. Determinese el valor de ¢ para que el tamaiio del
test sea 0.05.

7. Sea X4y, ..., X,, una m.a.s. de una distribucién de media # desconocida y varianza 1, y sean
las hip6tesis

Hy:0=3.5vs. H :6=5.0.
a) Entre los procedimientos para resolver el test anterior tal que §(4) < 0.05, describase un
procedimiento para el que a(d) sea un minimo.

b) Para n = 4, encuéntrese el valor minimo descrito en a).

8. Supdngase que se selecciona una observacién X de una U (0, 8), donde 6 es desconocido y
se plantean las siguientes hipétesis:

Hy:0=1vs H{:0=2.

a) Demostrar que existe un procedimiento para resolver el test para el cual a(é) = 0y

B(d) < 1.
b) Entre todas las soluciones del test para las cuales o(d) = 0, héllese una para el cual ()
sea minimo.

9. Sea X1, ..., X,, una m.a.s. de una Poisson()), con A desconocido. Sean Ag y A; dados, con
A1 > Ao > 0. Se tienen las siguientes hipdtesis:

Hol}\:)\()VS. Hll}\:)\l.

Demuéstrese que el valor de a(d) + 8(4) se minimiza por un procedimiento que rechaza Hy
cuando X,, > ¢ y encuéntrese el valor de c.

10. Sea X1, ..., X,, una m.a.s. de una distribucién con parametro 6 cuyo valor es desconocido.
Supdngase ademas que se desea constrastar las siguientes hipdtesis:

Hy:0<860gvs Hy:0> 0.
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Supdéngase ademds, que el procedimiento que se va a utilizar ignora los valores observados
en la muestra y, en vez de ello, depende unicamente de una aleatorizacién auxiliar en la que
se lanza una moneda desequilibrada de forma que se obtendrd cara con probabilidad 0.05 y
sello con probabilidad 0.95. Si se obtiene una cara, entonces se rechaza Hy, y si se obtiene
sello, no se rechaza Hy. Describase la funcién de potencia de este procedimiento.

11. Sea X1, ..., X,, una m.a.s. de una distribucién con parametro # desconocido y una funcién
de densidad conjunta f,(z/6) que tiene cociente de verosimilitud monétona en el estadistico
T = r(X). Sea 6y un valor especifico de § y supéngase que se quieren constrastar las hipétesis

Hy:0>0pvs Hi:0 < 6.
Sea ¢ una constante tal que P(T < ¢/§ = 6y) = op. Demostrar que el procedimiento que

rechaza Hy si T < ¢ es UMP al nivel ag.

12. Sea X3, ..., X,, una m.a.s. de una Poisson(A) con A desconocido. Supéngase que se quiere
constrastar las hipétesis

Hy:A>1vs Hi: A<1.
Supdéngase ademads que el tamafio de la muestra es n = 20. jPara qué niveles de significacion

g, con 0 < ap < 0.03 existen tests UMP?

13. Consideremos una observacién X de una distribucién de Cauchy con un pardmetro de
localizacién desconocido 8, esto es, una distribucién cuya funcién de densidad estda dada por:

f(z/0) = (V)

[l + (2 - 6)?]

Se desean constrastar las hipétesis
Hy:0=0vs H;: 6> 0.

Demuestre que no existe un test UMP de estas hipdtesis a ningtn nivel de significacién ay.
14. Sea X1,..., X,, una m.a.s. de una distribucién N (g,1). Supdéngase que se desean con-
trastar las hipétesis

Hy:p<0vs Hy:p>0.
Se denota §* el test UMP con nivel de significacién ap = 0.025 y m(p/6*) la funcién de
potencia de §*.

15. Sea Xji, ..., X,, una m.a. de una distribucién U(0, ) con 6 desconocido. Supongamos que
queremos contrastar las hipétesis
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Hy:0=3vs H :0+#3.

Considere que Hy se rechaza si c; < maz{Xy,..., Xn} < ¢1 y sea7(6/9) la funcién de potencia
de 4. Determine los valores de ¢;, ¢z para que m(3/6) = 0.05 y § sea insesgado.



1 ASOCIACION ENTRE DOS VARIABLES

1.1 Introduccién

Una asociacion entre variables expresa el grado de influencia que puede tener
una variable sobre otra. Los indices que se pueden definir dependen del tipo
de relacion que se estudia y de la naturaleza de las variables consideradas.
Se presenta en primer lugar indices descriptivos de asociacién y en seguida
se hace inferencia sobre estos coeficientes.

1.2 Variables cuantitativas

Si se consideran dos variables X e Y cuantitativas, que toman valores sobre un
conjunto I de individuos, una simple representacién grafica en IR* permitira
detectar la existencia y la forma de una eventual relacion entre las dos vari-
ables. Una inspeccién del grafico es necesaria para asegurarse de interpretar
correctamente el coeficiente de correlacion lineal, el indice de asociacion mas
usual.

Sea {(x,y:)/i=1,...n} el conjunto de realizaciones del par (X,Y) de variables
sobre una muestra [ de tamano n. Se denotan = = %sz yy = %Zyi a
las medias empiricas respectivas de x=(x1, xq,...7,) e de y,:(yl,yg, wln)y ¥
s2=213(ax;—x)y sy = L5 (y; — y)* a las varianzas empiricas respectivas

deXeY.

Definicién 1.1 Se llama covarianza empirica entre X e Y a:

cov(z,y) = %Z(SL‘Z —z)(yi — )

Como la covarianza es sensible a los cambios de escala de las dos ariables,
se elimina este efecto con el coeficiente de correlacion lineal, que toma en
cuenta de las varianzas s2 de X y s7 de Y.

Definicién 1.2 Se llama correlacion lineal entre X e Y a: ry, = w
xSy

_ > pilzi — T)(yi — y)
\/Zpi(l'i — 5?)2\/2}%(% —)?

x7y



Este coeficiente toma como valores extremos +1 y -1; da el grado de relacion
de tipo lineal que existe entre X e Y.

ryy = —1 relacion estrictamente lineal de pendiente negativa
—1 <r;, <0 tendancia lineal negativa

Typy =0 ausencia de tendencia lineal

0<ryy, <+1 tendancia lineal positiva

ryy = +1 relacion estrictamente lineal de pendiente positiva

La tendencia lineal aumenta cuando r, , tiende a +1 (ver graficos 6.1). Pero
cuando r,, # £1, hay muchos casos muy diferentes que pueden producir
el mismo valor del coeficiente r,,. De aqui la importancia de tener mu-
cho cuidado en la interpretacién de un coeficiente de correlacién. Un dato
aberrante, una mezcla de poblaciones, una relacion no lineal pueden cambiar
totalmente el valor del coeficiente (ver graficos 6.2).

Cuando se estudia mas de dos variables, se puede presentar los coeficientes
de correlacion en una matriz cuyo termino general r;; es el coeficiente de
correlacon relativo a las variables ¢ v 5. La matriz de correlaciones asociadas
a la tabla 6.1, en la cual se tiene 6 variables observadas sobre 20 paises, esta
dada en la tabla 6.2. Por ejemplo, el coeficiente de correlacion entre la tasa
de natalidad y la fecundidad es igual a 0.972.



PAIS % POB. /ASA /ASA MOR ESPERAN FECUN MORTALIDAD
URBANA NATALIDAD /ALIDAD ZA VIDA  DIDAD INFANTIL
ARGENTINA 86.2 20.3 8.6 71.0 2.8 28.8
BOLIVIA 51.4 34.4 9.3 94.5 4.6 84.8
BRASIL 76.9 26.1 7.5 65.6 3.2 56.4
COLOMBIA 70.3 25.8 5.9 68.8 2.9 37.0
COSTA RICA 53.6 26.3 3.7 74.9 3.1 13.7
CUBA 74.9 17.4 6.7 75.4 1.9 14.2
CHILE 85.6 22.5 6.4 71.8 2.7 16.9
ECUADOR 56.9 30.9 6.9 66.0 3.9 57.4
EL ¢cALVADOR 44 .4 33.5 7.1 64.4 4.0 45.6
GUATEMALA 42.0 38.7 7.6 63.4 5.4 48.5
HAITI 30.3 35.3 11.9 95.7 4.8 86.2
HONDURAS 43.6 37.1 7.2 64.9 4.9 99.7
MEXICO 72.6 27.9 5.4 69.7 3.2 35.2
NICARAGUA 99.8 40.5 6.9 64.8 5.0 53.1
PANAMA 54.8 24.9 5.2 72.4 2.9 20.8
PARAGUAY 47.5 33.0 6.4 67.1 4.3 47.0
PERU 70.2 29.0 7.6 63.0 3.6 75.8
R. DOMINICANA 60.4 28.3 6.2 66.7 3.3 56.5
URUGUAY 85.5 17.1 10.3 72.2 2.3 20.0
VENEZUELA 90.5 28.3 5.4 70.0 3.5 33.2

TABLA 6.1: INDICADORES DEMOGRAFICOS PARA 20 PAISES
LATINOAMERICANOS
Fuente: PNUD 1992




[
¥ .
r=+1
r=-1
a
-
[ ]
& -
"
- .
L »
" »
. »
. .
L] = _
X X
': r=02 r=03 =08
E st
- - H at .
»
"ot . " *
. d . . " -
"
- [ -y . - . ! .
’ | 1 2 - » L » =.
.‘ - * » Y, " P
. . -
X X "

GRAFICOS 6.1 PARA INTERPRETAR UN COEFICIENTE DE
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VARIABLES 12 13 14 15 16 17
12 % POB. URBANA 1.0 -.739 -179 B88  -.735 -.532
13 TASA .NATALIDAD |-739 1.0 .101 -.723 972 .682
14 TASA MORTALIDAD | -.179 .101 1.0 -.609 .262 .533
15 ESPERANZA VIDA D88 -.723 -.609 1.0 -.769 -.951
16 FECUNDIDAD -.735 972 262 -.769 1.0  .709
17 MORTAL. INFANTIL | -.532 .682 .5b33 -951 .709 1.0
TABLA 6.2: Matriz de correlaciones asociada a la tabla 6.1

Si se quiere estudiar otro tipo de relacion, se tiene dos alternativas:

e Dada una funcién f sobre X, calcular el coeficiente de correlacion entre
f(X) e y. Este método es factible cuando se sospecha de la funcién f.

e Usar otros indices, como se vera mas adelante.

1.3 Una variable cuantitativa y una variable nominal

Cuando una de las dos variables es nominal u ordinal, no se puede calcular el
coeficiente de correlacion lineal, salvo si se codifica tal variable, atribuyendo
un valor numérico a cada una de las modalidades de la variable nominal. El
problema esta entonces en la eleccion de una codificacién.

1.3.1 Codificacién de la variable nominal

Una forma natural de codificar una variable nominal X para medir su ligazén
con una variable cuantitativa Y consiste en buscar la codificacién de las
modalidades de X que produce la mayor correlacién lineal con la variable Y.

Si X tiene p modalidades, se le puede asociar p variables indicadores { X!, X2, ...

tales que

1 si el individuo k toma la modalidad j de X

v -{

s1no

P

Se observa que > X7(k) = 1  (Vk). Entonces si a; es la codificacién de
=1

la modalidad j (j=1,...,p), entonces la variable cuantitativa £ asociada a esta

codificacion se puede escribir:

, X}



§(k) =3 a; X (k)

Dada {(z;,y;)/i=1,...,n} una muestra de (X,Y), se define entonces la codifi-
cacion {a;/j=1,...p} que maximiza

COT(y,ZCL]‘J}j)
J

Numéricamente el méaximo se puede obtener con la razon de correlacion,
comparando varianzas.

Para una variable ordinal, es natural de imponer ademas que las codifica-
ciones a; siguen el mismo orden que las modalidades; en este caso hay que
tomar en cuenta esta restriccion en la maximizacion.

1.3.2 Razén de correlacién

Se puede distinguir los valores de la variable Y segin la modalidad que toman
las observaciones sobre la variable nominal X. 5i n; observaciones toman la
modalidad j de X, se puede escribir yy;,...,y,;; estas n; observaciones de Y.
Siy es la media empirica de la variable Y sobre el total de las n observaciones,
la varianza empirica de todas estas observaciones es igual a:

1 e _
S= Yl 9

7 k=1

Como se puede distinguir las observaciones segin la modalidad que toman
sobre la variable X, se puede calcular medias y varianzas en los p grupos
inducidos por las modalidades de X.

Si y; es la media de la variable Y sobre las observaciones que toman la misma
modalidad j, la varianza de las observaciones de este grupo es igual a:

1 &
2 _ N2
wi=—> (y;, - ¥;)
n] k=1
Podemos comparar la varianza total 312/ con el promedio de las varianzas de
los p grupos.



=3 —v) +Z—w

J

3

La media ponderada por los efectivos relativos l de las medias y; es igual

a la media total y ( 3 %gjj =y ). Luego la cantldad > (y] —y)? es la
varianza ponderada de las medias ;.

Sean b* = Y, ] (y; — y)? la varianza entre los grupos, y w* = >, %wz la
varianza promedlo dentro de los grupos. La varianza total se descompone

entonces en:
312/ = b 4+ w?

Si w? es nula, todas las varianzas w?
) j

son nulas y todas las observaciones en
un mismo grupo j toman el mismo valor sobre la variable Y, que es igual a
la media y; del grupo, y en consecuencias se podra obtener el valor de un
observacion sobre la variable Y conociendo su modalidad sobre X. Se detecto
en este caso una relacion funcional de X hacia Y.

Al contrario si la varianza entre los grupos 6% es nula, entonces todas las me-
dias y; son iguales a y: no se podra decir nada sobre el valor de Y conociendo
la modalidad de X. No se detecto ninguna relacion funcional de X hacia Y.

El indice siguiente permite de medir el grado de asociacion de tipo funcional

de X hacia Y:

b2
ny/x - _2
Sy
Este coeficiente toma valores entre 0 y 1:
775/1, =1 relacion funcional estricta

0< 775/1, <1 tendancia funcional
775/1, =0 ausencia de tendencia funcional

La tendencia funcional aumenta con 775/1,.
Se tiene finalmente el resultado propuesto en el parrafo anterior, que permite
dar otra interpretacién de la razon de correlacion.

Proposicién 1.1 El mdzimo de la cor®(y,Y; a;z?) es igual a 775/1,.



1.3.3 Relacidén funcional entre dos variables cuantitativas

Cuando un coeficiente de correlacién lineal entre X e Y es bajo, no significa
que las variables X e Y no estan ligadas; puede existir otro tipo de relacion
entre X e Y. Ahora bien, por codificacion se puede transformar una vari-
able nominal u ordinal en una variable cuantitativa, inversamente, se puede
transformar una variable cuantitativa en una variable ordinal particionando
el rango de los valores de la variable en p intervalos.

Si se transforma X en variable nominal, se puede calcular la razén de cor-
relacion 775/1,, que permitira detectar la existencia de una relacion funcional de
X sobre Y. El valor del coeficiente dependera de la transformacion (nimero
de modalidades construidas). Se observa que ahora se tiene un coeficiente que
no es simetrico en las variables como lo es el coeficiente de correlacion lineal.
Por lo cual obtendremos resultados distintos segin la variable que transfor-
mamos, salvo si existe una relacion biyectiva entre las dos variables. Ademas,
la razon de correlaciéon es mas general que el coeficiente de correlacion lineal,
y se tiene que cor?(x,y) < 775/1,.

Se ilustra en el ejercicio al final del capitulo como estas tranformaciones
influyen sobre los coeficientes de asociacién.

1.4 Variables nominales

Para estudiar la relacion entre dos variables nominales, se puede proceder
como en el parrafo anterior: a partir de codificaciones de ambas variables o
construyendo un indice.

1.4.1 Codificacién de las dos variables nominales

Sean a;, i=1,...,p las codificaciones de las modalidades de X y X*, i=1,...,p las
variables indicadoras de X; sean b;, 1=1,...,q las codificaciones de las modali-
dades Y e Y7, i=1,...,q las indicadoras de Y.
Se busca codificaciones respectivas de X e Y tales que el coeficiente de cor-
relacion lineal empirico de las codificaciones

cor(_aia', 3 S biy)
i j

sea MAaximo.



Esta correlacion se usa en analisis factorial de correspondancias y esta rela-
cionada al x? de contingencia.

1.4.2 y* de contingencia

Los datos obtenidos sobre las dos variables nominales pueden resumirse en
una tabla de contingencia sin perder informacion, salvo la identificacién de
las observaciones.

En la eleccién de consejales de 1991, se puede asociar a cada votante la
lista votada y la region. Se puede resumir los resultados en una tabla de
frecuencias (Tabla 6.3), que es la inica informacién que se conoce realmente
en este caso (por el anonimato de la eleccién).

PARTIDO I II 111 v A% METR. VI
D.C. 30142 63020 16793 58345 226333 759639 90521
RADICAL 19268 19265 9282 14336 39941 59767 21249
AH. VERDE 2186 0 0 0 1680 43284 784
SOCIALDEMO 596 0 225 562 2817 6351 0
INDEP 346 73 55 86 1608 16493 2383
PPD 5165 11800 7390 21429 56405 295474 30714
SOCIALISTA 3405 15341 18339 28041 33282 177570 35779
INDEP 385 0 0 0 0 0 122
COMUNISTA 36648 13951 11588 21614 51135 171715 19312
LIBERAL 0 248 378 0 512 0 328
R.N. 12236 12424 16795 54648 96224 311801 54439
NACIONAL 0 0 0 0 422 2325 0
INDEP 3971 11669 4202 9385 40126 88614 877
U.D.L 8631 17464 8474 14495 71573 314984 33869
INDEP 587 980 47 0 6905 32008 6340
U.C.C. 6460 15428 5623 10671 73163 181913 26395
INDEP 105 5582 6007 1337 12263 37898 12797
IND IQUIQUE 24757 0 0 0 0 0 0
TOTAL 153888 187245 105198 234979 714389 24999836 342909
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PARTIDO VII VIII IX X XI XII | TOTAL
D.C. 114070 223287 118841 121815 11555 13827 | 1848188
RADICAL 23416 61962 14420 26815 1602 2209 | 313562
AH. VERDE 0 2931 1069 585 0 0 52519
SOCIALDEMO 7076 1110 6761 1291 0 0 26789
INDEP 1211 2631 1942 3572 45 27 30472
PPD 27759 64167 25498 29682 1250 8739 | 585472
SOCIALISTA 38338 94626 18987 51485 3715 20786 | 539694
INDEP 0 0 0 0 0 0 507
COMUNISTA 18379 50121 9824 13202 2342 2546 | 421377
LIBERAL 0 0 13842 0 241 0 15549
R.N. 60524 87849 56951 77702 8760 5807 | 856160
NACIONAL 0 1467 0 0 0 0 4214
INDEP 13644 29665 45384 23587 277 723 | 279124
U.D.L 45905 75230 18194 32183 2065 8273 | 651340
INDEP 4794 16420 2358 3385 1598 731 76153
U.C.C. 47112 72049 21566 50650 1478 4237 | 516745
INDEP 13977 26376 9356 9066 119 1443 | 136326
IND IQUIQUE 0 0 0 0 0 0 24757
TOTAL 416205 809891 364993 445020 35047 69348 | 6378948

TABLA 6.3: Resultados de la eleccién de consejales de 1991

Sean diversos ejemplos de tablas de contingencia (Tablas 6.4 a 6.7) sobre dos
variables X (en fila) e Y (en columna). Se observa en la tabla 6.4, que las
columnas 1 y 2 son proporcionales, lo que significa que reparten sus totales
en las mismas proporciones entre las modalidades A; y A,. Las modalidades
By y B; tienen los mismos perfiles. Al observar esta tabla no se ve muchas
relaciones entre las dos variables; conociendo una modalidad de una variable,
no se puede decir nada sobre la otra variable. No es el caso de la tabla 6.5.
En efecto, si una observacion toma la modalidad By, tomara la modalidad
Ay de X; dada Aq, entonces se tendra la modalidad Bs de Y, pero dada A,
se tendra By o B;. Se tiene entonces una relacion funcional de Y hacia X, y
existe una relacién de X hacia Y, pero no de tipo funcional.

En el caso de la tabla 6.7 existe una relacion funcional, pero no hay ninguna

en la tabla 6.6.
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B1 B2 B3 Bl B2 B3
Ay |50 | 100 | 10 | 160 A0 [0 |50 |50
Az | 100 | 200 | 50 | 350 Ay |10 [ 12 |0 |22

150 200 60 10 12 50
TABLA 6.4 TABLA 6.5
B1 B2 B3 Bl B2 B3

Ay |20 |10 |7 |37 A0 |20 10 |20
A |40 |20 |14 | 74 A {30 {0 |0 |30
As |80 |40 | 28 | 148 Az |0 |0 |25 |25
140 70 49 30 20 25
TABLA 6.6 TABLA 6.7

Si denotamos n;;, (i=1,..,p, j=1,...,q) los elementos de una tabla de contin-
gencia, se tiene los margenes-filas: ny, = 3°;ny, i=1,...,p, y los margenes-
columnas ne; = Y_; 74, j=1,...q. Se define los perfiles condicionales:

o Los perfiles condicionales-filas:
1@
e Los perfiles condicionales-colunmnas: na
o

La variable Y no influye sobre la variable X si y solo si los perfiles condicionales-
columnas son todos iguales:
41 2 Niq Tie

= =..= = — para todo i=1,...,p
Te1 Te2 Ny n

De la misma manera la variable X no influye sobre la variable Y si y solo si
los perfiles condicionales-filas son todos iguales:
My _ My Npj _ Nej

=——=..= = — para todo j=1,...,q
Nie Noe Npe n

Luego las dos variables X e Y seran independientes si y solo si se cumplen a la
vez las dos condiciones anteriores. Se puede demostrar que son equivalentes
a:

Nie X Nej

nij = ———— para todo (i,j)

12



Considerando las diferencias n;; — —*—5—"%, se puede evaluar cuin lejos esta

la relacion entre X e Y de la independencia. Se puede construir un indice

que traduce estas diferencias, tomando en cuenta la importancia de cada
Mo X Tej

, . 2
D Es el indice y* de

una, ponderando por la magnitud de n;; o
contingencia:

Mo X Nej )2

Xz B Z (nij - )
— Nie X Nej
17 n

Este indice es nulo cuando X e Y son independientes y crece al alejarse de la
independencia hasta un valor maximo igual a n x Min{p-1,q-1} cuando hay
una relacién estricta entre una variable con respecto a la otra.

1.4.3 Relacién entre dos variables cuantitativas

Si transformamos las dos variables cuantitativas en variables nominales po-
dremos usar el y? de contingencia que nos permite detectar una relacién de
cualquier tipo, no solamente lineal o funcional.

Para hacer las transformaciones se requiere un gran nimero de observaciones
para tener una cantidad suficiente de elementos en cada celda de la tabla de
contingencia.

Se observara que las transformaciones producen variables menos precisas que
las originales, pero con éstas se puede investigar relaciones no lineales.

1.5 Variables ordinales
1.5.1 Codificacién de las dos variables ordinales

Como anteriormente vimos se puede construir codificaciones de ambas vari-
ables o indices.

Sean a;, i=1,...,p las codificaciones de las modalidades de X y z*, i=1,...,p,
las variables indicadoras de X; sean b;, i=1,...,q, las codificaciones de las
modalidades de Y e Y7, i=1,...,p, las indicadoras de Y.

Aqui las codificaciones deben respetar el orden definido sobre las modali-
dades. Entonces se busca las codificaciones que respetan los ordenes y tales
que el coeficiente de correlacion lineal empirico

13



cor(_air', 3 S biy)
i j

sea MAaximo.
Este problema no es facil de resolver en general.

1.5.2 Coeficientes de correlaciéon de rangos

A partir de una variable ordinal, se pueden ordenar las observaciones de
manera creciente y deducir una nueva variable que es el rango.

Sea xy, ..., x, las realizaciones de la variable ordinal Xy R, ..., K, los rangos
asociados:

R, < R, < z; <x;

Si R, y Ry, son los rangos asociadas a X e Y respectivamente, se define
entonces el coeficiente de rangos de SPEARMAN Rs de X e Y como el
coeficiente de correlacién lineal empirico entre R, y R,.
Si D; = R,, — R,,, se obtiene una expresion mas practica:

6> D?
n(n?—1)

Se observa entonces que si los rangos inducidos por X e Y son idénticos Rg

Rs=1-

= 1; si son totalmente opuestos Rg = -1.
Si en vez de definir los rangos, se define dos nuevas variables sobre los pares
de observaciones:

) =-1sia;>ua;
S(yiy;) =1 sty <y
S(yisy;)

Zm‘ 5(51/'2'7 51/’]‘)5(%7 ?Jj)

Se define €l coeficiente de correlacion de rangos de KENDALL: 7 = nn—1)

El numerador es igual al nimero de pares de observaciones con el mismo
orden menos el numero de pares de observaciones con orden contrario. El
numerador es igual al nimero total de pares. Como Rg, 7 toma valores entre
-1 y +1 y vale 4+1 si los érdenes son idénticos y -1 cuando son totalmente
opuestos.
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1.5.3 Relacién entre dos variables cuantitativas

A partir de una variable cuantitativa se puede ordenar las observaciones, y
por lo tanto construir los rangos. Puede ser util especialmente cuando los
valores de las variables no son muy precisos o bien se busca la existencia de
una relaciéon mondtona no lineal entre X e Y. Se puede aplicar entonces los
coeficientes de correlacion de rangos anteriores.

1.6 Inferencia

Suponiendo que un coeficiente de asociacion fue correctamente calculado,
es decir que fue calculado sobre una muestra aleatoria simple de una sola
poblacion, uno se pregunta a partir de que valor se puede decidir la existencia
o ausencia de una relacion. Se procede mediante un test de hipdtesis sobre el
valor del coeficiente de asociacion v desconocido de la poblacion: Hy : v = vy,
o bien se puede calcular un intervalo de confianza para v. Para eso se requiere
la distribucién del coeficiente de asociacion en la muestra.

1.6.1 Coeficiente de correlacién lineal

;Cuando se obtiene un coeficiente de correlacion lineal r pequeno podemos
admitir que la correlacién p en la poblacién es nula o si su valor no lo es,
podemos concluir a una relacién lineal?

Para responder se procede mediante un test de hipotesis sobre el valor del
coeficiente de correlacién p desconocido de la poblacion: Hy : p = pg, 0 bien
se puede calcular un intervalo de confianza para p. Para eso se requiere la
distribucién del coeficiente de correlacién r.

Cuando p = 0 y las dos variables X e Y provienen de una distribucién normal
bivariada, entonces la distribucion del coeficiente r de la muestra es facil de
obtener; éste depende del tamano n de la muestra: existen tablas de la
distribucién de r en funciéon de n y para n;100 se puede aproximar a la

normal N (0, \/%)

Por ejemplo, si un coeficiente de correlacion lineal r es igual a 0.38 sobre
una muestra de n=>52 observaciones, entonces vamos a rechazar que p=0 al
nivel de significacién de 5% o incluso 1%, dado que IP(|r| > 0.27) = 0.05 y
P(]r| > .35) = 0.01, pero si r=0.32 con el mismo tamano n=>52, entonces se

rechaza al nivel de 5% pero no al nivel de 1%.
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Cuando p no es nulo, la distribucion exacta de r es mucho mas complicada a

determinar, sin embargo se puede usar una aproximacion a partir de n=25:

siz =1/2In(1££), la distribucién de z se aproxima a una normal A/(1/2 In(:12), ——).
. L —7 . 1—p n—3

Finalmente, si el par de variables no es normal, se puede usar los resultados

anteriores cuando n es mayor que 30, pero si p es nulo, no se puede decir que

hay independencia, sélo que no hay ligazon lineal.

1.6.2 Razén de correlacién

Para estudiar la significatividad de una razén de correlacion empirica obtenida
sobre n observaciones entre la variable cuantitativa Y con la variable nominal
X a p modalidades, se plantea la hipotesis nula Hy : n = 0.

Se supone entonces distribuciones condicionales de Y dada cada modalidad
de X normales de misma media y misma varianza. Se considera entonces el
estadistico:

n?/(p—1)
L—n?/(n—p)

que sigue una distribucion de Fisher a p-1 y n-p grados de libertad bajo la

hipotesis de independencia.

1.6.3 y* de contingencia

.51 dos variables nominales X e Y son independientes, cuales son los valores
més probables del y? de contingencia?

Mo X Nej )2

Xz _ Z (nij — n
— Nie X Nej
17 n

Si X e Y son independientes, n;; = W para todo par (i,j); en este caso
el estadistico x* sigue una distribucién aproximada de x* a (p-1)(q-1) grados

de libertad, si p y q son los nimeros de modalidades de X e Y.

1.6.4 Coeficiente de correlacién de rangos de Spearman

Cuando X e Y resultan de un ordenamiento sin empates, entonces los rangos
inducidos por X o Y son valores de 1,..,n y los rangos de uno se obtienen por
permutacion de los rangos del otro.
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Si X e Y son independientes, cualquiera sean las leyes de X e Y, las dos per-
mutaciones inducidas son independientes. En este caso, si el ordenamiento de
X esta fijado, las n! permutaciones de este ordenamiento son equiprobables.
Se tiene tres maneras de obtener la distribucién de Rg bajo la hipotesis de
independencia:

e 5in es muy pequeno, se puede obtener empiricamente la distribucion de
Rg, calculando los n! valores asociados a los distintas permutaciones.

e Para n < 100, exite tablas de la distribucién en funcion de n.

e Para n grande se puede usar la aproximacién a la normal A (0, \/anl)

El coeficiente de Spearman entre la Esperanza de Vida y la Tasa de Mortal-
idad de la tabla 1 vale 0.48.

En las tablas de la distribucion del coeficiente de Spearman encontramos que
IP(|Rs| > 0.447) = 0.05, lo que nos lleva a rechazar la independencia entre
la Esperanza de Vida y la Tasa de Mortalidad.

1.6.5 Coeficiente de correlacién de rangos de Kendall

Como en el caso del coeficiente de correlacién de Spearman, se puede con-
struir empiricamente la distribucién del 7 de Kendall cuando n es muy
pequeno. Pero a partir de n > 8, se puede aproximar a una distribuciéon

normal N(0, y/ %%%)
Para las variables Esperanza de Vida y Tasa de Mortalidad de la Tabla 6.1,
obtenemos

T = 0.326.

90

P 1,96,/ — 20—
(7] < 196\ 755 19

= P(|7] < 0.317) = 0.05

Nuevamente encontramos significativa la relacion entre las dos variables.
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1.7 EJERCICIO

(Se deja propuesto)

Sea un conjunto I de n=300 individuos, y cuatro variables cuantitativas X,
Y., 7 y T observadas sobre los 300 individuos. X varia entre -100 y 100, Y
varia entre 0 y 10000, Z y T varian entre -1100 y 1100.

1.

Los coeficientes de correlacion lineal calculados sobre los 300 individuos
son:
Rxy = —0.057, Rz7r = 0.991. Interprete estos coeficientes.

Se transforma la variable X en una variable nominal con la particion del
intervalo [-100,100] en ¢ intervalos iguales; se llama X7, X3, X3y X, a
las variables nominales obtenidas para q=10, 8, 6 y 4 respectivamente.
Interprete las razones de correlacion obtenidas y concluya: ny,x, =
096, 77)//)(2 = 093, 77)//)(3 = 0.86 y 77)//)(4 = 074,

Se transforma la variable Y en una variable nominal con la particién
del intervalo [0,10000] en ¢ intervalos iguales; se llama Y7, Y3, Y3y ¥ a
las variables nominales obtenidas para q=10, 8, 6 y 4 respectivamente.
Interprete las razones de correlacion obtenidas y concluya: nx;y, =

0038, 77X/Y2 = 0027, 77)(/)/3 = 0.024 y 77X/Y4 = 0015,

Se calcula los x* de contingencia entre las variables nominales asociadas
aXeY:x%y, =853 X%,y = 679, x%,y, = 450 y x%,y, = 306.
Concluir.

Interprete el coeficiente de correlacion parcial de Zy T dado X Rz 7/x =
0.027. Compare con Ry y interprete.
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2 MODELO LINEAL

2.1 INTRODUCCION

Estudiamos en el capitulo anterior como detectar una asociacién entre dos
variables; generalmente los roles de las variables no son simétricos - una
variable puede influir sobre la otra y la reciproca no ser cierta - y mas de
una variable pueden intervenir en esta relacion. Aqui nos interesamos no es
solamente en evaluar la intensidad de la asociacion, pero también, describir
esta relacion.

Algunas relaciones son faciles a plantear y verificar - como las relaciones
planteadas a partir de leyes fisicas 0 mecanicas - pero cuando la aleatoriedad
juega un papel importante, el estudio de las relaciones es mas dificil. Se busca
aqui descubrir como un conjunto de variables X!, X2, ..., X? - llamadas vari-
ables explicativas o variables independientes o variables ex6genas
- influye sobre otra variable Y - llamada variable a explicar o variable
repuesta o variable dependiente o variable endégena. Cuando las
variables son cuantitativas, se busca una funcién f que permita reconstituir
los valores obtenidos sobre una muestra:

Y = f(X', X2, .., X7

Por razon histérica, este analisis se llama regresién. Preferemos aqui hablar
de modelo.

Ejemplo 1: La distancia d que una particula recorre en el tiempo t esta dada
por la férmula:

d=a+ ft

en que 3 es la velocidad promedio y « la posicion de la particula en t=0. Si «
y /3 son desconocidos, observando la distancia d en dos tiempos distintos, la
solucion del sistema de las 2 ecuaciones lineales permite obtener « y 3. Sin
embargo es dificil obtener en general la distancia sin error de medicion e que
es de tipo aleatorio. Por lo cual se observa una variable aleatoria: Y = d + ¢
en vez de d. En este caso no basta tener dos ecuaciones pero valores de la
distancia para varios valores del tiempo y métodos estadisticos basados en
la aleatoriedad del error permiten estimar a a, 3 y d sobre la base de una
relacion funcional de tipo lineal.

Ejemplo 2: Si consideramos el peso P y la talla T de las mujeres chilenas, esta
claro que no existe una relacion funcional entre P y T, pero existe una cierta
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tendancia. Considerando que P y T son variables aleatorias de distribucion
conjunta normal bivariada, se plantea el modelo lineal:

E(P/T) = a+ 8T

en que a y 3 dependen de los parametros de la distribuciéon conjunta de P y
T. El peso se escribe entonces:

P=a+4+pT+c¢

en que ¢ refleja la variabilidad del peso P entre las chilenas de la misma talla
con respecto a la media.

Ejemplo 3: Para decidir la construcién de una nueva central eléctrica, EN-
DESA busca prever el consumo total de electricidad en Chile después del
ano 2000. Se construye un modelo que liga el consumo de electricidad con
variables econémicas y demograficas, que se estima en base a datos pasados.
Se aplica entonces el modelo para predecir el consumo de electricidad segun
ciertas evoluciones econémicas y demograficas.

Ejempo 4: Para establecer una determinada publicidad a la television, se
cuantifica el efecto de variables culturales y socio-econémicas sobre la audi-
encia de los diferentes programas.

Ejemplo 5: Ajuste polinomial

El modelo lineal puede ser generalizado tomando funciones de las variables
explicativas y/o de la variable a explicar. Es el caso cuando se tiene una
variable Y a explicar a partir de una sola variable X en un modelo polinomial:

Y =a,+a X'+ et a, X?

en donde X7 es la potencia j de X.
Ejemplo 6: Se quiere estimar la constante g de la gravitacién; se toma los
tiempos de caida t de un objeto desde una distancia d dada del suelo.

d= lgt2
2
Dados los errores de mediciones varias observaciones son necesarias y se puede
considerar este modelo como lineal tomando como variable ¢2.
Nos limitamos aqui a los modelos lineales, es decir que la variable repuesta
se escribe como combinacién lineal de las variables explicativas.
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Observamos en los distintos ejemplos que las variables pueden ser aleatorias o
no. En el caso que ninguna de las variables es aleatoria, se tiene un problema
de ajuste y se presenta a continuacién el método matematico de ajuste de los
minimos cuadrados, que permite estimar los coeficientes del modelo lineal a
partir de valores observados.

Para el caso de variables aleatorias, se presenta en el parrafo siguiente, el
método de maxima verosimilitud, que basado en un modelo probabilistico
normal permite justificar el método de minimos cuadrados y discutir las
propiedades de los estimadores y la precision del ajuste. Finalmente se usara
el modelo para predicciones.

Se enfatizara los aspectos geométricos del problema y como hacer una critica
de los supuestos probabilisticos usuales.

2.2 SOLUCION DE LOS MINIMOS CUADRADOS

Sean {(y;, z},27,...,2Y), (i = 1,...,n)} los valores obtenidos sobre una

muestra p + 1 dimensional de tamano n. Se plantea el modelo lineal:
yi = o+ Prai + .+ Bt

Como generalmente no existen coeficientes que cumplen exactamente esta
relacion para todas las observaciones, se escribe:

Yi = Bo + Bzl + ...+ B2l + 6

en lo cual ¢; es el error debido al modelo para la observacién i, y se buscara
minimizar una funcion de los errores, como por ejemplos:

. Zef
o > el
. ZM(L:L‘{Q}

El criterio de los minimos cuadrados toma como funcién: Y, €? cuya solucién
es facil de obtener y que tiene una interpretacion geométrica simple.
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Escribiremos matricialmente el modelo aplicado a la muestra de observa-

clones.
Z; 1 :LE l’i :LE B €1
Sca y — S lx = 1 oxy x5 ... B = B e €2
1z 22 b B, €n

Yn
Entonces el modelo se escribe:

y=Xp+e

El criterio de los minimos cuadrados consiste entonces en buscar el punto del
subespacio vectorial W de IR" generado por las columnas de la matriz X el
mas cercano al punto y. La solucién es la proyecciéon ortogonal del punto y
sobre W.

En efecto, Y; € es igual a ||¢||*, el cuadrado de la norma del vector ¢, es
decir el cuadrado de la distancia entre los vectores y y X/, siendo X3 un
vector del subespacio vectorial W. Si P es el operador lineal de proyeccién
ortogonal sobre el subespacio vectorial W, entonces la solucion es Xé = Py.
La expresion matricial de P se puede obtener en funcion de la matriz X:
Como ¢ = y — Py es ortogonal a W o sea que y — X3 es ortogonal a cada
columna de X si se denotan X,, Xy, ..., X, las p41 columnas de X, se expresa
la ortogonalidad en términos de los p+1 productos escalares:

<y—X3X;> (j=0,1,..p)

Matricialmente se escribe: X(y — X3) = 0 (Vj), y juntando las p+1 ecua-
ciones se obtiene las ECUACIONES NORMALES:

X'XB =Xy

Este sistema de ecuaciones lineales tiene una solucién tinica cuando las colum-
nas de X son linealmente independientes, es decir que forman una base del
subespacio vectorial de W, o sea que X es de rango igual a p+1. En este caso
la solucién de los minimos cuadrados es igual a:

éz (XtX)_lth

iSe deduce que el operador de proyeccién ortogonal sobre W se escribe ma-
tricialmente como:

P=X(X'X)'Xx!
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Este operador lineal es idempotente (P* = P) y simétrico (P' = P).

Si el rango de X es inferior a p+1, basta encontrar una base de W entre
las columnas de X, y remplazar X por la matriz formada de estas columnas
linealmente independientes.

2.3 SOLUCION DE MAXIMA VEROSIMILITUD

En el parrafo anterior, se uso un criterio matematico para estimar los coefi-
cientes ;. Aqui usaremos un modelo probabilistico y el método de maxima
verosimilitud para estimarlos. El modelo consiste en la esperanza condicional
de la variable repuesta Y dadas las variables explicativas X1, X?, ..., X?:

E(Y/X'Y, X2, XP) = B, + B X 4 B X2+ .+ 3, X7
con
Y = BE(Y/X', X% . XP)4e

en donde se supone que el error € sigue una distribucion normal de esperanza

nula y de varianza o2.

1 2 p

Si ahora tenemos una muestra de tamano n {(y;, , «7, ..., }, (i=1,...n), en

que las observaciones son independientes, entonces la funcién de verosimilitud
condicional se escribe:

1 1
fn(y/xlv ) xpv 607 617 6}7) = (ﬁ)n/zexp{_ﬁ Z(yz_ﬂo_ﬁlle__ﬂpr)z}
La funcién es maxima cuando se cumplen las ecuaciones normales:
X'Xj3 = X'y

Ademas el estimador de maxima verosimilitud de o2 es:

L= Lsn (o By — Bual — .. — Bat)?,

2.4 PROPIEDADES DEL ESTIMADOR

Las propiedades del estimador é son ligadas a los supuestos hechos sobre los

errores ¢;. Supondremos aqui que X es de rango p+1 (é = (X'X)"'Xy).

e Fl estimador es insesgado: E(¢) =0 = E(é) =0
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o Il estimador es consistente.

e Fl estimador tiene minima varianza:

Teorema 2.1 Teorema de GAUSS MARKOYV:

Si E(e) =0 y E(ec') = 021, entonces loda combinacién lineal até de

B tiene minima varianza entre los estimadores insesgados lineales en y

de até.

Demostracion del teorema de GAUSS MARKOV:

Hay que comparar las varianzas de até y a'" en que 3" es un estimador
insesgado de la forma C'y.

8= é—l— Dy, en que D = C — (X'X)7' X"

Como los dos estimadores son insesgados, E(Dy) = 0y luego DX = 0.
Var(f") = Var(é) + Var(Dy) + 2001}@, Dy)

Cov(B, Dy) = o> (X' X)' X' D! =0

N

Var(8*) = Var(p) + a*DD!

N

Luego, Var(a'f™) = a'Var(f)a + o*a’DD'a
Como o?*a’'DD%a > 0, Var(a's™) > Var(até)

e La estimacién de o2 obtenida por méaxima verosimilitud es sesgada. En
efecto, si Q = I — P, entonces ¢ = Qy = Qe. Luego, Y ef = ele =

dQ'Qc = Qe = Traza(Qec') Luego E(c'e) = Traza(QE(e)) =
o*Traza(Q)

Traza(Q) = Traza(I — X(X'X )XY =n—Traza(lpy1) =n—p—1
Es decir que F(e'e) = (n —p — 1)o?
Se obtiene entonces un estimador insesgado de o* tomando:

Az 1 ) )

o= m(g - X@t(g — XB)
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2.5 CALIDAD DEL MODELO

Los residuos ¢; dan la calidad del ajuste para cada observacion. Pero es una
medida individual que depende de la unidad de medicién. Un indice que
evita este problema es:

e

NH

que representa el cuadrado del coseno del angulo del vector y con el vector

iy = Py en IR". Se puede comparar las varianzas:
e varianza residual: (1/n)Y €?
e varianza explicada: (1/n)> (7 — y)?
e varianza total: (1/n)> (y; — y)?

El indice estadisticamente mas interesante es el coeficiente de correlacién
multiple:

> (7 —y)?

(i —y)?

que compara el varianza explicada con la varianza total. La raiz cuadrada del

R =

coeficiente de correlacién multiple (R) es el coeficiente de correlacién lineal
entre y e y; El valor de R esta comprendido entre 0 y 1. Cuando R=0, el
modelo es_E(y): Y, la media muestral de los valores y;, y cuando R es igual
a 1, el vector y pertenece al subespacio vectorial W, es decir que existe un
modelo lineal que permite escribir las observaciones y; como combinaciéon de
las variables explicativas. Cuando R es cercano de 1, el modelo es bueno
siendo los valores observados y; vecinos de los valores estimados ;.

Si se plantea la hipétesis H, : 31 = B3 = ... = 3, = 0, se usa el estadistico

Yildi—y)?/(p+1)

F =
iet/(n—p—1)

que bajo la hipotesis nula H, sigue una distribucion de F de Fisher a p+1 y
n-p-1 grados de libertad.

Se observara que F' = (1—122)//(%
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2.6 PREDICCION

Si se tiene una nueva observacion para la cual se conoce los valores de las

1.2
o5 2, ..., 2L pero se desconoce el valor y, de la

variable repuesta, se puede entonces usar el modelo para inferir un valor para

variables explicativas, sean x

Y, a través de su valor esperado:

o (y,) = 2/

_ 1
en que x, = (1, z},...,2%).
Se tiene un estimador insesgado de p, aplicando el modelo sobre los valores
tomados por las variables explicativas debido a la nueva observacion :

JE—

o = E(yo) = 2.8
Se puede calcular un intervalo de confianza para p,. La distribuciéon de g, es
N(ppo,02(2! (X' X) ™ 2,) luego Como y, no depende del vector y que sirvié a
estimar f, y, no depende de g, tampoco. Ademads F(g,) = E(y,) — 2! =

Jo—fio
Gsqriz! (X1 X)) 1z,
intervalo de confianza de nivel 1 — « para p,:

lo. Luego ~ t,_p—1 se usa este estadistico para construir un

Py, — ta/z&sqrtgi(XtX)_lxo <o < Yo+ ta/g&sqrtgi(XtX)_lxo =1—-«a

Un problema distinto es el de estimar un intervalo no para u, pero si para y,.
Hablaremos de un intervalo para la prediccion. En este caso hay que tomar
en cuenta la varianza de la v.a. y,. y, = ¥, + ¢

La varianza de €, es igual a:

o (XX e, + 07

dado que ¢, no depende de y,. Un intervalo de prediccién apra y, se obtiene
entonces a partir de

Yo — 3)0
Faqri(l+ 2t(X'X)1z,)

~ tn—p—l

. El intervalo es entonces:

3)0 - ta/Z&Sqrt(l + ii(XtX)_lio)v 3)0 + ta/Z&Sqrt(l + QZ(XtX)_lio)
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2.7 ANALISIS DE LOS RESIDUOS

Dado que las propiedades del estimador dependen de ciertos supuestos, es
importante comprobar si estas ultimas se cumplen. Las propiedades funda-
mentales se plantean sobre los errores y la mejor forma de chequear si los
errores son aleatorias de medias nulas, independientes y de misma varianza,
es estudiando los residuos:

éi =Y — ZB]J}Z \V/Z == 1,...,n
J

Se puede usar el grafico (x;,¢;), que deberfa mostrar ninguna tendancia de
los puntos, o bien test de hipotesis sobre los errores.

2.8 EJERCICIOS

1. Cuatro médicos estudian los factores que hacen esperar a sus pacientes
en la consulta. Toman una muestra de 200 pacientes y consideran el tiempo
de espera de cada uno el dia de la consulta, la suma de los atrasos de los
médicos a la consulta este mismo dia, el atraso del paciente a la consulta este
dia (todos estos tiempos en minutos) y el nimero de médicos que estan al
mismo tiempo en la consulta este dia. Se encuentra un tiempo promedio de
espera de 32 minutos con una desviacion tipica de 15 minutos. Se estudia el
tiempo de espera en funcién de las otras variables mediente un modelo lineal
cuyos resultados estan dados a continuacion:

VARIABLE COEFICIENTE | DESV. /IPICA | / ctudent | P(| X |> T)
CONSTANTE 22.00 4.42 1.98 0.00
ATRASO MEDICO 0.09 0.01 9.00 0.00
ATRASO PACIENTE -0.02 0.05 0.40 0.66
NUNERO MEDICOS -1.61 0.82 1.96 0.05

| Coef. oe @orrelaciéW lultiple R? = 0.72; F oe Fisher = 168 ; IP(X > F') = 0.00 |

1. Interprete los resultados del modelo lineal. Comente su validez global
y la influencia de cada variable sobre el tiempo de espera. Especifique

los grados de libertad de las t de Student y de la F de Fisher.
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2. Muestre que se puede calcular la F de Fisher a partir del R%. Si se
introduce una variable explicativa suplementaria en el modelo, ; el R?
sera mas elevado?.

3. Dé un intervalo de confianza a 95% para el coeficiente del atraso médico.

4. Predecir el tiempo de espera, con un intervalo de confianza a 95%, para
un nuevo paciente que llega a la hora un dia que el consultorio funciona
con 4 médicos que tienen respectivamente 10, 30, 0 y 60 minutos de
atraso.

2. Suponga que tenemos un modelo lineal Y = X3 + ¢ con € ~ N, (0, *I),
pelRM, X € M, (IR).

1. Escribamos X como: X = (X1, X3), con X7 y Xy submatrices de X
tales que X7 X, = 0 (La matriz nula). El modelo inicial Y = X3+ ¢ se

escribe Y = X101 + X308, + ¢ con 8 = ( gl )
2

Si Bl es el estima(ior de maxima verosimilitud de «; en el modelo
Y = Xja1 + ¢4 v B2 es el estimador de maxima verosimilitud de ay
en el modelo Y = Xsay + ¢3, muestre que el estimador de mégima
verosimilitud de 8 = ( gl ) en el modelo Y = X34 € es B = ( gl )
2 2
(Ind.: Se usara el siguiente resultado: Si A € M., (IR) es una matriz
A 0
0 A,

diagonal por bloque, i.e. A = ( ), con las submatrices Ay y

-1
A, invertibles, entonces A es invertible, y A™! = ( Aé A()_l ))
2

2
propiedad pierde bajo el supuesto usual F(e) = 0.

2. Si XIX, # 0y si se toma B = ( gl ) como estimador de 3, que

3. Consideramos tres variables Y, X, Z observadas sobre una muestra de
tamano n=40, {(y;, x;,z;)}. Se busca explicar Y a partir de X y Z.
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. Se presentan los resultados de modelo lineal: y; = a + fz; + €;:

VARIABLE | MEDIA  DESV. | ESTIMA- DESV. T STUDENT P(| X |>1T)
TIPICA CION TIPICA

Y 11.68 3.46

CONS- 7.05 1.03 6.84 0.00

TANTE

X 5.854 2.74 0.79 0.16 4.94 0.00

‘ Coef. de correlacién multiple R? = 0.39; F de Fisher = 24.44 ; IP(X > F') = 0.00

Interprete estos resultados y efectue el test de hipotesis H, : 3 = 0.

. Dé una estimacién insesgada para o? la varianza de los errores de este
modelo.

. Comente el grafico de los residuos en funcién de los y;.

. Se tiene una nueva observacion que toma sobre la variable X el valor
x, = 6.50. Dé una estimacion g, del valor y, que toma sobre la variable

Y. Dé Var(y,).

. Se presentan los resultados del modelo lineal: y; = 6 + vz; + €;:

VARIABLE | MEDIA  DESV. | ESTIMA- DESV. T STUDENT [P(| X |>1)
TIPICA CION TIPICA

Y 11.68 3.46

CONS- 11.68 0.36 32.54 0.00

TANTE

7 0.00 2.65 1.00 0.14 7.27 0.00

‘ Coef. de correlacién miltiple R? = 0.58; F de Fisher = 52.78 ; IP(X > F) = 0.00
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Se tiene >, x;z; =0y >, 2z, = 0.

Muestre que si X7 = (I X) es la matriz formada del vector de unos y del
vector de los x; y X3 = Z el vector formado de los z;, se tiene XX, = 0.
Usando los resultados del ejercicio 2 deduzca las estimaciones de los
parametros del modelo y; = 8o + f1x + B2 + €.

4. Se quiere ajustar una funcién escalén y = f(¢) con f constante en los
intervalos I; = (a;_1,a;] en que j=0, ..., Ky a; < aj41 ¥V ]j. Para ello se
observan datos (¢;,Y;) ,i=1, ..., n. Se asume que los Y; son independientes y

que la distribucién de Y; es N(f(¢;), o?).

1. Formule el problema anterior como un modelo lineal.
2. Obtenga la funcién ajustada por minimos cuadrados.

3. Construya un intervalo de confianza para [;* f(t)dt.

5. Sea Y € IR" un vector aleatorio con E(Y)=u y Var(Y)=0?1. Se considera
el modelo lineal Y = X3 + ¢, en que X=(1,, X1,...,X;,) v X es de rango
completo. Llameremos W al subespacio de IR" generado por las columnas
de X e V" al estimador de minimos cuadrados de u = E(Y)).

1. Seaa € Wy A, larecta generada por a. Se define H, = {z € W/a'z =
0} el suplemento ortogonal de 8, en W. Se tiene entonces la descom-
posicién en suma directa ortogonal de W: W = H, @ A,.
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Muestre que el estimador de minimos cuadrados Y* de p en H, se es-
cribe como

Y*=Y — (25,

ata

. Sibe IR", muestre que Var(b'Y™*) = Var(btf/) _ g2(ta)?

ata

n *2
. , C €
. Suponiendo que los errores son normales, dé la distribucion de ZZ—%,
o

en que € =Y; — Y.*.

. Se considera el caso particular @ = 1,,. Dé la distribucién de —£

A

Muestre que si las variables son centradas, ¥ = Y™,

31



1 ANALISIS DE DATOS MULTIDIMENSION-

ALES

1.1 INTRODUCCION

Vimos que es practico asociar graficos a la interpretacion de los coeficientes
de asociacién empiricos; permiten visualizar la existencia de ligazon entre
dos variables y de posibles tipologias de las observaciones, mientras que los
coeficientes permiten medir el grado de relacion. Pero la mayoria de los prob-
lemas envolucran mas de dos variables. En el capitulo anterior, el mo-

delo lineal permitio estudiar la relacion de una variable a partir de un con-
junto de variables explicativas. Veremos en este capitulo una forma de visu-
alizar observaciones y variables para interpretar la estructura que contienen.

1.2 PLANTEAMIENTO GENERAL

En general un fenomeno se observa en varias dimensiones, lo que hace mas
complejo el estudio. Se busca entonces sintetizar los multiples aspectos del
fenomeno en pocos valores. Es asi que el objeto de un indice es reducir una
realidad compleja a una sola dimension, de manera a permitir comparaciones.
Esta reduccién es imposible sin deformar aspectos del fenomeno.

Sea la tabla de datos (Tabla 6.1) que contiene 6 variables socioeconomicas
tomadas sobre 20 paises de America Latina. Si queremos comparar los paises
tomando una o dos variables, se puede ordenar los paises o graficarlos. Pero
para las 6 variables, es mas dificil hacerlo. El analisis en componentes prin-
cipales permite hacerlo: en este metodo se propone un cambio de base, que
permite una mejor descripcion de los paises y de los coeficientes de correlacion
entre las variables.

Si tuvieramos dos variables solamente - Esperanza de vida y tasa de mor-
talidad infantil - con el grafico 8.1 tendriamos una buena herramienta para
interpretar estos datos. Se observa, por ejemplo, que Bolivia tiene una alta
mortalidad infantil y una baja esperanza de vida, mientras que en Costa Rica
se da lo contrario; ademas se nota una relacion lineal de pendiente negativa
entre las dos variables (vimos en la tabla 6.2 del capitulo 6, que el coeficiente
de correlacion lineal es igual a -0.951).

Con tres o mas variables, no se puede hacer tal representacion grafica, que se-
ria en IR® o mayor dimensién. La idea del metodo es entonces hacer un cambio



de variables y, mediante aproximaciones, llevar a un conjunto de representa-
ciones graficas. Las nuevas variables -llamadas componentes principales- son

indices que permiten interpretar mejor los datos.
MORTALIDAD INFANTIL

90 ' | _

. ®HAITI

BOLIVIA
80 |

oPERU
70 + |
60 T HONDURAs PCUADOR |
BRASITe *R. DOMINICANA
50 oeNICARAGUA
nUATEMALAe . PARAGUAY
EL ¢cALVADOR
40 | |
¢ COLOMBIA
o.MEXICO
VENEZUELA
O ¢ ARGENTINA b
201 URUGUAYe®PANAMA |
CHILE » CUBA
COSTA RICAe®
55 60 65

ESPERANZA DE VIDA
GRAFICO 8.1

1.3 EL ANALISIS EN COMPONENTES PRINCIPALES
Sea X la tabla de datos 6.1. Hay dos maneras de mirarla:

e Mirar las filas, que definen el conjunto de las observaciones

i1
M={z;=| "2 | e B®)

Tie

e Mirar las columnas, que definen el conjunto de las variables



1’1]‘

N = {2 = T2 | ¢ R®}
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Se observara que si X es de rango igual a 1, entonces existe ¢ € R* y
u € IR° tal que X = cu'. En este caso, existe una recta en IR® que pasa por
el origen, con u de vector director, a la cual pertenecen los puntos de M; si
w es unitario, las componentes ¢; de ¢ son las coordenadas de los paises sobre
esta recta. Sea ||¢||? = [. Simétricamente, existe una recta en IR*°, que pasa
por el origen, con ¢ de vector director, a la cual pertenecen los puntos de
N. Si|l¢|? = 1, u;j//1 son las coordenadas de las variables sobre esta recta.
Si X es de rango igual a 2, entonces existe ¢, v ¢; € IR*® v u; v uy € IR°
tal que X = cul + cu’. En este caso, los soportes de M en IR® y de N
en IR* son planos. Mas generalmente si X es de rango igual a r, entonces
existe ¢, ...,¢, € R* YV Upy oo U, € IR® tal que X = ¢ul + ...+ ¢ul. En este
caso, los soportes de M en IR° y de N en IR*® son de dimensién r con estos
vectores como vectores directores. El problemas es encontrar los vectores de
tal descomposicion.

Se distinguen las representaciones en IR® vy en IR*.

1.3.1 Representacién en R°

En este espacio los puntos son los 20 paises. Para comparar dos paises 7 e ¢/,
se considera la distancia entre las filas x; y z; correspondientes:

A7) = | S — wy)?

i=1

El calculo de esta distancia puede tener ciertos inconvenientes: la unidad de
medicion de las variables tiene un efecto, en el sentido que si multiplico por
10 una variable, por cambio de unidad, la distancia sera multiplicaado por 10
también. Se puede evitar este problema normalizando todas las variables, es
decir tomandolas de varianza iguales a 1: si 67 es la varianza de la variable
j (o =(1/20) > (s — z7)?), se tomara:

zii/0;



Para simplicar la notacién, se supone que en la matriz X las variables son
normalizadas.
Se busca entonces el vector u € IR® y el vector ¢ € IR tales que

X=c'+FE
de manera que (1/20) 37°||z; — c;u||* sea minimo con la restriccién ||ul| = 1.
Si el rango de X es igual a 1, se obtendran los dos vectores buscados ¢ y u.
La restricciéon ||u||]] = 1 se impone para tener unicidad de la solucién y un

vector director de la recta unitario. El criterio de optimizacién usado es un
criterio de minimos cuadrados que consiste a buscar la recta pasando por el
origen tal que los puntos del conjunto M sean en promedio mas cercanos a
esta recta (Gréfico 8.2).

o
=

GRAFICO 8.2: Representacién de las filas en IR°

Ahora bien es un inconveniente de considerar una recta que pasa por el origen.
En efecto se observa en el grafico 8.3 que la recta H” es mejor que la recta H.

Si no se impone que la recta pasa por el origen, es facil mostrar que la recta
71
=2

solucién pasa por el punto medio g € IR} de calM: g = ¢ ,en que 27 es



la media de la variable 5. En efecto, si 6 es una recta pasando por el origen y 6’
la recta paralela a 6 pasando por g y si h; y h, son las proyecciones ortogonales
respectivas de z; sobre § y §', entonces Y7 ||z — h;H2 <30 |l — Rl

De aqui se toma el origen del sistema de referencia en el punto medio, es
decir ¢ = 0. Se supone entonces que en la matriz X, las columnas suman 0:
> :zjij_: 0 (las medias son todas nulas).

GRAFICO 8.3: Representacién de las filas en IR°
En este caso, el criterio de minimos cuadrados es equivalente a maximizar

(1/20) 3, ||ciu)|? con ¢; = zlu = u'x,;. El criterio con la restricciéon de norma
nos da entonces:

Q= (1/20) Y llew[* = 1(Juf® ~ 1)
Q=(1/20) ¢~ (Y~ 1)
Q = (1/20)u' (Y izt — (S 1)

Q= (1/20)u' X" Xu — (D _u?—1)

J



Sea V = (1/20)XtX = (vjk)a Q = ij UjULUsk — Z(Z u? o 1)

0
a—i = Q;Ujkuk — QZUJ =0
Se deduce que Vu = lu, es decir que el vector u es vector propio de la
matriz V = (1/20)X* X. Se observara que la matriz V es igual a la matriz de
correlaciones asociada a la matriz X (Tabla 8.1) o a la matriz de covarianza
cuando las variables no son normalizadas. Esta matriz es simétrica semi-
definida positiva: tiene sus valores propios reales no negativos (mas atn la
suma de los valores propios es igual al nimero de variables, 6 aqui). Pero
no se sabe cual de los vectores propios tomar. Observando que se busca
maximizar y que [ = 3, ¢?, se concluye que hay que tomar un vector propio
normalizado asociado al mayor valor propio de V. Llamamos /; el mayor
valor propio de V., u; el vector propio asociado y ¢; = Xwuy. Si X es de rango
igual a 1, [; es el unico valor propio no nulo de V' y los puntos x; son alineados
en IR°. Si X es de rango mayor que 1, podemos repetir la descomposicién a
la matriz Y = X — ¢yu}. La matriz Y'Y tiene los mismos valores propios no
nulos que XX salvo [;. Luego la descomposicién solucién esta dada por el
vector propio normalizado u, asociado a [; el segundo mayor valor propio de
V,y ¢ = Xuy:

X =qu +cu,+FE

Generalizando, si [y > I, > ... > [, > 0, uy,u,,...,u, los vectores propios
normalizados asociados y ¢, = Xu, k = 1,...,7, se puede descomponer:

t t t
X =cquj +cu, + ... +cu,

en donde las matrices ¢ ul son de rango 1 y de importancia decreciente en
la reconstitucion de la matriz X (Tabla 8.2).

La matriz de correlaciéon V' siendo simétrica semidefinida positiva, existe
una base ortonormal de IR® formada de vectores propios de V. Luego,
{uq, Uy, ...,u,} es una base ortonormal del espacio que contiene al conjunto
M.

Ademas se observa que los vectores ¢, son vectores propios de la matriz
(1/20) X X', que tiene los mismos valores propios no nulos que X'X. En
efecto, ¢;, = Xuy, luego



(1/20)XXtQk = lrcy,

Ademis ||¢;||* = Ik (Se deja mostrarlo como ejercicio).

1.3.2 Representacién en R*

En IR*, se quiere comparar las columnas de X, que representan las variables,
lo que equivale a tomar la matriz X' en vez de X. El criterio de minimos
cuadrados consiste ahora en buscar un vector d € IR*® normalizado tal que:

(1/20) 3 [l — vd]?

sea minimo.

Se tiene v; = d'z con ||d|| = 1.

Se obtiene que d es el vector propio normalizado de X X" asociado al mayor
valor propio l;. Luego d es colineal al vector ¢; obtenido en el estudio en IR®:
¢, = /I1d. Los vectores u; y v son colineales también: v = /T u.
Interpretaremos el criterio en el caso de la representacién e IR*. El criterio
de minimos cuadrados es equivalente a maximizar Q = (1/20)3; |lv;d||* =
(1/20) jv?. Como v; = d'z’ se obtiene que Q = Zj(dtgj)z. Como las vari-
ables son centradas y normalizadas d'z’ = Cor(d, 2’), luego el criterio usado
aqui consiste en buscar una variable d de varianza igual a 1, combinaciéon
lineal de las variables z/ de tal forma que

Z cor? (d, f)
J

sea maxima. De hecho vimos en el capitulo 6 que el coeficiente de correlacion
permite comparar dos variables. Muestre como ejercicio que si dos variables
son centradas y normalizadas entonces el coeficiente de correlacion es igual
al coseno del angulo que forman en IR* (Gréfico 8.4).

Ademas como los vectores d; forman una base ortonormal, se deduce que las
nuevas variables, que son las componentes principales no son correlacionadas
entre si.



GRAFICO 8.4: Representacién de las variables en IR*

1.3.3 Interpretacion

Veamos como usar estos resultados para interpretar el contenido de la tabla
6.1 (Se centra y normaliza los datos).

{uq, Uy, ...,u, } forma una base ortonormal de espacio que contiene al con-
junto M de los paises. Los ejes definidos por estos vectores se llaman ejes
principales. Las coordenadas de los paises sobre estos ejes son dadas por
los vectores ¢, llamados componentes principales, se habla también de
factores. Si nos limitamos a tomar el primer eje principal definido por u,
(tabla 8.2), se obtiene una representacién unidimensional de los paises; es la
mejor representacion unidimensional, en el sentido que deforma menos las
distancias mutuales entre los paises. Aun si es una representacion aprox-
imada, tiene la ventaja de permitir una interpretacion mucho mas simple
que la representacion original. Las coordenadas de los paises sobre este eje
constituyen la primera componente principal ¢; (Tabla 8.3). El valor mas

elevado lo tiene CUBA y el mas bajo HAITI. Observando que

c; = 0.3810x 2" +—0.4364 x 2?4+ —0.2361 x2°4+0.4590 x 2* +—0.4531 x 2° +—0.4389 x 2°

se ve que la primera componente principal es una combinacion lineal de
las variables iniciales con algunos coeficientes mayores que otros y algunos

positivos y otros negativos. EL. PORCENTAJE DE POBLACION URBANA



y LA ESPERANZA DE VIDA tienen un coeficiente positivo, mientras que
los otros son negativos. Lo que permite de interpretar la primera componente
principal como un indice demografico, que crece con la calidad. Este indice es
mas manipulable que las seis variables originales. Ahora bien que cantidad de
la informacién contenida en la tabla X perdimos o conservamos en el indice.
En la decomposicion: z; = c;u, + €, €; representa el error de representacion
de z; sobre el primer eje principal. El valor propio /; = ;¢ mide la
varianza de la componente principal ¢; v TrazaV — 1, = Y1 [ =6 — _1
mide el error global de la representacion sobre el primer eje principal. Como
TrazaV = (1/20)%; ||z;||* representa la varianza total en IR, se usa un
indice de calidad de la representacién de ¢, con el porcentaje de varianza
reproducida por ¢;:
L
TrazaV

que aqui vale 69.24%. Se puede considerar 2, 3 o mas ejes principales para
tener una mejor representacién. Por ejemplo, con los dos primeros ejes prin-
cipales se puede vizualisar los paises (Grafico 8.5) en un sistema cartesiano.

100

En este grafico cada pais ¢ tiene por coordenadas (¢y;, ¢2;) y como los ejes son
ortogonales, la varianza reproducida por el plano es igual a

I+ 1

100————=—
TrazaV

que aqui vale 88.53%.

Se nota en la tabla 8.4 que la representacién con 4 ejes principales contiene
casi integralmente los paises (99.23%). En el grafico de los dos primeros
ejes principales (Gréfico 8.5) se proyectaron ademas los ejes iniciales, lo que
permite explicar las diferencias y semejanzas entre los paises. Es asi que
ARGENTINA y GUATEMALA difieren mas por las variables % POBLA-
CION URBANA, TASA NATALIDAD y FECUNDIDAD, que las variables
de MORTALIDAD y ESPERANZA DE VIDA. Mientras que PANAMA y
HAITT difieren mas por la MORTALIDAD.

De la misma manera que se hizo una representacion plana aproximada de la
representacién en IR®, se hace una representacién aproximada de las variables
en IR*, considerando las proyecciones de las variables 27 sobre los vectores d,
y d, (Gréfico 8.6). Dado que las variables 2/ y d; y d, son de varianza igual a
1, la proyeccién de 27 sobre d; (d,) es igual al coeficiente de correlacién entre



2/ v ¢; (¢;) (Tabla 8.4). Este grafico permite entonces interpretar las com-
ponentes principales. Se observa que la primera componente principal tiene
una correlacion igual a 0.935 con la ESPERANZA DE VIDA, pero solamente
-0.481 con la TASA DE MORTALIDAD, mientras que la segunda compo-
nente principal tiene una correlaciéon igual a -0.267 con la ESPERANZA DE
VIDA y 0.815 con la TASA DE MORTALIDAD.

Como las variables 27 tienen una varianza igual a 1, sus proyecciones en el
plano caen al interior de un circulo de centro 0 y de radio 1. Si la proyeccién de
la variable 27 es sobre la circunferencia del circulo, significa que 27/ pertenece
a este plano, es decir que 2/ puede ser reproducida a partir de ¢; v ¢,.
La distancia de la proyeccion de una variable al origen mide la calidad de
representacion de la variable en el plano principal. Mas aun es igual al
coeficiente de correlacion multiple entre la variable con respecto a ¢;, ¢, (Se
deja como ejercicio la demostracion). Aqui, las seis variables son bastante
bien representada en el plano principal.

Como los cosenos de los angulos son iguales al los coeficientes de correlacion,
se tiene también una vizualisacién, aproximada, de la matriz de correlaciones
(Tabla 8.1). FECUNDIDAD y TASA DE NATALIDAD hacen un angulo
pequeno, son altamente correlacionados (0.972), ESPERANZA DE VIDA y
MORTALIDAD INFANTIL, que forman un angulo vecino de 7, son alta-
mente correlacionados negativamente (-0.951) y TASA DE MORTALIDAD
y TASA DE NATALIDAD, que son casi ortogonal, son muy poco correla-
cionados (0.101).

Se puede completar el estudio haciendo representaciones planas con otros
pares de ejes principales y las componentes principales correspondientes.

VARIABLES 1 2 3 4 5 6

1 % POB. URBANA 1.0 -.739 -.179 588 -.735 -.532
2 TASA .NATALIDAD |-739 1.0 .101 -.723 .972 .682
3 TASA MORTALIDAD | -.179 .101 1.0 -.609 .262 .533
4 ESPERANZA VIDA D88 -.723 -.609 1.0 -.769 -.951
5 FECUNDIDAD -.735 972 262 -.769 1.0  .709
6 MORTAL. INFANTIL | -.532 .682 .533 -.951 .709 1.0

TABLA 8.1: Matriz de correlaciones
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MEDIA D. TIPICA | u, us u,
VALORES PROPIOS 115 1.16 041 0.4
% POB. URBANA 62.87 17.26 0.3810 0.3203 0.7699 0.3797
TASA NATALIDA 28.86 6.6 04364 -0.3742  0.1920 0.3201
TASA MORTALIDAD | 7.11 1.85 -0.2361  0.7567 -0.3904 0.4068
ESPERANZA VIDA | 67.11 5.52 0.4590 -0.2479 -0.2093 0.2282
FECUNDIDAD 3.61 0.96 04531 -0.2488 0.0859  0.5245
MORTAL.INFANTIL | 44.54 2228 | -0.4389 0.2405 0.3779 0.5102

TABLA 8.2: Tres primeros vectores propios normalizados de la matriz de

correlacion
Uy Uy Us Uy

VALORES PROPIOS 4.15 1.16 0.41 0.24

ARGENTINA 1.9029  1.3903  -.0092 0.5067
BOLIVIA -3.1987  1.1181 4426 -.4150
BRASIL 2766 8794 6930  -.2980
COLOMBIA 1.1429  -.1561 2443 -.3948
COSTA RICA 1.8937 -1.9713 -.6418 -.3264
CHILE 2.3727 2178 .2529 .3686
ECUADOR S 7182 -.1958 1244 -.2654
EL SALVADOR -1.1377  -.5743  -.5380  -.1134
GUATEMALA -2.3926  -.9928  -.3855  .8457
HAITI -4.0755  1.6465 -1.0408 -.1406
HONDURAS -2.0627  -.8537  -.1854  .2504
MEXICO 1.0889  -.5733 4780 -.1113
NICARAGUA -1.8157  -.9593 .6089 .9066
PANAMA 1.5675 -1.0166 -.7486 -.4131
PARAGUAY -.8912  -.9583  -.3161  .0197
PERU -.8602 8557 9236 -.6187
REP.DOMINICANA | -.0239 -.1564 2586 -.7430
URUGUAY 2.3800 2.2318 -.7393  .6895
VENEZUELA 1.3812  -.3757  1.2787  .5232
CUBA 3.1611 4441 -.7003  -.2704

TABLA 8.3: Tres primeras componentes principales
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MEDIA D. TIPICA | FACTOR . FACTOR 2 FACTOR 3 FACTOR 4

VALORES PROPIOS 4.15 .16 41 0.24
% ACUMULADO DE

LA VARIABILIDAD 69.24 88.53 95.22 99.23
% POB. URBANA 62.87 7.26 0.776 0.345 0.493 0.186
TASA NATALIDA 28.86 6.64 -0.889 -0.403 0.123 0.156
TASA MORTALIDAD 7.11 .85 -0.481 0.815 -0.250 0.199
ESPERANZA VIDA 67.11 5.52 0.935 -0.267 -0.134 0.111
FECUNDIDAD 3.61 0.96 -0.923 -0.268 0.055 0.256
MORTAL.INFANTIL 44.54 22.28 -0.894 0.259 0.242 -0.249

TABLA 8.4: Coordenadas de las variables sobre los 4 primeros factores (r;x)
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SEGUNDO
FACTOR (19%)

*URUGUAY

2.0 | MORTALIDAD o

*HAITI ¢% POB. URBANA
1.5 | ]

*ARGENTINA
e MORTALIDAD
INFANTIL
*BOLIVIA
1.0 |
+ PERU * BRASIL
0-5 + CUBA %
* CHILE
0.0 |
ECU AD(I){RD*OMI@CANA *COLOMBIA
*VENEZUELA
0.5 ¢ *EL SALVADOR % MEXICO
e ESPERANZA VIDA
HONDURAS % PARAGUAY
~ i * *
1.0 GUATEMALA % NICARAGUA *PANAMA
¢ FECUNDIDAD

1.5 b

NATALIDADe
20l *COSTAIUCA?RIMER

1 1 1 1 1 1 1 1 |FACTOR

| 3 2 1 0 1 2 3 69%

GRAFICO 8.5: Primer plano principal
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* NMORT. INFANTIL B

* FECUNDIDAD L ESPERANZA DE VIDA %
* NATALIDAD

GRAFICO 8.6: Circulo de correlaciones

1.3.4 Puntos suplementarios

Es interesante de representar a posteriori algunas observaciones o variables que no
fueron incluidas en la matriz X originalmente. Sea un pais z,, su proyecciéon sobre
el eje principal k es igual a 2! u;. Para una nueva variable z, su proyecién sobre la
componente principal k es igual a Cor(z,¢;) .

Consideramos, por ejemplo, dos paises africanos -TUNEZ y EGIPTO- (Tabla 8.5),
la coordenada de TUNEZ en el plano son (Fi, F) con

Fy = 0.3810 x (—0.514) — 0.4364 x 0.021 — 0.2361 x (—0.059) 4 0.4590 x (—0.074) +
—0.4531 x 0.094 + —0.4389 x 0.155 = —0.335

Fy =0.3203 x (—0.514) — 0.3742 x 0.021 + 0.7567 X (—0.059) — 0.2479 x (—0.074) +
—0.2488 x 0.094 4 0.2405 x 0.155 = —0.18

Para EGIPTO, se obtiene de la tabla 8.5: F; = —0.18 v F5, = 0.96. Si se ubican es-
tos dos pafses en el grafico 8.5, encontramos TUNEZ cercano de R. DOMINICANA
y EGIPTO cercano de BOLIVIA.
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Consideramos ahora cuatro nuevas variables cuyos coeficientes de correlaciéon con
las dos primeras componentes principales son dados en la tabla 8.6. Las variables
GASTO MILITAR y GASTO EN EDUCACION son muy poco correlacionados
con estas componentes principales, se podria prever que un modelo lineal de estas
variables sobre las seis variables originales no seria bueno. No es el caso de las dos
otras variables suplementarias.

TUNEZ EGIPTO
x (z—z))o | 2 (z—z))o | T o
% POB. URBANA 54 -0.514 47 -0.92 62.87 17.26
TASA NATALIDA 29 0.021 33 0.62 28.86 6.64
TASA MORTALIDAD | 7 -0.059 10 1.56 711  1.85
ESPERANZA VIDA 66.7 -0.074 60.3 -1.23 67.11 5.52
FECUNDIDAD 3.7 0.094 43 0.72 3.61  0.96
MORTAL.INFANTIL | 48.0 0.155 61.0 0.74 44.54 22.28

TABLA 8.5: Valores de las variables para TUNEZ y EGIPTO

FACTOR 1 | FACTOR 2
PNB 0.814 0.130
GASTO EN EDUCACION | -0.140 0.163
GASTO MILITAR -0.378 -0.061
ALFABETISMO 0.839 0.021

TABLA 8.6: Coeficientes de correlacion

1.4 EJERCICOS

1 0 —17
o 1 -1
. -1 1 0
1. Sea X la tabla siguiente: 0 -1 1
-1 0 1
1 =1 0 |
Consideremos los seis vectores M = {z, ..., 25} de IR® dotado de la métrica

euclidiana usual cuyas componentes estan dadas por las filas de la matriz X.
a) Muestre que la nube de los 6 puntos en IR® estd centrada en el origen.

Calcule V= (1/6) >, z;zt.

15



b) Calcule Iy, el momento de inercia de A con respecto al origen. Compare
con TrazaV.

c¢) Determine los diferentes valores propios de V.

d) Dé el vector propio asociado al valor propio nulo de V.

e) Determine dos vectores propios ortonormales de V' asociado con los valores
propios no nulos de V.

2. Se consideran Vi, V5, V3 v Vi, cuatro variables obtenidas sobre 20 obser-
vaciones repartidas en 3 clases (A, By C) (Tabla 8.7).

a) Los resultados del analisis en componentes principales efectuado sobre las
variables Vi, V3 y V5 con la matriz de correlaciones (tabla 8.9) estan dados
en el grafico 1 y la tabla 8.8. Justifique la calidad de la representacién en el
plano y comente el gréafico 8.7.

b) A partir de la tabla 8.8, dibuje y comente el circulo de correlaciones.

¢) En la tabla 8.10, se dan las correlaciones entre las dos componentes prin-
cipales y la variable V,. Represente graficamente V; en el circulo de correla-
ciones.

d) Se quiere efectuar la regresién miltiple de Vj sobre Vi, Vo y V5. [Qué
problema numeérico se va a presentar?

e) Deduzca de la tabla 4 el coeficiente de correlacion multiple de la regresion
de Vj sobre Vi, V4 v V3.

f) Deduzca de la tabla 8.10 los coeficientes de la regresién de Vj sobre las
dos componentes principales (la media de Vj es 242.5 y la desviacién tipica

es H7.73).

CLASE Vi Vo Vs V4 || CLASE Vi Vo Vs Vi
45 25 30 160 60 27 13 350
40 30 30 200 38 37 25 240
32 32 36 210 35 38 27 220
35 28 37 250 22 38 40 180
50 33 17 260 18 33 49 190
55 45 0 300 15 39 46 185
58 35 7 320 20 40 40 300
62 28 10 310 25 35 40 220
48 32 20 280 22 33 45 225
52 34 14 300 32 26 42 150
TABLA 8.7: Tabla de datos

eslivcli@Neclic-NoNONONON®!
QO FrFZrdmmn
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MEDIA DESVIACION FACTOR 1 FACTOR 2
TIPICA
VALORES PROPIOS 1.956 1.044
% ACUMULADOS DE
LOS VALORES PROPIOS | 65.20 100.00
Vi 38.20 14.98 0.997 0.076
Vs 33.40 5.18 -0.189 -0.982
Vs 28.40 14.50 -0.962 0.273
TABLA 8.8: Correlaciones de las variables con las Componentes Principales
cEGUNDO
FACTOR
e oC oC |
L0 r «C e(C A
o oC
L x Vs ]
] o
*~B XV1
0.0 F o + C e :
*B
0.5 ) ]
~B * B *B
1.0l *B *B i
' +A
-1.5 ¢ .
2.0 - x V2 |
-2.5 ¢ .
*B
1 1 1 L L L L L L Fé&;&ﬁgﬁ
-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 .0 ) 2.0 0
GRAFICO 8.7
Vi V2 V3 CPpP.1 CP.2 V4
Vi 1.00 -26 -.94 C.P.1| 1.00 -.00 .69
Vo] -.26 1.00 -.09 C.P.2| -.00 .00 -.29
Vs -94 -.09 1.00 V4 .69 -.29  1.00

TABLA 8.9: Matriz de correlaciones TABLA 8.10: Matriz de cor-
relaciones

3. Sea M = {zy, ..., 2, } un conjunto de n puntos de IR’. Cada punto z; tiene
un peso p;, con p; > 0,5 p; = 1. Se supone que el centro de gravedad de M
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es ¢ = 0 y que la matriz de varianzas-covarianzas asociadas es V = X'D, X
de rango p con D, = diag(p;). Sea IR" = Wi @ W, y sean P, y P los
proyectores ortogonales sobre Wy y W respectivamente.

a) Dé las matrices de varianzas-covarianzas V7 y V4 de los conjuntos My =
{Pizy,..., Pra, } y My ={Pxy, ..., Px, }.

b) Muestre que V =V, + V4 «<— Wi Ly- W,

c¢) Pruebe que: [Wyly- Wi <= [Vu=lu= u e W; U W;]

4. Sean F y F dos espacios vectoriales de dimensiones respectivas p y n. Se
tiene en F y F' las métricas euclidianas usuales. Sea S una aplicacion lineal
de Een I'tal quesiy, = S(z;) ey, = 5(x;), entonces H%_QQHQ
para todo z;,2, € F.

= Hll—leQ

a) Dar la relacién que cumple S.

b) Sea £ = Fy & E5 con Ey suplemento ortogonal de E;. Sea A el proyector
ortogonal sobre Iy y S la aplicacion de simetria respecto de Fy: y = S(z) =
—Zy + Zy.

Dar la expresion de S en funcion de A y mostrar que S es un isomorfismo.
¢) Mostrar que S es simétrica y ortogonal.

d) En el caso de que F, tiene dimensién 1, se considera una nube M de
n puntos en £ y V la matriz de covarianza asociada. Se supone que hay
simetria con respecto a Fy entre los puntos de calM (si &z € M, entonces
S(z) e M).

Muestre que F5 es un eje principal de la nube M en FE.

5. Consideremos el espacio euclidiano IR¥ dotado de una métrica euclidiana
M,y un conjunto de puntos M = {z; : 1 =1,2,...,n} de IR".

Cada punto z; esta dotado de una masa m; > 0, con y_ m; = 1 y suponemos
que el centro de gravedad de M estd en el origen (¢ = >, m;a; = 0) y se
define V- = ¥, myz;zl. IR? estd descompuesto en una suma directa de dos
s.e.v. M-ortogonales: A,, generado por un vector u de IR¥ pasando por el
origen; y el hiperplano H = Al M-ortogonal a A, pasando por el origen:
RF=A,dH.

a) Exprese el momento de inercia Iy del conjunto M con respecto al origen
en funcién de M.

b) Deduzca que [y = tr(VM).

¢) Muestre que Iy = u'MV Mu donde Iy es el momento de inercia de M
con respecto a H.
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6. EXAMEN DE PRIMAVERA 1994.

PARTE 1

Se considera 6 mediciones hechas sobre 23 peces. Se presenta los resultados
de un analisis en componentes principales sobre estos datos.

a) Interprete los porcentajes de los valores propios (Tabla 8.11).

b) Interprete el grafico 8.8: 77 Que tamano y forma tienen los peces 1, 5, 8
y 117

c) Gréfique el circulo de correlacion a partir de la tabla 8.11 y comente.

d) Usando la tabla 8.11 dé las expresiones de las primeras componentes prin-
cipales 'y y (5 en funcion de las 6 mediciones. Interprételas.

e) Usando la matriz de correlaciones (tabla 8.12), ubique las variables suple-
mentarias PESO y RADIOACTIVIDAD en el circulo de de correlaciones.
f) Se quiere hacer el modelo lineal: PESO = 3, 4+ fBi¢; + Pacy, en donde
¢, vV ¢ son las dos primeras componentes principales. Dé el coeficiente de
correlacién multiple R

PARTE 2

a) Se quiere hacer el modelo lineal: RADIOACTIVIDAD Y = 3,4 pic; +
Bacy. Sea X la matriz (23x3) asociado a este modelo lineal. Calcule la matriz
(XX)~h

b) Calcule XY, en donde Y es el vector a explicar del modelo lineal.

c¢) Dé los estimadores de minimos cuadrados de f3,, 51 y f2.

d) Dé el coeficiente de correlacién miiltiple B?. Deduzca el estimador inses-
gado de la varianza o? de los errores y la estimacién de la varianza de los
estimadores.

e) Muestre que los estimadores de 31 y 33 son no correlacionados. Haciendo
el supuesto de normalidad, encuentre intervalos de confianza de nivel 95%
para 31y [3;.

f) Efectie los tests de hipdtesis H, : 1 = 0 contra Hy : 31 # 0.

PARTE 3

a) Los 23 peces estan divididos en tres acuarios. Se busca si el acuario tiene
un efecto sobre la RADIOACTIVIDAD, usando el modelo: Y; = 8,43, +¢; si
el pez i esta en el ACUARIO j; el parametro 3; mide el efecto del ACUARIO
j (j=1,..,3) sobre la RADIOACTIVIDAD. Escribe el criterio de los minimos
cuadrados en tres sumas que dependen de los tres acuarios. Usando la tabla
8.13 y tomando la media muestral ¥ como estimador de j3,, deduzca el esti-
mador de los minimos cuadrados de los tres parametros restantes.

b) Efectie el test H, : 33 = 33 =. Precise los supuestos que tuvo que hacer.
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¢) Sea un nuevo pez que toma los valores: LARGO: 180, LARGO SIN
CABEZA: 152, ANCHO CABEZA: 40, ANCHO: 38, ANCHO HOCICO:
15, DIAMETRO 0JOS: 12. Calcule €4 y Cy para este pez. Prediga su RA-
DIOACTIVIDAD y dé un intervalo de confianza.
d) Si se supone que la variable RADIOACTIVIDAD Y ~ Eap(p) y una dis-
tribucion a priori Fap(0) para p (7(p) = feaxp(—0p) para p positivo), dé la
distribucién a posteriori de p dada la muestra de los 23 peces.

e) Tomando la funcién de perdida cuadratica, dé el estimador de Bayes.

MEDIA DESV. | FACTOR . FACTOR 2 FACTOR 3 FACTOR 4
TIPICA
VALORES PROPIOS 4.885 493 "388 128
% ACUMULADOS DE
LOS VALORES PROPIOS 81.62 89.63 96.10 98.23
LARGO .90.17 .7.99 0.947 0.226 0.099 0.126
LARGO .90.17 .7.99 0.947 0.226 0.099 0.126
LARGO c¢IN CABEZA .70.70 .5.69 0.939 0.264 0.128 -0.005
ANCHO CABEZA 42.78 4.80 0.959 0.133 0.121 0.045
ANCHO 39.30 4.57 0.922 -0.215 0.144 -0.283
ANCHO HOCICO 3.57 2.54 0.816 0.071 -0.570 -0.040
DIAMETRO OJOS 9.74 0.96 0.817 -0.550 0.001 0.166
TABLA 8.11: Correlaciones de las variables sobre las 4 primeras
componentes principales
RADIOACTIVIDAD PESO
VARIABLES w2 C O ACUARIO 1 2 3 TOTAL | PESO
PESO 100 -44 .98 .00 EFECTIVO 8 8 7 73 73
RADIOACTIVIDAD | -.44 1.00 -41 .23 MEDIA 15.25 3350 3371  27.22 | 82.09
c 98 41 1.00 .00 DESVIACION
Cs 00 .23 .00 1.00 TIPICA 703 1213 2169 1647 | 26.5

TABLA 8.12: Matriz de correlaciones
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