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1. Las variables aleatorias mutuamente independientes, X ~ N(uy,02),Y ~
N(uz,0%) y W ~ N(us3,0?), representan las ventas por mayor, las ventas
al detalle y los costos fijos, repectivamnete, de una cierta industria textil.

(a)

(b)

Si 02 =6, determine el tamano muestral necesario de manera que se
estime la media p1 usando X, con un error mdrimo de 0.1 y una
probabilidad minima de 0.90.
Se quiere que

Pla<Z—p <b)>09

Formemos una N(0,1)

P(a < x\;i:l < b)z 0.9

=b=164, a=—1.64

:>P<a2<x—u1<b>20.9

a? a?
n n

Y se quiere que
= 1.64V0o2n < 0.1

Con lo que
n > 1613

Suponga ahora que o es desconocido y que para cinco periodos se-
manales consecutivos se dispone de las respectivas medias y varianzas
muestrales, expresado en las unidades que corresponden:

Ventas por mayor: T = 10.50; 7 = 6.41.

Ventas al detalle: j = 8.40; 52 = 4.76.

Costos fijos: W = 6.12; s% =5.15.

sSon las ventas al por mayor y al detalle de igual magnitud?.
Use una confianza de 95%.

IC(p1 — p12;0.95)
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= Pla<

P(a<l’*y*(u1*uz) <b) = P(a < tap_g <b) = Pla < ts <b)=0.95
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(c)

= b=2.306, a = —2.36 (por simetria)

52 S2 SQ S2
= p1— M2 € (x—y—2.306\/i, x_y+2'306\/i>
n n n n

= M1 — M2 € (— 1.34, 554)

No son de igual magnitud.

s Fs posible afirmar que la utilidad media de esta industria es del or-
den de 10 unidades monetarias?. Use una confianza de 95%.

Indicacidn: Utilidad = Ingresos — Costos.
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Formemos la x?2, sabemos que

N(0,1)

(n—1)52

2
o2 Xn-1
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Ojo que si se define S = % entonces se usa

(n)S?

2 X%n—l)

g

Pero la x? sigue siendo de n — 1 grados de libertad. Asi

(n—1)S7 + (m —1)S3 + (r — 1)S3
o?(n+m+r—23)

(n +m+r— 3) - X%n+m+r73)

FEntonces
T4y —w—(p1+ p2 — ps)
VSps(n+m+r—=3)/++L 41

T

- t(n+m+r73)

Luego

T+y—w—> T+y—w-—a
P Y <t(n+m+r—3)< Y
VSps(n+m+r—3)/2+L+1 VSp3s(n+m+r—3)
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=0.95
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T+y—w—>
P tinsmirs) > Y ——— |=0.025
VSps(n+m—+r—3)/2+L+1
Y
I4+J—w—a
P tinsmirs) > Y ———— |= 0075
VSpa(n+m+r—3)/2+L 41

Tomandon =m =r=5=>n+m+r —3 = 12 y viendo los valores de
tabla se obtiene:

T+g—w—b
\/Spg(n+m—|—r—3) %4—

=—-2.179

41

1
m

T+y—w—a

VSps(n+m—+r—23)/2+

1

10.5+8.4—612—b
VE(12),/2

10.5+84— 612 —a

= —2.179

=2.179

Por otro lado

_(n- 1)S7 4+ (m —1)S3 + (r—1)S3

Sps n+m-+r—3
Con lo que
10.5+84—-6.12—-b — 9179
V= D8I+ (m - D8+ (r— 1)53,/2
/ 10.5 + 8.4 — 6.12
o+84-012—a =2.179

V= D8I+ (m - D8+ (r— 1)53,/2
Reemplazandon =m=r =25

105484 —-6.12—b

= —2.179
V@S @53+ (053,/2
)
105+84-612—a  _, o
VST @5+ (153,/2
Asi finalmente:

b=24



a=1.7
Con lo que las utilidades de la empresa no son del orden de 10 unidades
monetarias.
2. Sea X = (X1,..., X,) muestra aleatoria proveniente de la distribucién de

Normal de media 0 y varianza ¢!, i.e., N(0,¢~ 1), donde ¢ > 0. ¢ es la
precisién de la poblacién.

En los items (b), (d), (e), (f) v (g), Ud. debe considerar como
datos
n=10; Ya;=2125 Y a2 =40.045.

(a) Muestre que ¢> 1 | X2 ~ x2.
Dos formas:

1. Por FGM (funcion generadora de momentos).
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Y esta es la FGM de una x2.

2. Por lo visto en clases

X —
o

X; — N(u,0?) = Z; = — N(0,1) = Z2 = %2

Ademds
V—’Xin—’XZ%Z>V+W—>X3+b



Usando esto se tiene

X

\/I
s

= En:Yf = ¢§:X? - Xn
i=1 i=1

(b) Determine el estimador de mdxima verosimilitud de ¢.

X; = N(0,¢671) =V, = == = N(0,1) = ¥ = X7 =}

_ ¢z _exp x?
f(X7 ¢) = me 2
Se aplica In()

X H Ty X7 noox?2
In(f(X),9)) = ln(%e‘ﬂz> = %ln(ZW)ﬁ-gln(d))—@#

Mazximizando la funcion

OIn(f(X),9) _ n _ Xin X?
¢ 2 2

n

SO JH. -
Y X7
Es el EMV de ¢.

(¢) Muestre que el estimador de mdzima verosimilitud de ¢ es consis-
tente.
Dos formas

1. Sila esperanza tiende al estimador y la varianza a cero entonces
es consistente. Calculemos por la FGM la distribucion de X?

B Xt _ Ve OoeXfte%d’dex,:ﬁ ooe*Xf(gft)dx,
V2T ) oo ‘ V2T ) oo ’

vamfig—n Nt
= X? — Gamma(=, g)
= B(X}) =0 y Var(X}) =

5 i=1 k3
Veamos ahora qué pasa con =

p(E2) < 13 p) = mxd) =

i=1



Luego la esperanza es igual al pardmetro estimado. Veamos la
Varianza

n n?

i XP\ 1y 2y _ L ) 2
Va’f’( = —= ;VGT(X,L) = ﬁnVar(Xz ) = Eg m 0

Entonces la varianza tiende a cero a medida que n crece. Enton-
ces el estimador es consistente.

2. Por la desigualdad de Chebyshev
P(|6 — 6] > €) < Var(h)e?

(d) Determine un intervalo de 95% de confianza para ¢.
Se quiere

n n n
Pla< ¢ <b) =095 @P(aZXf <¢Y XP< bZXf) = 0.95
=1 =1 1=1

@P(aiX? <x2 < bin) =0.95
=1 =1

n n
& P(X;‘; > bZXf) =0.025 y P(Xi > aZX3> =0.975
=1

i=1

2 2 2 2
1C/(6,0.95) = X(n,0.975) X(n,0.025) _ X(10,0.975) X(10,0.025)

o ST XD S X2 40.045 ' 40.045
3.5 20.5 3.5 20.5

- (40.045’ 40.045) - (40.045’ 40.045)

= (0.09,0.5)

(e) Suponga una priori gamma para ¢, i.e., w(¢) = F(lr) Npr—le 2 ¢ >
0, donde r, A > 0 son conocidos. Muestre que esta priori es conju-
gada y calcule el estimador de Bayes de ¢ bajo pérdida cuadrdtica.
Utilizan do el teorema de Bayes se tiene que la distribucin a posteriori

m(¢|X) o L(¢) x7(6)

x ¢n/2+r—1 exp{_(bW}

lo cual muestra que la posteriori pertenece a la misma familia de la
priori, es conjugada con parmetros n/2 +r y
STl
2
El estimador de Bayes bajo prdida cuadrtica es

E(¢|X) = st




(f) Suponga ahora la priori no-informativa m(¢) o [I(4)]*/?, donde I(¢)
es la informacion de Fisher de ¢ asociada a una observacion X .
Encuentre el estimador de Bayes bajo pérdida cuadrdtica de ¢.
Compare con lo obtenido en (a).

1i9] = —E[%5]
Y

$(0) x1/¢

Luego en forma anloga al ejercicio anterior, utilizando el th de bayes
se tiene que

O
2

(¢ X) o "2~ exp{—¢ }

con lo cual

¢ X ~ Gamma(n/2,Y x?)
luego el estimador Bayesiano bajo prdida cuadrtica, coincide con el
estimador mximo verosmil

E(6)X) = <&

3. Suponga que yi,...,yn ~ N(ui,0?) independientes, donde u; = Bz; con

x; constantes conocidas respectivas a cada y;. (Note que las variables no
son idnticamente distribuidas)

(a) Encuentre el estimador mximo verosmil de 3 y o>.

_ n 1 2 1 —1 no2 n no2
Y, — 62 (yi—pi)™ _ _ ?(Zi:l Y =23 00 Ykt Ni)
1.5 11;[1 V2o “ (27r)50"62

Aplicando In()
([ (¥,8)) = - In(2m)—nin(o (Zyz Q@ZW#QQZ )
Magimizando en funcion de 3

L Z yii + Z 22 =0

Z? 1 (yiwi)

==
Zz 1‘7‘.1'2



Mazimizando en funcion de o
dln(f(Y,p)) n 1 - 2 - 2 - 2
A U Sl Nl A T 2_9 . 2] =
o —+— ;y 6;yﬂcz+ﬂ ;x 0

Z’?:l(yi - /Bxi)z

=02 =
n

Construya un intervalo de confianza de nivel (1 — «) para 8 supo-
niendo 02 =1 y 02 desconocido.

(b)

1
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Luego, queremos a,b tal que
Pla<p<b=l-ae Pl—a>—-0>-b)=1-as P(-b< - < —a)=1-«
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o2 N

M= Ny st

2 conocido. Ahora veamos IC para o2 desconocido:

Esto es IC para o
S wi = Byi)® Y (yi — B‘%)Q g

n—1 n—1 7
Se sabe que
nS* o, (0.1)
-2 Xin-) =
Asi
BB
71.52 2
Zi=1 i N t,n_l
(n—1)o2
Pla<pf<b)=1-«
B —a « B —-b «
ol ol
o2 .
= a= _t(nfl,%) Z?:l 3'}12 + 5
o N
AN b=—tpo11-2 + 0
D

(c) Realice un grfico para cada valor estimado de p; versus z; y el inter-
valo respectivo derivado a partir de b). (o =0.05) y los datos:

x| 2 2 38 4 4
y|5 6 9 11 13

Zx? =49 , =296
=1

Pla< B<b)=095= Pla < ’;— <b) =0.95 = (x) Plax; < p; < bx;) = 0.95
Con
a=268 y b=3.24

Reemplazando en (*) para X = 2,2,3,4,4
P(5.36 < u; < 6.48)  si 2=2, i=1,2 A [iy = iz = 5.92
P(8.04 < p3 < 9.72) siz=3 A i3 = 8.8
P0.72 < pi < 12.96)  si 2=/, i=4,5 A fi; = 11.84

Grdficando estos valores con sus intervalos se tiene:
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