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1 Definiciones fundamentales

Poblacién: Conjunto de variables aleatorias observables (estatura, tiempo
de duracién, posicién en el espacio, etc.). Cada una de ellas tiene
asociada una funcién de probabilidad (para el caso entero) o funcién
densidad de probabilidad (para el caso real). Esta funcién depende de
ciertos parametros que pueden o no ser conocidos, pero todos observa-
bles. En este curso sélo se consideraran poblaciones cuyas variables
son iid ( independientes e idénticamente distribuidas, es decir, todas
siguen la misma funcién de probabilidad o densidad de probabilidad.

Muestra aleatoria: Es un vector - de cualquier tamano - cuyos componen-
tes pertenecen a la poblacion. Cada una de estas componentes es iid y
todas siguen la misma distribucion. El espacio donde asume valores la
muestra aleatoria se denomina Espacio Muestral.

Funcién densidad conjunta: Es la distribuciéon que siguen todos los com-
ponentes de la muestra aleatoria en conjunto. Recordar que estas
funciones son familias determinadas por un parametro; por ejemplo:
exp(p), es una exponencial de pardmetro p, de esta forma:

exp(r/p) = Ae™ (1)

Es una funcién en x pero tambieén puede ser vista como funcién en p.

Espacio de parametros: Es el conjunto de todos los valores posibles para
el parametro de la funcion densidad de probabilidad o probabilidad.

Estadistico o Estadigrafo: Es una funcién sobre una muestra aleatoria
que devuelve valores en algin espacio. Si los valores devueltos pertene-
cen al espacio de parametros entonces se le llama Estimador. Notar que
un estadistico es una variable alaeatoria, pues contiene sélo variables
aleatorias mas operaciones entre ellas. Se les escribird como 0

Estimaciéon puntual: Escoger un valor para el parametro buscado. For-
malmente, es un estaistico que entrega valores pertenecientes al espacio
de parametros.



2 Problema general de Estadistica

Se desea saber la distribucién conjunta que sigue una poblacién. Como ge-
neralmente no se pueden conocer todas las variables que componen una po-
blacién, se extrae una muestra aleatoria de ella. Noétese que de conocerse
todas las variables - y sus valores - que componen la poblacion el problema
esta resuelto.

3 Meétodo general de solucion

Se extrae una muestra aletatoria de la poblacion, de la cual se conocen
la funcién densidad de probabilidad para cada componente. Se calcula la
funcién densidad de probabilidad acumulada. Se aplica un estimador a la
muestra obteniendo un valor determinado para un parametro. Se analiza el
resultado y se extrae informacién. En este curso se utilizara principalmente
este enfoque, denominado Cldsico; otro tipo de enfoque es el Bayesiano.

4 Estimadores.
Definiciéon 4.1 Funcién de Verosimilitud
Se define como:

L(0) = L(0,7) = f(Z/0) = ][ f(:/0) (2)

=1

0eco (espacio de parametros)

re= (espacio muestral)
Notar que en esta funcion 0 es el parametro y x una constante.

Principio 4.1 Principio de la Verosimilitud
Toda la informacion acerca del pardmetro (0 ) de la funcion densidad de

probabilidad de una muestra aleatoria (¥ ) esta contenida en la funcién de
verosimilitud ( L(0,Z) ).



Definicién 4.2 Estadistico suficiente:
Una estadistico es suficiente si observado T = t, la muestra ¥ no entrega mas
informacion acerca de 0 *

Teorema 4.2 Teorema de Factorizacién de Neyman
Un estadistico es suficiente - para 6 -, si y sélo si, la funcion de verosimilitud
puede escribirse como un producto entre: una funcion que depende solo de
la muestra aleatoria - h(Z) - y una funcion que depende del pardmetro y el
estadistico en cuestion - g(T(Z,0)) -. Formalmente:

T es estaistico suficiente para 0 si y solo si:

Con g,h > 0.

4.1 Propiedades deseables para un estimador:

Sesgo: Un estimador es insesgado si la esperanza del mismo es igual al
parametro del la funciéon densidad de probabilidad conjunta. i.e.

~

E(0) = 6. Esperamos que nuestro estimador sea insesgado.

Error cuadratico medio: Se define como:
ECM(0) = E[(0 — 0)?]
Es una medida de cuan lejos se esta del verdadero valor de 6.

1. Para estimadores insesgados se tiene:

~ ~

ECM(0) =Var(0)
2. En general:

-~ ~ -~

ECM(0) = Var(0) + sesgo(6)*

Donde:

~ ~

sesgo(0) = E(0) — 0

!Para una mejor definicién ver Probabilidad y Estadistica, Morris H. DeGroot, pdg.
340.



Eficiencia relativa: Es la eficiencia entre dos estimadores. ie:

Definicién 4.3 Informacion de Fisher
Se define como:

a0
I,(0) = I,(0)n

1.(0) = | (L0

Lo que entrega la cantidad de informacion esperada de T acerca de 0
Bagjo ciertas condiciones de reqularidad (BCR) ? se tiene:

1.
E[alog(géf, «9))] _0
2.

Eficiencia de un estimador: Se dice que un estimador es eficiente si

Var(f) = [ntm

Cota de Cramer-Rao: Si un estimador es insesgado entonces

~ 1 1
Var0) 2 74y = L)

2Ver Cramer: Métodos Mateméticos de Estadistica.



4.2 Métodos Clasicos de Estimacion Puntual.

Algunos métodos para estimaciones:

1. Estimacién de momentos EMM:

e = B[], k=1,2 (4)
1 n
mp=—> zj, k=12 (5)
n =

Asi las ecuaciones de momento se definen por:

iy ot
pn(0) = my = Tl E=1,2.. (6)

En general estos estimadores no son insesgados.



Figure 1: Funcién densidad de probabilidad conjunta siguiendo una distri-
bucién normal. El maximo estd en dos unidades.

2. Estimador Méximo Verosimil (EMV):

Sabemos que la funcion de verosimilitud es igual a la funcién densidad
conjunta o acumulada de 7 dado 0; esto es la probabilidad de sacar
el vector ¥ dado que nuestro pardmetro es f. Supongamos ahora dos
pardametros 0y y 01 y que fn(Z,61) > fn.(Z,6p), esto indicaria que la
probabilidad de encontrar el vector ¥ dado que el pardmetro es igual
a #; es mayor que si el parametro fuese #y. Por lo cual seria mucho
mas atinado escoger a 6; como estimacion de 6. La idea del estimador
maximo verosimil es esa; encontrar el maximo de la funcén verosimili-
tud respecto al parametro ¢, dejando constante el vector Z.

4.2.1 Propiedades de un Estimador Maximo verosimil

1. De existir un estadistico suficiente para 6 el EMV de 6 depende de la
muestra  através de dicho estadistico.

2. Los EMV no son necesariamente insesgados, pero si asintéticamente
insesgados.

3. Los EMV son asintoticamente insesgados. Ademads siguen la siguiente
distribucon: .
0~ N (6. )
I(9)
4. Propiedad de invarianza: N
Si 0 es el EMV de 0 entonces ¢(6) es el EMV de ¢(0)

7



5. Usando 3 y 4 se obtiene:

Si 6 es el EMV de 0 entonces () ~ N((6), (“‘;E%))Q ). Y andlogamente

©(0). Ademés ¢(0) alcanza asintéticamente la cota de Cramer-Rao, es
decir es asintéticamente eficiente.

4.2.2 Estimadores consistentes.

Si:

E(6,) =% 6

Var(0,) 20

Entonces se dice que #,, es un estimador consistente de 6
Estimador consisten implica que:

limy oo Bo{|0n — 0] > €} =0, €>0

0, equivalentemente:

lim,, o Pr{lé; -0 <e} =1, e>0



