Capitulo V:

V.1 Propiedades Basicas de la Esperanza y Varianza

Problema V.1.1

Calcule S; = Y, k- (k—=1)--+---(k—d)r* "L con0<r<lie N
k=i+1

Solucion:

Encontraremos una recurrencia para S;.

Caso (i = 0)
X el = d = d 1 1
2T =D G = Q) = G - =
(i=14+1)
D k(k=1)(k—i)(k—i—-1)rF = Y Bk —1)..(k = 1) (") =
k=i42 k=i+2
Sitr = (S5 = k(k = 1)..(k — ) = +-(S))

Por lo tanto

d . d 1
Si+1 = %SZ VZEW=>Si+1 = W(l—r)

Podemos suponer que S; = Mﬁ con ag = 1 para algunos a; aun por determinar. Al

aplicar la recurrencia se obtiene:

Qi1 d a;

A=y = 5(m) = ai11 = (i +2)a; = (1+2)(i+1)..2-1

(i +2)!

=5 = o

1



En general tendremos que:
(e +1)!

5= G

Vie IN

Observacion: Este no es un problema de probabilidades. Sin embargo, el resultado de
estas sumatorias se utiliza normalmente en el cilculo de esperanzas y momentos de orden
superior de muchas variables aleatorias cominmente utilizadas.

Problema V.1.2

Sean X,Y wvariables aleatorias con varianza finita, pruebe que:

SiV(X)#V(Y)= X +Y,X — Yno son independientes

Solucion:

Lo que vamos a probar es que:

V(X) £ V(Y) = IEX +Y)(X -Y)) £ E(X +Y)IEX -Y)

Desarrollando un poco tendremos que:
E(X+Y)(X-Y)=IEX?-Y?) =IE(X? - IE(Y?

Es bien sabido que: V(X) = IE(X?) - IE(X)? y V(Y) = IE(Y?) — IE(Y)?
Al despejar IE(X?) y IE(Y?) de las ecuaciones anteriores y reemplazar probamos que:
E(X+Y)X-V)=VX)+IEX)??-V({¥)-IEY)>=V(X)-V()+

(
(IE(X) + IE(Y))(IE(X) — IE(Y))
SIE(X+Y)X-Y)—IEX+Y)IEX-Y)=V(X)-V(Y)#£0.

Un resultado conocido asegura que si dos variables aleatorias A,B son independientes
entonces IE(A- B) = IE(A)IE(B). Por lo tanto que estas dos cantidades difieran prueba
que no son independientes.

Este resultado se puede escribir de una manera mas positiva, es decir ; Qué ocurre si las
variables X +Y y X — Y son independientes 7.

Problema V.1.3



Sean X,Y wvariables aleatorias a valores en {0,1}. Muestre que:

IE(XY)=IE(X)IE(YY) & X,Y son independientes

Solucion:

Por definicién:

IE(X)=0-IP(X =0)+1-IP(X =1)
IE(Y)=0-IP(Y =0)+1-IP(Y =1)
EXY)=(0-1)P(X=0,Y=1)+ (1-0)IP(X =1,Y =0) + (0- 0)IP(X =0,Y = 0)
+(1-DIP(X =1,Y =1)

Utilizando (1) probaremos que:
Esto es una condicién necesaria y suficiente para que X e Y sean independientes, debido

a que solo toman valores en {0, 1}.
Al calcular las marginales de X e Y:

PX=0Y=1)=PY=1)1-IP(X=1)=IP(X=0IP(Y=1) (3)

Solo falta un término pero:
IP(X=0,Y=0)=1-IP(X=0Y=1)-IP(X=1Y=1)-IP(X=1,Y=0)

Al aplicar (1), (2), (3):



Observacion: ;Qué ocurre si X toma valores a,be Y toma valores ¢, d? ;Cudl condicién
es la que asegura independencia entre X e Y7

Problema V.1.4

Sean X,Y wvariables aleatorias con varianzas finitas. Pruebe que:

VXY)=V(X)V(Y)+ IE(X*)V(X) + IE(Y*)V(X)

Cuando X,Y son independientes
Solucion:

V(XY) =IE(XY?) - IE(XY)%
Si X e Y son independientes = X2 e Y2 son independientes

= IE(XY)=IE(X)IE(YY) IE(X?’Y?) =IE(X?)IE(Y?)
Por lo tanto V(XY) = IE(X?)IE(Y?) — IE(X)’IE(Y)? (1)

Ademés al usar: V(X) = IE(X?) — IE(X)?
s VX)VY)=IEX)IEY?) + IE(X)’IE(Y)? - IE(X)IE(Y)? - IE(Y?)IE(X)?
= V(X)V(Y) = EX)* [[E(Y)* - IE(Y?)] + E(Y)? [IB(X)” - IE(X?)]

Lo que nos permite concluir que V(XY) — V(X)V(Y) = IE(X)?V(Y) + IE(Y )2V (X).
La definicién de V(X) para X variable aleatoria es en general:
V(X) = E((X - [E(X))%)
Pero con un poco de desarrollo:
(X —IE(X))? = X?> - 2IE(X)X + IE(X)?
Al aplicar esperanza a la igualdad anterior:
= V(X)=IE(X?) - 2IE(X)? + IE(X)? = IE(X?) — IE(X)?
Siempre recordando que IE[IE(X)] = IE(X) VX variable aleatoria.

Problema V.1.5



Sea X1, ..., X, vartables aleatorias con varianzas finitas tales que:

k
Calcule V(> X;) Vke{l,..,n}
=1

7

Solucion:

k k
Probaremos por induccién que V(> X;) = > V(X;) Vke{l,...,n}
=1 =1

i i
(Caso n = 2)
Por definicién:

V(X1 4 X2) = IE (X1 + X2)?] — [E(X1 + X3)°

Desarrollando el cuadrado:
IE [(X1 4+ X»)?] = IE(X?]) + IE(X3) + 2IE(X1X5)
Aplicando la hipdtesiscon i =1y j = 2:
IE [(X1 + X2)?| = IE(X?) + 2IE(X1)IE(X>) + IE(X3)
Ademis:
IE(X: + X5)® = [[B(X1) + [E(X,)]” = IB(X1)? + 2IB(X1) [E(X;) + IB(X;)?
Restando se obtiene:
V(X1 + X5) = IE(X]) — [E(X1)” + [E(X3) - IE(X2)* = V(X1) + V(X2)
(k= k + 1) Es evidente que:

k+1 k
|4 (ZXz> =V (ZX’ +Xk+1) (1)

=1

k k
Veamos que IE [Xk+1(2 XZ)] = IE(Xg+1) - IE (Z Xi> lo que nos permite usar la
i=1 i=1

k
hipétesis de induccién con k£ = 2 en (1) para las variables Y X; y Xg41.
i=1



En efecto al aplicar la hipétesis con j = k + 1 se obtiene:

k k

k k
IE [XkH(Z Xi)] =IE (Z XiXk+1) =Y IE(X;Xpy1) = Y IB(X;) - IB(Xpy1)

=1 =1 =1

Por lo tanto, como la esperanza es lineal:

k k k
IE [Xk+1(z Xi)] = IE(Xg41) - ZIE(Xi) = IE(Xg41) - IE (Z Xi)

=1 =1 =1

Aplicando la induccién con k = 2 probamos que:

k+1 k
1% (Z XZ-> =V (Z Xi> + V(Xpt1)

i=1
k+1 k+1
=V (Z XZ-> = V(Xy)
i=1 i=1

Observacién: La hipétesis inicial es equivalente a COV (X;, X;) =0 Vi # j. Este resul-
n n
tado prueba en particular que V (Z XZ-> = > V(X;) cuando los X; son independientes.

En palabras se ha probado que la varianza de la suma es la suma de las varianzas cuando
las covarianzas son nulas. ; Serd cierta la reciproca ?.

Problema V.1.6

Sean X1, ..., Xpm, Y1, ..., Y, variables aleatorias tales que:

VX;)) =1 Vie{l,..,m} V(Y;))=1 Vje{l,..,n}
p(X;,Y;)=ps Vie{l,..,m} Vje{l,..n}
p(Xi, X;) =p1 Vi,je{l,..,m}
p(Y;,Y;) = p2 Vi, je€{l,..,n}

m n
Sean U = > X; yW = Y; muesire que:
i=1 j=1

Vmnps

U, W) = V14 (m—1)p1y/14 (n—1)p;




Solucion:

Recordemos que p(X,Y) = %

Con COV(X,Y)=IE[(X —IE(X))(Y —IE(Y))]
Que se denominan coeficiente de correlacién y covarianza respectivamente.

Como la covarianza es bilineal tendremos que:

COV(U,W) = COV ixi,iyj - izn:COV(Xi, Y;)=m-n-ps
j=1

i=1 =1 j=1

Al calcular ahora la varianza de U obtenemos:

vV{U)=V (in> =V (Xl +2m:Xi>
=V(X))+V (iXJ - 200V (Xl,zm:Xi)

=2

SVU)=V (ix) +1- 2§:COV(X1,XZ-) =V (ix) +1-2(m—1)p

En consecuencia:

1% (iXZ> =1 —2(’)’)’1,— 1)p1+V (iXZ>

i=2
m
=1-2m—1p1+1-2(m—-2)p +V (ZXJ
i=3
Iterando esta recurrencia se obtiene:

m

V(U)=m—2plz(m—i)=m—2p1

=1

m(m — 1

=L 1~ (m - ]

Al utilizar el mismo razonamiento con W se tiene que:
V(W) =n[l - (n—1)p]

Al reemplazar todos los resultados en la férmula de la correlacion:
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mnps vmnps
vmny/1—(n—1)p24/1 — (m —1)p; \/1—n—102\/1— m—1)p

p(U W) =

Observacion: Lo tnico que se necesita para resolver el problema anterior es conocer las
propiedades béasicas de la esperanza y la varianza, ya que todas las demads propiedades
se deducen directamente de ellas.

Problema V.1.7

Sea X una v.a. tal que E(X?) < +o0, demostrar que:
(a) X tiene esperanza y varianza finita.

(b) (Ve > 0): P[|X — E(X)| >¢] < YF).
Solucion:
(a) Para demostrar que X tiene esperanza es necesario y suficiente demostrar que |X|
tiene esperanza.
En efecto, como (Vt € IR) : |t| < 1 + ¢2 obtenemos que:
| X| <1+ X?
de donde como E(1) =1 < +oc y E(X?) < 400 concluimos que:

0<E(X|)<E(1+X?=EQ1)+E(X? <400

i.e. |X]| tiene esperanza finita .Para verificar que también X tiene varianza finita,
basta notar que:

(X -EX))’=X?-2E(X) - X +[E(X)]?
luego como 0 < F(X?) < 400y —00 < E(X) < +00, concluimos que:

X)X + [E(X)P]

= E(X?) - EQ2E(X)- X) + E(E(X)]?)
= E(X?) - 2E(X) - E(X) + [E(X))
= E(X?) - [E(X)]?

y por lo tanto V(X) < +oc. Como por otro lado siempre V(X) > 0 concluimos que
X tiene varianza finita.



(b) En efecto, denotando por (£2,.A, P) el espacio probabilistico donde se encuentra
definida X es claro que

A ={weQ: |X(w)— E(X)| > ¢}
es un conjunto medible i.e. A, € A. Claramente

Vwe A): e<|X(w) - E(X)|

(Vw ¢ A): 0< |[X(w) — E(X)|

Luego
(VweQ): ely (w) < |X(w)— E(X)]

y por lo tanto
(Vw e Q): %1y, (w) < | X(w)— E(X)|?

De la monotonia y linealidad de la esperanza, obtenemos que:
e’E(la,) < E(|X - E(X)?) = V(X)

i.e.

0 equivalentemente

lo que demuestra (b).

Problema V.1.8

Sea (2, A, P) un espacio probabilistico e Y, X1, ..., X, v.a. de esperanza y varianza finita.
Considere el problema

(P)  min V(Y_;aiXi)

(a1, ..., ) € R"

Se pide que:



(a) Demuestre que si (af,...,al) es solucion de (P) entonces el vector (of*,...,o0%)

n
donde of* =EY - > oiX;) y (Mi=1,..,n):af* :=af es solucidn de
=1

7

n
(P*) min V(Y —ap— Zl a; X
=

n
=1
(b) Demuestre que si la matriz A = [cov(X;, X;)] 1<i<n es definida positiva entonces

<] <n
(P*) tiene solucidn.

Solucion:

(a) En efecto si (af, ...,a) € IR"™ es solucién de (P) entonces

(V(Oﬁl, ,ozn) € Rn : ZOZ*X < V — iazXz) (1)

pero

n n
N X)) =V =D of*X) =V(Y —op” Z S )
i=1 i=1

luego de (1) obtenemos que

n
(V(ag, ..., ) € R™HY —op” Za**X ) < V(Y — Zain

n
= V(Y— Qg — ZCVZX
=1

Para concluir que (og*, ..., a*) es solucién de (P*) basta verificar que (ag*, ..., @ *)
satisface las restricciones de (P*), lo que es directo pues

n n n n
E(ey+Y o X)) = of +EQ o X)) =EY =Y o X)) + B a}*X;)
i=1 i=1 i=1 i=1

—EQ_ o Xi) + EQ_o"Xs) = E(Y)

(2)
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(b) Basta demostrar que si A es definida positiva, entonces el problema (P) tiene
solucién, lo que por (a) nos permitird concluir que (P*) tiene solucién.

En efecto, dado (a1, ...,ap) € IR™ se tiene que:
n n n
VY =) aiXi) =V(Y) + Vo Xi) — 2co0(Y, ) i X;)
=1 =1 =1

n n n
= V(Y) + CO'U(Z oziXi, Z CV]'X]') -2 Z CVZ'CO’U(Y, Xz)
i=1 j=1

=1

n n
=V(Y)+ Z a;aicov(X;, Xj) — 2Zaicov(Y, X;)

3,7=1 =1
luego (P) se escribe de manera equivalente como
n n
(Py) Iglllln V(YY) + Z a;ojeov(X;, Xj) — 2 Z a;cov(Y, X;)
3,7=1 =1
(a1, .y ap) € IR™
que a su vez es equivalente al problema

) 1 n n
(P2) min 3 Z a;acov(X;, Xj) — Zaicov(Y, X;)

3,7=1 =1
(a1, ...,an) € IR™

Al definir entonces el vector b7 := [cov(Y, X;), ..., cov(Y, X,,)] vemos que (%) se
reescribe como .
(P2) min —aT Ao — bl
s.a. 2
ac€R"

De la equivalencia entre los problemas (P), (P1) y (P2) bastard demostrar que (Ps)
tiene solucion si A es d.p .
En efecto como la funcién f : IR™ — IR definida por f(a) := ;a7 Aa — bTa es de
clase C2en IR" y (Va € IR™) : Hy(a) = A es d.p. , concluimos que f es una funcién
convexa luego

o es minimo de f siysolosi Vf(a*)=0

lo que a su vez es equivalente a
Aa® =b

11



Vemos asi que para que (P;) tenga solucién es suficiente que la ecuacién Aa* = b
también tenga, lo que es directo pues la matriz A es d.p., y por lo tanto invertible.

Asi hemos demostrado que (P») tiene solucién y por lo tanto de las equivalencias
mostradas, junto con lo hecho en (a) concluimos que (P*) tiene solucién.

Antes de terminar notemos que la matriz A € IR™*" siempre es s.d.p. .En efecto,
dado a = (ay, ..., an) € IR"™ se tiene que:

n n
aTA, = E aiajcov(Xi,Xj)=E aig cov(X;, a; X g a;cov( Z,g a; X

',j—l i=1
= Z cov(; X, Za] = cov( iaiXi, ianj) = V(Z a; X;) >
=1

y por lo tanto (Vo € IR™) : oT Aa > 0, es decir, A es matriz s.d.p .

Problema V.1.9

(a) Sean ai,...,an € R y X1, ..., Xpn, v.a. independientes tales que
Vi=1,...,n):E(Xy)=p, V(X;) =0? < +o0

n
Determine E(U),V(U) donde U es la v.a. definida por U := ), a; X;
i=1
(b) Sean{a;j:i=1,...,n, j=1,..,n} CIR y Xy,..., X, v.a. independientes tales que

n
Determine E(Z),V(Z) donde Z es la v.a definida por Z := Y, a;;X;X;.
3,j=1

Solucion:

(a) De la linealidad de la esperanza obtenemos que:

- ZaiE(Xi) = Zai p= N(Zai)

Ademais

V(U) = cov(U,U) = cov( i i Zcov aZXZ,Za]

n
—E a;cov( Z,g a; X g aza]cov (Xs, X;)

(a1)

12



Dado que Xj, ..., X;, son variables aleatorias independientes se tiene que si ¢ # j
entonces cov(X;, X;) = 0, luego de (al) obtenemos que:

V(U) = Z aZcov(X;, X;) = Z a?V(X;) = 02(2 a?)

Del hecho que X7, ..., X,, son v.a. independientes de esperanza finita sale que si i # j
entonces E(X; - X;) = E(X;) - E(X;) =0, luego

n n n
E(Z)= ) aiE(XiX;) = ) ai; E(XiX;) + ) ay;E(XiX;)
i,j:]_ 1,;:]:=jl z;‘;zjl (bl)

n
=> axE(X])
=1

Dado i € {1, ...,n} como X es v.a con esperanza entonces V(X;) = E(X2)-[E(X;)]?
y por lo tanto E(X?) = 2, de donde por (bl) obtenemos que:

E(Z) = 0'2 (Z aii)

Por otro lado, como Z es v.a con esperanza se tiene que V(Z) = E(Z?) — [E(Z)]2
Pero

E(Z%) = E[(D 0 XiX;) - (D apgXpX)| = B[ D 0ijapg XiX; X, X,]

i,j=1 p,q= ,3,0,9=1
n n
= § : aijapg B (Xi X XpXg) = E , aijap B (Xi X;XpXg)
-7.7 3 =1 i,5,p,g=1
“IPd {i7p.a}]=1
n n
+ § : aijapg B (XiX;XpXy) + E , aijapg B (Xi X XpXy)
%,5,p,q=1 ©,5,p,q=1
{%,5,p,a}|=2 {%,5,p,a}|1 >3
(b2)

Dados 4, ,p,q € {1, ...,n} se tiene que:
(b3) |{Z:a.7:apa Q}| =1= E(XinXPXQ)

(b9)  [i.gp g} =2= E(X;X;X,X,) = o*
(b5) |{7’7.77p7 Q}| Z 3= E(XZX]XPXQ) =

En efecto, si |[{i,4,p,q}| =1=14i=j=p=qluego B(X;X;X,X,) = BE(X}) =14,
lo que demuestra (b3). Si |{%, 7, p,q}| = 2 entonces Ik, r € {1,...,n} tales que k # r

13



e {i,4,p,q4} = {k,r} luego E(X;X;X,X,) = E(X?X?), como k # r y X, X, son
v.a independientes entonces E(X;X;XpX,) = E(X2)E(X?2) = 0% -0? = 0%, lo que
prueba (b4). Si |{7,j,p,q}| > 3 entonces al menos uno de los indices i, j,p,q es
distinto de los otros tres; no hay pérdida de generalidad en suponer ¢ # 7,7 # p e
i # ¢, en cuyo caso como X1, ..., X, son independientes se tendrd que X;, X; X, X,
son independientes, luego F(X;X;X,X,;) = E(X;)E(X;X,X,) =0, lo que demues-
tra (b5).

De la igualdad en (b2) junto a (b3), (b4) y (b5) obtenemos que:

n n
2 4 4
E(Z*) =T g AijOpg | +0 g Qij0pg
©,J,p,g=1 ©,J,p,q=1
[{4,4,p,qa} =1 {4,4,p,qa} =2
n n
4 2 4
=T g a; | +o g Q;j0pgq
=1 i,J,P,g=1

de donde

2
n n n
V(Z) = 7'4 (Z ai) + 0'4 Z AijQpqg | — 0'4 (Z aii>
=1

©,J,p,q=1
[{¢.4.,p,q} =2

Problema V.1.10

Sean X1, ..., X, v.a. independientes tales que para cierto p € IR se tiene que:

E(Xij—p =0, E[(X; —p)? =0% < +o00
B(Xi—pP®l=v" |,  E[(Xi—p)f=1"<+o0

Se definen las v.a.

Sz = i(XZ _X)2
Determine E(X),V(X), E(S?%).

Solucion:

14



Dado que (Vi =1,...,n) : E(X; — p) = 0, resulta que:

Vi=1,.,n): E(Xy)=p , V(X;) =02

_ n
Del problema anterior si definimos (Vi =1,...,n): a; = %, como X = ) a;X; se deduce

que: =t
E(X)=p (Zai) =K
VE) =Y ad) =

Por otro lado, al definir (Vi =1,...,n) : Y; = X; — p se tiene que:

(1) Y1,...,Y, son v.a. independientes
2) (Vi=1,.,n): EY)=0, VVi)=0?><+o00 y EF}=7*<+c0

Ademsis

n n n 2
1 _ 1 1
52:n_lz[(Xz—u)—(X—u)]2=n_1Z YZ_EZ(X]_N)
i=1 i=1 7j=1
1 <« 1 < : 1 —|n-1 |
== |Yi- > Yi| =—=> N+ Y
i=1 j=1 i=1 Jj=

n—1 -
luego definiendo (Vi,j € {1,...,n}) : b;; = { 7 7; ? obtenemos que:
n

, 1F
2
n 1 n n n
LS b= 3 S S
i=1 | j=1 i=1 | j=1 k=1
n n n
1 Z bzy zk:Y Yk: — ’I’L—l Z (Z bzybzk> YYk:
i=1 j,k=1 3,k=1 \i=1
n
Por lo tanto al definir (Vj,k € {1,...,n}) : ajx = Y bi;bix , vemos que
=1
jk=1

15



De (1) y (2), junto al problema anteriormente desarrollado se obtiene que:

1 n o2 n
. Y apYsYs | = — (;au)

jk=1

E(S%) =

pero dado i € {1,...,n} como

n n
n—1% n-1 n—1)n n—1
aii=zbeibzz‘=bfi+2b§i=( n2) + _ n2) _ ! - )
=1 £=1

t£i

concluimos que:

Problema V.1.11

Una variable aleatoria X se dice positiva si, IP(X € IR,) = 1. Sean X1, ..., X, variables
aleatorias idénticamente distribuidas y positivas. Sin importar cual sea su distribucion
muestre que:

X
IE <1+—+Xk> _k
X1++Xn mn

Solucion:

Definamos las variables Y; como:

X,
Y, = - Vie{l,..,n}

n
> X;
J=1

Siendo las variables aleatorias X; positivas podemos asegurar que las variables aleatorias

Y; toman valores solo en [0, 1]. En principio, como son variables aleatorias, esto no tiene

mucho sentido. Sin embargo esto quiere decir que IP(Y; € [0,1]) =1 Vi € {1,...,n}.
n

Para ver esto basta notar que IP(0 < X; < ) X;) = 1.
i=1

Esto asegura que IE(Y;) < oo Vi=1,..,n.

16



Como las variables X; tienen todas igual distribucioén,
= IE(X;) = IE(X;) Vi,je€{l,..,n}
Esto excluyendo el caso en que la esperanza de los X; no este definida..

Del mismo modo:
IE(YY;) = IE(Y;) Vi, j € {1,...,n}

n

En el sentido de probabilidades ) Y; = 1, puesto que solo es falso cuando el divisor es
=1

0 y esto tiene probabilidad 0.

Como la esperanza es lineal se tendra:

n-IE(Y;))=1 Vi=1,..,n.
En consecuencia:

k
Xi+ .+ Xp, k
IEF\ ———m— ) = IE(Y;) = —

<X1+...+Xn> ; (¥) n

Observacion: Lo sorprendente del resultado es el hecho que el valor de esa esperanza no
dependa de la distribucién de los X;. Sin embargo esto no es tan sorprendente puesto que
se estd considerando un cuociente de estas variables aleatorias. Las técnicas utilizadas
para resolver el problema introducen la generalizacién de pertenencia a un conjunto de
un nimero real para una variable aleatoria, esto es que la probabilidad de que la variable
esté en ese conjunto es 1.

V.2 Esperanza y Varianza de Variables Aleatorias Discretas

Problema V.2.1

Considere el juego siquiente. Un jugador lanza una moneda hasta que sale cara, si salio

cara en la etapa n entonces obtiene un beneficio de n?. Calcule el valor esperado del

beneficio del juego.
Solucién:
El espacio muestral serd = [0,1]™" con la o-algebra de los cilindros.

Dado w = (wp)nemw=* € 2, w; = 0 significa salié sello en la etapa i mientras que w; = 1
significa que salié cara en la etapa 3.

SeaAlz{WGQ/wlzl}
Akz{wEQ/wizo Vi < k wkzl} Vk > 2
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Es claro que:

IP(Ay) = (3)¥ por lo tanto el valor esperado serd Y k?(3)"
k>1

Sea S, = Y k2-rFcon0<r<1
k>1

Unos sencillos calculos:

_ d d d -
er-k-rk =7 k%(rk)=r%(2k-rk)=r%(r2k-rk o)

k>1 k>1 k>1 k>1

Sabemos que Y k -7kl (1_1T)2.

k>1
Por lo tanto S, = r2 [(1_”T)2] - T(l_r%itf;‘fl_”
Finalmente se concluye que:
r r(1+7r)

Sy = 1—7)+2r]=

Tl Q-2

Evaluando para el valor r = 1

STZW §)22=6

e -G

Observacion: La unica dificultad de este problema consiste en el cilculo de la sumatoria
que es un ejercicio clasico cuya deduccién se basa en intercambiar un limite de sumatoria
con uno de derivada.

Problema V.2.2

Se tiene una urna que contiene N bolas numeradas de 1 a N respectivamente. Se sacan
n bolas de la wrna (n < N) y se ve el valor mdzimo de las n bolas.

Encuentre la distribucion de la variable aleatoria que toma el valor de dicho mdximo y
su valor esperado.

Solucion:

Sea X la variable aleatoria a examinar. Es claro que el soporte de esta variable aleatoria
es {n, ..., N} ya que con n bolas es imposible sacar menos que n.

Para que el valor méximo obtenido sea n hay que obtener las bolas (1,2,...,n) que se
pueden mezclar de n! maneras.

18



El ntmero total de configuraciones posibles de las n bolas es:
N-(N-1)-...- (N - )= ——
(V=1 (N =nt ) = s

Entonces: IP(X =n) = W = _1_

De ahora en adelante no consideraremos las permutaciones, es decir nos preocuparemos
de cuantos grupos distintos podemos lograr y no del orden al interior de cada grupo.

Siguiendo el mismo tipo de razonamiento. X = n+ 1 significa obtener la bola (n+1) en
alguna de las n extracciones y las (n — 1) bolas restantes deben pertenecer a (1,2, ...,n)
esto es (") grupos posibles.

(nr—Ll)
N
(a)
Del mismo modo, IP(X = n + 2) significa obtener la bola (n + 2) en alguna de las n

extracciones y el resto en (1,2,...,n+ 1)
Por lo tanto:

=IPX=n+1)=

(nth)
IP(X =n+2) = -2
(n)
En general:
(n+k:—1)
IP(X=n+k)=-"2"conke{0,..,N—-n}

()

En particular esto prueba que:

Como n+k (n+k:—1) — (n+k:)

n n—1



Usando (*) cambiando n por n + 1 obtenemos

N—(n+1)

n+1+k—-1 N .
Z = siempre que n < N
= n+1-—-1 n+1

Nl (n—i—k) ( N )
= =
— n n—+1

G)meo=n|(20) < (V5 =16 2) + (5]

Si N = n solo hay un valor que es N luego en ese caso IE(X) = N.
Para los demdas valores de n:
T N N
+
L G)
[ N! n!(N — n)! n N! n!(N — n)!
=n .
| (n+1I(N-n-1)! N! (N —n)n! N!
[N — N+1
=n " = nN+1) (Sirve atn con N = n)
| n+1 (n+1)

Luego lE(X):"(nNi_:il) si0<n<N.

Problema V.2.3

Una v.a. X se dice que tiene ley Poisson de pardmetro A > 0, lo que se anota X ~ P())
st

)\k
(Vk € IN) : P[X = k] = e_)‘ﬁ
Demostrar que E(X) =X y V(X) = A.
Solucion:
La v.a. X es discreta, pues IN es numerable y
TR A X A
P X e N]= Z P[X=k]=Ze_)‘ﬁ=e_)‘Zﬁ =e i et=1
kelN k=0 ) k=0



Luego

= X ke —Wﬂ X kAR
E(X):=) kPIX =k =) —" Z
k=0 k=0
o= = )‘k ' o= Ak -2 A
Z Z i Ae et = A
k=0
Como X es v.a. con esperanza finita, entonces:
V(X) = E(X?) - [E(X)]* = BE(X?) - \? (1)
Finalmente
)\ AF+1
2,-A0 _ o= o>
Z k2e Z ko Z (k+ 1)~

+C>Ok

—*Z k1) _)\Zk —A +)\ —*Z -
= AE(X )+)\e_)‘-e =)\2+)\
y por lo tanto de (1) concluimos que:

VX)=A+A-A2 =\

Problema V.2.4

Una v.a. X se dice binomial de pardmetro (n,p) lo que se anota X ~ B(n,p) conn € IN
yp€[0,1] si

(Vk € {0,...,n}): P[X = k] = (Z)pk(l e
Demuestre que FE(X)=np yV(X)=mnpq dondeq:=1—p.

Solucion:

Notemos que X es v.a. discrecta pues el conjunto {0, ...,n} es finito y

PIX € (0] = S PIX =K =3 (3 )pH = * = o+ (L-p)" =1
k=0



Sabemos que entonces

n
Definamos la funcién f : IR — IR por f(#) := (1+6)" = kE_:O (1)6%. Es claro que

F'(0) =

k

(R)k0F~1 =n(1+6)"1, y por lo tanto

n
=1

E(X)=(1-p"(-—) - f(-2)=(1 —p)“(%) R

Por otro lado, como X es v.a. con esperanza finita entonces
V(X) = E(X?) - [E(X)]* = E(X?) - n’p’ (1)

pero

como f"(8) = n(n —1)(1 — )" 2 de lo anterior concluimos que:

B(X) =np+(1=p)" (1) -nln = D)1+ 129" = mp+ pn(n — 1)

y por lo tanto de (1) obtenemos que:
V(X) =np+p*n(n —1) — n?p® = np — np? = np(1 — p) = npq
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Problema V.2.5

Se dispone de N dados equilibrados que se lanzan simultdineamente de manera indepen-
diente. Cuando algin dado sale 6 se deja fijo y se prosigue con los que todavia no han
salido 6. El juego finaliza cuando todos los dados estan en 6.

Calcule:

(1) Probabilidad de haber obtenido 6, en cada uno de los dados, en k lanzamientos.

(2) Valor esperado de terminar el juego. Fvalue completamente en los casos N =1,2,3.

Solucion:

(1) El espacio muestral seré:

Tim
Q= (fm)mew/fm = € {1, ...,b}N Tom =0 = Tpm' =b Ym' >m

TNm

El vector Z,, representa los resultados de los N dados obtenidos en el m-ésimo lanza-
miento. Imponemos ademas que si un dado sale 6 en alguna etapa m se queda en 6 de
ahi en adelante.

Como siempre en estos casos consideramos F = “cilindros de 2”. Asumimos indepen-
dencia entre las coordenadas de 7, y entre Z,, y Zpyr VYm #m/'.
El suceso buscado es:

6
Ak: $EQ/£}¢: /\EI’I’LIG{].,...,N} xn’k—l#G
6
Es decir Ay = “Todos los dados estan en 6 en la etapa k, y al menos 1 distinto de 6 en

kE—17.
Llamemos A% = {:E € Q/wzk =6 A z0-1) # 6} coni € {1, ...,N}.

En palabras, A = “El dado 4 salié 6 en la etapa k por primera vez”

Por independencia entre lanzamientos:

PA) = (M ¢

Para que ocurra A algin dado debe salir 6 por primera vez en el lanzamiento k. Hay

i dados con ¢ € {1,..., N} que pueden salir 6 por primera vez en k. Cuando fijo este 4,
N

puedo escoger (Z ) maneras de repartir cuales seran los dados que saldran 6. Sin importar
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cuales sean estos la probabilidad sera igual por lo que la calcularemos para los primeros
1, luego combinamos y finalmente sumamos.

Entonces definimos los conjuntos B,ic como:
k—1 k—1
ALN (U A%) N..N (U Aﬁ) = B}
m=1 m=1

k-1 k-1
Ain..nALN (U Af:{1> N..n (U Aﬁ) = Bl
m=1

m=1

Apn..NAY = BY
La probabilidad de estos nuevos conjuntos es:

pado e (1,8 = (54 @™) @]

m=1

ran=(0)"[505E@))

Utilizando el teorema del Binomio de Newton:

==+ -0
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(2) El valor esperado sera:

Swren -3 (Ve (8- ()

ST 207

N
Recordando que: Y krf = ﬁ si 0<r<l1
m=1

R o e A e
mXijl (M)eom |

(3) Al evaluar la férmula obtenida en (2).

_ 1
=1 ap=
2 2 o)
(N =2) (1) (1_1%) + (2) [%21_1] =2.6— (363—625) = % = 8.72
3 3 3 3 ]
WN=3)  (})-6-()E+ () @i =181 + 57 = 10.555444

FUENTE : EDUCATED GUESSING
SAMUEL KOTZ, DONNA F. STROUP

Problema V.2.6

Se lanzan 3 dados de 6 lados de manera independiente, a continuacion se ordenan de
mayor a Mmenor.
Sea X = (X(l),X(2), X(3)) el vector de resultados.

(1) Calcule la funcion de distribucion de X .

(2) Las funciones marginales de X (1), X(2), X(3)

(3) sSon X(1y, X(2), X (3) independientes?

((4) Calcule IE(X), ;(IE(X (1)), IE(X(2)), [E(X(3))) = IE(X)?

Solucion:
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(1) Los resultados posibles al lanzar 3 dados son 6% = 216.

Como el experimento consiste en lanzarlos al azar de manera independiente es razonable
suponer que cualquier configuracién (ki, k2, k3) tiene igual probabilidad que debers ser

igual a 216

Sin embargo, los resultados posibles una vez que se han ordenado de mayor a menor
seran:

(kl, ks, k3) € {1, ...,6}3 tales que k1 > ko > k3 [0]
Este serd el soporte de la distribucién conjunta de los dados.

Suponiendo que se tiene un trio de valores obtenidos ya ordenados de mayor a menor, la
pregunta es, ; Cuantos resultados no ordenados dan ese resultado al ser ordenados 7. Si
la respuesta fuese la misma para cualquier trio entonces también esta distribucion seria
equiprobable, obviamente no es asi.

Ahora particionaremos el soporte (0) en tres conjuntos donde el valor anterior es con-
stante.

Si (k1 =ke=ks) [1] = Hay un solo resultado posible.
Si(ky =ky#ksVks=ks#kyVky=ks# k1) [2] = Hay tres resultados posibles.
Si (k1 # ko # k3) [3] = Hay seis resultados posibles.

En consecuencia la distribucién conjunta sera:

1/216 i [1] A [0]

3/216 2/A [0
IP[X = (k1, ko, k3)] = 6?216 si H A0 % %

0 si ~ [0]

(2) Para obtener la marginal de X (1) a partir de la conjunta sumamos sobre todos los
valores de ko y k3.

IP[X ) = k1] = Z Z IP[X = (k1, k2, k3)] = Z Z = (k1, k2, k3)]
ka—=1ks=1 ks—1 ks =k

Si (kl > 2)
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ki—1 k1

- Z Z = (k1, k2, k3)] + IP[X = (1, k1, k1)]
ko=1ks=
ki1—1 k1—1 ki—1
~ 216 * Z Z = (k1. k2, ks)] + Z IP[X = (k1, k2, F1)]
k2 1](:3 k:2 1
k1—2 ki—1 ki—1
3(k1 —1)
_ Bk + Y > IP[X = (ky, ke ks)]+ Y IP[X = (K, k2, k2))]
ko=1ko=ko+1 ko=1
k1—2
_ [6(k1—1) +1]
- 516 + 376 I;::l (k1 —1—ky—141)
. 6(ki—1)+ 1] (ky — 1)

6(ki = 1) +1 , 6(ky—2) (b1 =1)
216 216 2

ki — 1)[6 + 3(k1 — 2)] + 1]

216[(

Se verifica que la férmula anterior sirve aun cuando k; vale 1 o 2. Resumimos la proba-
bilidad marginal en la siguiente tabla.

IP
1/216
7/216
19/216
37/216
61/216
91/216

= S T IR R oy

De manera analoga para calcular la marginal de X 3):

IP[X(3) = ks] = Z le = (k1, k2, ks)] = Z le = (K1, k2, k3)]

ki=1ks=1 =ks k3=1
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Si (kz < 6)

= Z Z P kl,kz,k3 ]+ Z Pil? - (k27k27k3)]

=ko+1ks=1 ks=1
=gtk — D+ g6+ Z Z IPIX = (ky ko, ka)] + Y IP[X
=ka+1ks=1 ki=ks+1
_3%r—D+1+3@—kg 6
= 216 + 216(k2 1)(6 — k2)
1
916 [16 + 6(k2 )(6 — k2)]

La distribucién marginal sera:

™
N

IP
16/216
40/216
52/216
52/216
40/216
16/216

Oy Ok W N =

Finalmente para calcular la distribucién marginal de X 3).

6 6
P[X('g) = k3] = kzk kzk P[X = (kla k27 k3)]
1=K3 kK2=FK1

6

j{: j{: = (kv ko k) + S IPIX = (kg ka, kg)]

ki=ks+1ko= ko=ks
1 3 6
4+ = (6— = (k1, k2, k IP[X
=516 T 2160 ) * j{: j{: vhyka)l+ D 1P
ki=ks+1ko=k1+1 k1=ks+1
6(6 — k3) + 1 > 6
= = - 6 — ki) —r
216 * j{: ( 1)216
ki=ks+1
6@—k@+1+3&5—%)—330+3%“@+D
o 216 216

28
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Por lo tanto la distribucién marginal de X3y es:

™
w

IP
91/216
61/216
37/216
19/216
7/216
1/216

Oy Ok W N =

(3) Basta ver que:
IP[X ) =1, X(2) = 2, X(3) = 3] # IP[X (1) = 1]IP[X2) = 2]IP[X(3) = 3]
Para probar que no son independientes, lo cual es evidente sin mayores cdlculos.

(4)
_1+42-43-19+4-37+5-61+6-91

IE(X ) = 516 = 4,95833
14+2-61+3-37+4-19+5-7+6-1
(X)) = LT 20613 37;6 T5 7461y hia16s
IE(X(5) = 3,5

Por definicién: ] ]
EX)=>Y > Y X-IP[X = (k,ks,ks)]
k1=1ko=k1 ks=k2

= IE(X) = (IE(Xq)), [E(X(3)), [E(X(3)))

Observacion:

El método utilizado para resolver este problema no es el mas corto posible. Hay técnicas
clasicas para calcular la distribucion de los denominados, estadisticos de orden, que
requieren menos calculos, pero son mias dificiles de digerir. El objetivo de resolver el
problema de esta manera es practicar el manejo de sumatorias iteradas que son muy
utilizadas en el calculo de probabilidades.

Problema V.2.7

Dos personas X eY disponen de x ey monedas respectivamente, que apuestan de una en
una en el siguiente juego. Cada jugador lanza una de sus monedas, si salen caras distintas
el que saca cara se lleva ambas monedas, si no es empate y se sigue jugando hasta que
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uno de los dos pierde todas sus monedas. Calcule el valor esperado de lanzamientos hasta
que alguno pierda cuando (x,y) vale (1,1) (2,1) (1,2) y (2,2).

Solucion:

Sea E(z,y) el valor buscado. El espacio muestral asociado al experimento es,
Ql = {(Ca C)a (Sa 3)7 (Sa C)a (Ca 3)} Q= va F = “cilindros de QH

Para calcular F(1,1), definamos el suceso Ay como: Ay = “ X pierde en la etapa &k ”

k—1
= A, = ® {(c,¢), (s,9)} x (s,¢)

Por independencia entre lanzamientos la probabilidad de que ocurra esto es:

IP(Ag) = (%)k_l i

Debido a que la probabilidad de obtener cara es igual a la probabilidad de obtener sello
se tiene que:

By, =“Y pierde en la etapa k” tiene probabilidad, IP(By) = IP(Ag)

En consecuencia el valor esperado sera:

E(l,l):gk.ﬂD(AkUBk) =g:1k (%)k_1%=g (%)k_lk

Recordemos que:

00 N d d N d N
k=1 _ 1 Gk i 2 k) _ ¢ : k
O<r<tm ) b= ) o) z&ﬂﬂww(?) dr(zvliﬂooD)

k=1 k=

[y

1
E(1,1)==--4=2
2
Para calcular E(2, 1), utilizamos las mismas definiciones para Ay, y By, pero los elementos
de Ax han cambiado en consecuencia la probabilidad que X pierda ha cambiado. De

hecho no puede quebrar a la primera.

k—1 ,i—1 k—1—4
A = U ( {(c,¢),(s,9)} x (s,¢) x ® {(c,¢),(s,8)} x (s, c))
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Entonces la probabilidad que X gane ahora es:

o= £ ()7 () -0 ()76

La probabilidad de que Y pierda en la etapa k no ha cambiado por lo que tenemos:

o0

E(2,1)=1P(Bl)+ZklP(AkUBk)=§:k[(i) (k_l)%k_l-l-%k_zi +i
k=2 k=2

B 111 o0 . . 1 k-2 e} . 1 k-1 1

=1 zkzzz(‘)@ 2 () |+

S} L > d Sy d > 1) d 1 . 2
2 HE- D=0 k0 >—%(Z’”k )‘%(W‘l)‘a—m

k=2 k=2

Nuevamente al utilizar este resultado con r = %

1
E(2,1):4—2-43+1=9

Como la moneda es equilibrada las posibilidades de X y de Y son iguales si tienen el
mismo nimero de monedas, esto asegura que:

E(z,y) = E(y,z) Vz,y€ IN=E(1,2)=9
Para calcular F(2,2) notamos que By, ahora es igual al anterior conjunto Ag.

o0

E(2,2)=) 2k(k—1) (%)k_z (i)z = % -2-4% =16

k=2
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Observacion:

Veamos como se podria calcular F(z,y) para los demés valores de z e y.
Dado que X tiene x e Y tiene y una vez que se juega una vez, pueden ocurrir 3 cosas:

(1) X pierde = X tiene z — 1 e Y tiene y + 1 con probabilidad ;
(2) X gana = X tiene x4+ 1 e Y tiene y — 1 con probabilidad %
(3) X,Y empatan = X tiene z e Y tiene y con probabilidad 3

Lo anterior permite plantear una recurrencia entre E(x,y), E(z+1,y—1)y E(z—1,y+1)
con miras a una férmula general.

V.3 Esperanza y Varianza de Variables Aleatorias Absolutamente Continuas

Problema V.3.1

Sean X,Y wvariables aleatorias con densidad conjunta

- {9 vsegys

(a) Calcule las densidades marginales de X e Y.

(b) Calcule IE(XY).
(c) :Son X eY independientes ?. Justifique su respuesta.

Solucion:

(a) Por definicién:

y=x

1
2 =
x@) = [ Frortotn =2 (ay+ %) 7

1 2
=2<$+§>—2<$2+%>=—3$2+2$+1 0<z<1)

Tr=y

=0

fr(y) = /yfxy(w,y)dx =2 (%2 +yz>

2
=2(%+y2)—2-0=3y2 (0<y<1)
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(b) Nuevamente por definicién:

1y 1 y
//yfxywydwd =/y/2x + zy)dxdy
0 0 0

1
3 x?y\ v 2
-2——‘d= Syt d
(3+2)0y/(3y+y)y
0
y‘ 1
5 3

(c) No son independientes pues fx(z) - fy(y) # fxv(z,y).

I
—
@

OOICJ‘!O

A priori no es posible que las variables X e Y fuesen independientes puesto que hay
dependencia de ambas variables con respecto al dominio de la densidad conjunta, y las
marginales no pueden depender de la otra variable.

Problema V.3.2

Una v.a. X se dice que tiene ley exponencial de pardmetro A > 0, lo que se anota
X ~e()) si tiene funcidn de densidad

(Vz € R): fx(z) = Ae 1) o0y (@)
Demuestre que E(X) = y V(X) = 55.
Solucidn:

Dado que la v.a. X tiene funcién de densidad y P[X > 0] = 1 se tiene que

400

E(X) :=/£Efx($)d$= /)\xe_)‘mdw
R 0
pero como  (ze~**) = e~ — Are™*®  entonces

-z
/)\xe—)\mdx:/e—)\mdx_/( —)\:1;) d:l?——e)\ _we—)\m:_e—)\m(i_i_x)

y por lo tanto



Al ser X v.a. con esperanza finita, sabemos que:

V(X) = E(X?) - [EX) = E(X?) — -

22
Por otro lado:
+o00 +o00
E(X?) =/w2fx(w)dw= /w2)\e_)‘md:v= — / z2(e™ ) dz
R 0 0
+ e
o0
= (—z%e™?%) + / 2ze "\ dx
0
0
luego como A > 0 entonces lim 2z2e~*® = 0 y por lo tanto
T— 400
400 400
E(X?) =2 / re~ N dy = 2 / Are~ e dr = 2E(X) _2
A A A2
0

o

De (1) obtenemos que:

Problema V.3.3

Una v.a. X se dice que tiene ley normal de media p y varianza o2, lo que se anota
X ~ N(u,0?) si tiene densidad dada por

(Ve e R): fx(z)= e~z (5)?

Se pide que:
(a) Muestre que fx es efectivamente funcion de densidad, y que
(b) BE(X) = p, V(X) = 0?

Solucion:

(a) Claramente (Vx € IR) : fx(x) > 0, luego para concluir que fx es funcién de densidad
habra que mostrar que:

a—+o00

+a
lim /fX(x)d:vz 1 (al)
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Consideremos la aplicacién lineal g : IR — IR definida por g(z) := =% entonces

resulta evidente que

+a g(a) )
2
‘v’a>0:/ x)dx = / e~ T dx
(Va>0): [ fo(o) N
g(-a)
Como lim g(a) = +ooy lim g(—a) = —oo para verificar (al) es necesario y
a——+00 a——+00
suficiente demostrar que:
+a
I L =1 (a2)
2 = a
astoo | omo Y
—«
En efecto, dado @ > 0 se tiene que:
+a 1 2 +a +a 1 o
z2 (z°+v°) (=2 +y2)
e 2dx =//—e_ 2 dydxr = //—e > d(x,y
o 5 y (@)
« —a—«a —a,ta]X[—a,+a]

Definiendo para cada r > 0 la regién
R(r) :={(z,y) € R*|2*> + > < r?}

es claro que R(a) C [~a,+a] x [~a, +a] C R(v/20) luego

2
/ —e e ;y) d(z,y) (/m_2dw S// e~ ;y)d(x,y) (a3)

R(a) R(V2a)

Mediante un cambio de variable que transforme coordenadas cartesianas en polares
se tiene que

a 2w a
22442 -2 2 o2
(Va > 0) : / %e_( ;y)d(x,y)=//%e‘7d0dr=/r6_7dr=1—6_7
R(a) 00 0
luego
_ =2+ 2+y?)

: _ : 1

dm [ e e =1y [ g e =
R(a) R(V2a)
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de donde en virtud de (a3) podemos concluir que:

+a 2
i ([ Lotar) =
111 e =
a—r—+00 \/571-
84
y por lo tanto, como (Yo > 0) f 2i d:v > 0 de la igualdad anterior obtenemos
que: -
2
lim “FTdr=v1=1

1
a——400 \/57-‘-6
—a
lo que demuestra (a2) y por lo tanto (al).

Para determinar la esperanza y varianza de la v.a. X con ley N(p,0?) nos val-
dremos de un hecho muy utilizado para éste tipo de variable. Consideremos la v.a.
Y = % que sabemos (pues o > 0) que tiene funcién de densidad dada por

1 1ioytp—py\2 1 y2
Vye IR) : =0 oy + =0 e_f(T) = e T
(Vy € IR) fr(y) :==ofx(oy+ u) Tor o

ie. Y ~ N(0,1). De la identidad
X=0Y4+pu

concluimos que si Y es v.a con esperanza entonces también lo es X y ademaés

E(X)=0E(Y)+p (b1)
V(X)=a?V(Y) (b2)
Demostraremos que E(Y) =0y que V(Y) = 1. En efecto
+o0 +o0 ) 32 o2
Y _y? . e 2 —e 2
E(Y) = dy = dy= lim —0nwnxn—=0
) / yfy(y)dy / o W=
—o0 —o0

+00 oo
v =80 = [ hwin= [ L e ay
+o0 oo +eo
:/— 7 (e_%)'dy=/ e Nay= [ Fe()dy
Vor V2w



De lo desarrollado en (a), como Y ~ N(0,1) entonces fy es funcién de densidad
luego de la dltima expresién concluimos que: V(Y) = 1. A partir de (bl) y (b2)
obtenemos que

Problema V.3.4

Sea X wvariable aleatoria con funcion de densidad

1. —a+9

f(z)=(§)w 1y>1(z) 6>0

Ademds sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria indepedienie de X .
Calcule la probabilidad de que al menos k de estas variables tomen valores menores que
2.5 sabiendo que IE(Y) =3, conY =InX.

Solucion:

Calculemos primero la distribucién de ¥ =In X

0 sie? <1
Y
Fy(y)=IPlY <y]=IPInX <y]=IP[X < e'] = f lg=+0)/0qy sier > 1
1
Esclaroque e’ <1=y<ILnl=0
¥ (—1-0+6)/0 v
0 6(—1—-6+6)/011 ev
1
Entonces:
0 y <0
Fy(y):{l_e—yH yZO
y 6—5/9

Observemos que 1 — e~ %/¢ = S 7—dx, por lo tanto es una distribucion exponencial.
0

Para poder determinar el valor del pardmetro calculemos la esperanza de Y en funcién
del pardmetro. Para esto basta integrar por partes.

o0 o0 o0
o0
IE(Y) = /0‘1ye_y/9dy= 0‘1/ye_y/9dy=ye_y/9‘0 +/e‘y/9dy
0 0 0

37



Como 0~ 1e~¥/% es funcién de densidad entonces:
0o
/0_1e_y/9dy =1
0

Esto muestra que: IE(Y)=6=0=3
Notemos que X; € [1,2.5] & In X; € [0,1n2.5].

La probabilidad de que las primeras j variables X; estén entre 1 y 2.5 y el resto fuera es
igual a:

IP1 < X; <25AN..A1<X; <25AXj41>25A . AX, > 2.5]

Como es habitual con familias i.i.d., por independencia e idéntica distribucion lo anterior
serd igual a: ‘ ‘
(IP[1 < X, < 2.5/ (IP[X; > 2.5])"

IP[1 < X; <2.5]=IP[0 <InX; <In2.5] = Fx, (In2.5) =1 — (e~ 22"

9\ /3
IP[X, >25]=1-IP[1< X, <2.5]= <5>

Definamos p = (%)1/ 3 entonces la respuesta anterior serd (1 — p)?p”~/ podemos escoger

(7;) grupos distintos de j variables para que tomen los valores entre 1 y 2.5 todos con la
probabilidad anterior por lo tanto la probabilidad pedida sera:

3 (2=t onp= (2)

§=0

Problema V.3.5

Suponga que X ~ U[0,1]. Determine los valores de t € IR tal que IE(X?) es finita.
¢ Cudles son esos valores?

Solucion:
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t+1 1

(t+1)lo

1
IE(X?) = /xtdz = sit#—1
0

1

IE(1/X) :/i—x diverge
0

Luego existe V¢ # —1 en ese caso [F(X?) = a'

s 16 = 77 con t #£ 1.

t+1

Problema V.3.6

El tiempo de funcionamiento de un satélite se modela como una variable aleatoria dis-
tribuida exponencialmente con un tiempo esperado de 1.5 anos.

Si se lanzan simultaineamente 3 satélites, ;Cudl es la probabilidad de que después de 2
anos sigan funcionando eractamente 27

Solucioén:
Sin disponer de mayor informacién es razonable suponer que hay independencia entre

los tiempos de duracién de cada satélite. La funcién de distribucién exponencial de

parametro 6 es:
Fx(z)=1—e"%/°

Como IE(X)=0=60=15=3/2.

De los 3 satélites podemos escoger 2 de (g) maneras, estos 2 serdn los que seguiran

funcionando [(g) = 3]

Sea X1, X2 una de las parejas de satelites escogida para durar, calculamos:
IP[X; > 2,Xy > 2] = IP[X; > 2] - IP[Xy > 2] = [e" /]2 = ¢ %/3
Luego la probabilidad pedida es: (3)e=%/% x 0.208.

Problema V.3.7

Sean X,Y wvariables aleatorias independientes absolutamente continuas con distribuciones

F y G respectivamente.
Calcule IE[G(X) + F(Y)], y utilice lo anterior para calcular IE[F(X)].

Solucién:
Sabemos que 3f, g integrables tales que F'(z) = [ f(t)dty G(z) = [ g(¢t)dt.
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Como X e Y son independientes = G(X) y F(Y) son independientes. Por definicién:

IBG(X) + F(Y)] = BGX)|+ BFY)) = [ c@oa+ [ Fogw

Una vez que se prueba que las integrales convergen aplicando integracién por partes se
obtiene:

[ewso +Fagu= [ LIFOcO6=FOGH]" =1-0

En consecuencia IE[G(X) + F(Y)] =1 VX,Y variables aleatorias absolutamente con-
tinuas.

Sea Y copia independiente de X = IE[2- F(X)] =1 por lo tanto IE[F(X)] = 1.

Para probar que las integrales estan bien definidas basta notar que:

/G(t)f(t)dtz /G(t)f(t)dt < sup [G(0)- /f(t)dt <1-1

Esto pues G es distribucién y f es densidad por lo tanto la integral es finita, lo mismo
ocurre con la segunda integral lo que permite manipular las integrales aplicando el teo-
rema fundamental del calculo.

Observacion:

i, Qué ocurre con X, Y variables aleatorias discretas e independientes?
Otro problema interesante es calcular la distribucién de F(X) siendo F' la funcién de
distribucién de X cuando es absolutamente continua.

V.4 Funcién Caracteristica

Problema V.4.1

Dada una v.a. X se define la funcién ¢, : IR —C (llamada funcién caracteristica de X )
por _
(Vte R): ¢x(t):= E(e"") = E[cos(tX)] + iE[sen(tX)]
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Demostrar que:
(a) px(0)=1
(b)) (Vte R): |ex(t)| <1

(c) VMt € R): ¢x(t)

px(—1)
Solucién:
En efecto de la definicién sale que
vx(0) := Elcos(0- X)] + E[sen(0- X)] = E[1]+iE[0] =1
lo que demuestra (a).

Antes de demostrar (b), recordemos que si Y es un v.a. con esperanza finita entonces
V(Y) = E(Y?) — [E(Y)]?, de donde como V(Y) > 0 obtenemos que [E(Y)]? < E(Y?).
Dado t € IR como las variables aleatorias cos(tX) y sen(tX) son acotados, en particular
tienen esperanza finita. De lo anterior sale que:

(1) {E[cos(tX)]}? < E[cos?(tX)]
(2) {E[sen(tX)]}? < E[sen?(tX)]

Al sumar (1) con (2) obtenemos que:

{E[cos(tX)]}? + {E[sen(tX)]}? < E[cos®*(tX)] + E[sen?(tX)]
= Elcos®(tX) + sen?(tX)]
=E[1]=1

y por lo tanto como |px(t)| := /{E[cos(tX)]}2+ {E[sen(tX)]}? , de la desigualdad
anterior concluimos que:
lex () <1

lo que demuestra (b).

Por otro lado, recordando que las funciones trigonométricas sen(-) y cos(-) son funciones
impar y par respectivamente, es directo que

(Vt € R) : px(t) := E[cos(tX)] — iE[sen(tX)] = E[cos(—tX)] + iE[sen(—tX)]
=: px(-t)

lo que demuestra (c).

Problema V.4.2
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Demostrar que st X e Y son variables aleatorias independientes, entonces
(V¢ € R) : x4y () = ox(t) - v (?)
Concluir que (Va,b € R)(Vt € IR) : poxyb(t) = e*Ppx(at).
Solucion:
En efecto, recordando las identidades trigonométricas:

cos(a + ) = cosacosf — senasenf3

sen(a + B) = senacosf + cosasenf3
se tiene que
(Vt € IR) : cos[t(X +Y)] = cos(tX)cos(tY) — sen(tX)sen(tY) (1)

(Vt € R) : sen[t(X +Y)] = sen(tX)cos(tY) + cos(tX)sen(tY) (2)

Por otro lado dado ¢t € IR como X e Y son independientes se tendri por ejemplo que
cos(tX), cos(tY') son idenpendientes, y por lo tanto como cos(tX) y cos(tY') son v.a. con
esperanza finita, sabemos que:

E[cos(tX)cos(tY)] = E[cos(tX)|E[cos(tY)] (3)

Anélogamente se deduce que:

E[sen(tX)sen(tY)] = E[sen(tX)]|E[sen(tY)] (4)
E[sen(tX)cos(tY)] = E[sen(tX)]|E[cos(tY)] (5)
E[cos(tX)sen(tY)] = E[cos(tX)]|E[sen(tY)] (6)

Al tomar esperanza en (1), (2) y luego usar las igualdades (3), (4), (5) y (6) se obtiene
que (Vi € IR) :

ox+v (t) := E[cos(tX)]|E[cos(tY)] — E[sen(tX)|E[sen(tY)]
+ iE[sen(tX)]|E[cos(tY)] + iE[cos(tX)]|E[sen(tY)]
= Elcos(tX)] -{ E[cos(tY)] + iE[sen(tY)] }
+ 14 E[sen(tX)] - { E[cos(tY)] + i E[sen(tY)] }
= Flcos(tX)]py (t) + iE[sen(tX)]py (¢)
= {E[cos(tX)] + iE[sen(tX)]}oy(£)
= @x(t) - v ()
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ie. (Vi€ R):oxyy(t) = ox(t) - py(t).

Destacamos que inductivamente se demuestra que si X7y, ..., X;, son variables aleatorias
independientes entonces

(Ve € R) : ox1 4.4+, (1) = ox, () - . - 0x, (1)
Demostremos ahora que dados a,b € IR
(Vt € ) : pax+b(t) = epx(at)
En efecto al definir las variables aleatorias
Xi:=aX, Xo:=0

como X5 es v.a. constante entonces es independiente de cualquier otra v.a. ,en particular
de X;. Aplicando lo recién demostrado, obtenemos que

(Vt € R) PPX 14X, (t) = ¥Xx (t) “PX, (t) (7)
Pero dado ¢ € IR es claro que

ox,(t) == Elcos(t-aX)] + iE[sen(t - aX)] = E[cos(at - X)] + iE[sen(at - X)]
=: px(at)

y ademaés
©x,(t) := Elcos(t - b)] + iE[sen(t - b)] = cos(tb) + isen(th) := €'
por lo tanto, de (7) obtenemos que

(Vt € IR) : pox45(t) = e x (at).

Problema V.4.3

Demostrar que st X,Y son v.a. y Fx,Fy son su respectivas funciones de distibucion
entonces

ox =y & Fx = Fy

Solucion:
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Demostremos primero que si
Fx =Fy = pox =9y

En efecto, dado t € IR como X e Y tiene igual distribucién entonces

(1) cos(tX),cos(tY) tienen igual distribucién, y
(2) sen(tX), sen(tY’) tienen igual distribucién

lo anterior pues si definimos para cada u € IR el conjunto
C(u) := {z € IR tal que cos(tz) < u}
entonces como X e Y tienen igual distribucién se tiene que
(Vu € R) : P[X € C(u)] = Ply € C(u)]
de donde
(Vu € IR) : Plcos(tX) < u] = P[X € C(u)] = Ply € C(u)] = Plcos(tY) < u]

i.e. cos(tX),cos(tY) tienen igual distribucién, lo que demuestra (1). Un argumento
andlogo demuestra (2).

Finalmente, usando que si dos v.a. tienen igual distribucién entonces una de ellas tiene
esperanza finita si y sélo si la otra tiene esperanza finita, en cuyo caso ambas esperanzas
coinciden, de (1) y (2) sale que E[cos(tX)] = E|cos(tY)] y E[sen(tX)] = E[sen(tY)].
De ésto se deduce trivialmente que ¢x(t) = ¢y (t), y por lo tanto, como lo anterior se
tiene para todo t € IR, concluimos que px = py.

Procedemos ahora a demostrar que si
vx =py = Fx =Fy

Para ésto, aceptaremos el siguiente resultado (cuya demostracién se escapa a los objetivos
del presente curso).

Lema: Si Z es una v.a., Fz es la funcién de distribucién de Z y ¢z es la funcién
caracteristica de Z entonces (Va < b)

= — lim
2 2 2T T—=+4o00
_T

_ — T —ita —it
B0+ F0T)_ Fa@iBre) Loy, [ettoet
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En particular, si a y b son puntos de continuidad de Fz entonces Fz(a) = Fz(a™) y
Fz(b) = Fz(b™), de donde por el lema sale que:

1 +Te—ita _ o—ith
Fz(b) — F =— i _
2(6) - Fa() = - lim (vt ®
-T

Basados en (3) demostraremos que Fx = Fy. En fecto, dado que Fx e Fy son funciones
crecientes, ellas tienen a lo méas una cantidad numerable de discontinuidades. Sean

Dx = {z € R tal que = es punto de discontinuidad de Fx}, y
Dy := {z € R tal que z es punto de discontinuidad de Fy }

entonces claramente D := Dx UDy es un conjunto numerable. Como ¢ x = ¢y entonces

+T , +T )
—ita __ e—ztb e—zta _ e—ztb
(Ya < B)(YT > 0) : / e px(t)di = / L
-T -T
de donde por (3) obtenemos que
(Vb€ IR\ D) : Fx(b) = Fy (b) (6)

De este modo hemos probado que Fx y Fy coinciden fuera de D. Para concluir bastard
demostrar que si b € D entonces Fx(b) = Fy(b). En efecto, como D es numerable
entonces dado cualquier nimero real existe una sucesion decreciente de elementos fuera D
convergente a dicho nimero. En particular, dado b € D se tendrd que 3(b,, )nerv C R\ D
tal que b, |™ b. De (6) sale que

(V’I’L c W) : Fx(bn) = Fy(bn) (7)

pero como Fx e Fy son funciones de distribucién en particular son continuas por la
derecha, luego como

b 47 b= [liranFm(bn) = Fx(b) A limFy(b,) = Fy(b)]

En virtud de (7) concluimos que Fx(b) = Fy(b). Como lo anterior se tiene para cada
b € D, de (6) obtenemos que

(Vb € R) : Fx(b) = Fy(b)
ie. FX = Fy.

Problema V.4.4
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Demostrar que: )

(a) Si X ~ P(X) con A > 0 entonces (Vt € R) : px(t) = "1

(b) Concluya que si X1, X2 son v.a. independientes tales que X1 ~ P(\1) y Xo ~ P(A2)
entonces X1 + Xo ~ P(A1 + A2)

Solucion:

(a) En efecto, dado ¢t € IR como X es v.a. discreta se tiene por definicién que

+o0 oo
¢x(t) = E[cos(tX)] + iE[sen(tX)]=) _cos(tk)P[X = k] +i Y _ sen(tk)P[X = k|

+o0 +o0 k.—X +o0o it\k
; G AT (Ae™)
— tk _ _ tk _ A
=) e PX =k =) ¢ = > o

— e rere Al -1)
Le. (Vi € R): px(t) = X",
(b) En efecto si X1, X2 son v.a. independientes de (a) es claro que

Vt € R): t) = t) - ) = e)\l(eit_]_) . e)\2(eit_1)
(pX1+X2 (le (pX2
— e()\1+)\2)(e“—1)

De lo hecho en (a), vemos que la v.a. X7 + X5 tiene la misma funcién caracteristica
que una v.a. P(A; + Az2), luego necesariamente X; + Xz ~ P(A1 + Ag).

Problema V.4.5

Un v.a. X se dice simétrica en torno a cero si (Vo > 0) : P[X > z] = P X < —z].
Demostrar que:

X es simétrica en torno a cero si y sélo si (Vi € R): ¢x(t) € R

Solucion:

Demostremos primero que

(1) X es simétrica en torno a cero ssi Fx = F_x
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En efecto, si X es simétrica en torno a cero en particular se tiene que
(Vt€e R): Fx(t):=P[X <t]=P[X > —t] = P[-X <] =: F_x(¢)

i.e. Fx = F_x. Reciprocamente, si Fx = F_x entonces (Vz > 0) : F_x(—z) = Fx(—x)
o equivalentemente (Vz > 0): P[-X < —z|=P[X < —z] ie.

(Vx > 0): P[X >z]|=P[X < —z]

luego X es v.a. simétrica en torno a cero, lo que demuestra (1).

De (1), vemos que para demostrar la equivalencia pedida es necesario y suficiente de-
mostrar que:
Fx=F_x & (Vt S R) : QO)((t) € IR

En efecto, del problema anterior sabemos que:

Fx=F_x&Spopx=p_x & (Vt € R) : QOX(t) = QO_X(t)
Como (Vi € R): p_x(t) = px(t) de las equivalencias anteriores se obtiene finalmente
que:

Fx=F x < VMteR): ox(t)=px(t) < (Vt € R) : px(t) € R.
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