Capitulo I'V:

IV.1 Variables Aleatorias Discretas

Problema IV.1.1

Sea A = {1,2,3}. Se realiza el siguiente experimento, se extrae al azar un subconjunto
de A.

(a) Encuentre (2, F, P)
(b) Se define la variable aleatoria X : Q — IR como:

di w#E
w—)X(w)z{iew
0 w=¢

Pruebe que X es variable aleatoria discreta, obtenga su soporte y su ley inducida.

Solucion:

(a) 2 =P(A) F=P(P(A)) Q] =23 =8.

De hecho Q = {{1}, {2}, {3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}, ¢}

Dadow € 2 IP(w) = 4 = §-

(b) Como F = P(P(A)) toda funcién X : Q — IR serd medible pues esa o-algebra
contiene a todos los subconjuntos.

Hagamos el cdlculo de X (w)

w ¢ [{1} {2} |{3} [{1,2} {1,3} |{2,3} {1,2,3}
Xw (0|1 [2 |3 | 3 4 5 6

X(w) € {0,1,2,3,4,5,6} por lo tanto es una variable aleatoria discreta.

La ley inducida de la variable aleatoria discreta X estd determinada por los nimeros
IP[X~ (k)] con k € {0,1,2,...,6}

k 0] 1 2 3 4 3 6
X~ (k) |¢ [{1} [{2} [{3u{1,2} [{1,3} [{2,3} |{1,2,3}
S )N T N 0




Problema IV.1.2

Se hacen n lanzamientos independientes con un dado ordinario de 6 lados. Calcule la
probabilidad que:

(a) El mayor de los nimeros obtenidos sea k con k € {1,...,6}.
(b) El menor de los nimeros obtenidos sea k con k € {1, ...,6}.

Solucion:

Es claro que la variable aleatoria a examinar tiene un soporte discreto.

El espacio de probabilidad serd Q = {1, ...,6}* F=P(Q)
Dado w € @ IP({w}) = &=, es decir estamos considerando un dado equilibrado con
lanzamientos independientes.

(a) Llamemos X; el valor del i-esimo lanzamiento Vi =1, ..., n.
Es sencillo de entender que:
r [ max X; < k] =IP(X; <kVi=1,..,n)
i=1,...,n
Por independencia entre lanzamientos lo anterior serd igual a:

n

[[PXi<k)

=1

Como todas las variables X; tienen igual distribucién basta calcular:

k k B
ﬂD(XiSk)=1P[U{Xi=k}]=ZIP(XZ-:k):ZE=E

Por lo tanto IP [ max X; < k] =(5)" Vk=0,..6

i=1,...,n

Adem3s:

IP[ max Xigk] =1P[{_n£1ax Xigk—l}U{_n;lax X; =k}
i=1,...,n i=1,...,n

i=1,...,n

—1\"
:<k_> L IP(max X;=Fk) Vk=1,..,6

6 i=1,...,n
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Por lo tanto, al despejar:
n _ 1 n
vl = (5) - (57)
i=1,...,n 6 6

(b) Es extremadamente cémodo notar que:

min X; = max (7— X;)

i=1,...,n i=1,...,n
En consecuencia:

lP[_min Xizk] = IP(7 — max Xizk)zlP[_max Xi=7—k]

i=1,...,n i=1,...,n i=1,....n

Por lo tanto:
i=1,....,n 6 6 6 6

Si uno no se da cuenta de la relacién anterior para resolver (b) se puede calcular

Ir [ X; > k] =IP(X; > k VYi=1,...,n) y razonar como en (a).

in
i=1,...,n

Observacion:

El método utilizado para calcular la distribucién del maximo se puede utilizar para
cualquier familia de variable aleatorias iid (independientes idénticamente distribuidas) y
lo mismo para el minimo.

Problema IV.1.3

Tres puntos son escogidos al azar e independientemente en el intervalo [0,1]. Sea X el
nidmero de puntos que pertenecen al inervalo [0, c] donde ¢ € [0, 1] es un nidmero real fijo.
Se pide que determine para cada i € {0,1,2,3}: P[X =1].

Solucion:

El experimento consistente en extraer tres puntos al azar y de manera independien-
te del intervalo [0, 1] se modela con el espacio muestral producto 2 := [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]
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dotado de la o-algebra producto A := 8([0,1]) ® B([0,1]) ® B([0,1]) y de la medida de
probabilidad P tal que

(VAy, Ay, A3 € 5([0,1])) : P(A; x Ay x A3) = largo(A,) - largo(As) - largo(As3)
Consideremos la funcién X : Q2 — {0, 1,2, 3} definida por

X (w) := No. de coordenadas de w pertenecientes al intervalo [0, c].

Como
X71({0}) =]¢, 1]x]e, 1]x]e, 1] € A
X~H{1}) = [0,¢]x]e, 1]x]e, 1] U Je, 1] x [0, ¢] x]e, 1] U ]e, 1] x]e, 1] x [0,¢] € A
X71({2}) =[0,c] x [0, ¢]x]e,1] U [0,¢]x]e,1] x [0,¢] U e, 1] x [0,¢] x [0,c] € A
X~1{3}) = [0,c] x [0,¢]x]0,c] € A

si en el conjunto {0,1,2,3} definimos la o-dlgebra A’ := P({0,1,2,3}) se tendrd que
X:(Q,A) = ({0,1,2,3}, A")) resulta medible y

PIX=0=(0-¢)-(1-¢c)-(1-¢c)=(1-¢)
PX=1=c-(1-¢)-(1-c)+(1-c)-c-(I-c)+(1—c)-(1—c)-c=3c(l —c)?
PIX=2]=c-c-(1—-¢c)+c-(1-c)-c+(1—c)-c-c=c*(1-c)
P[X=3]=c-c-c=¢

Problema IV.1.4

Una urna contiene diez cartas enumeradas de 1 hasta 6; se extraen sucesivamente cartas

de la wrna y sin reposicion.Considere el experimento (E) consistente en determinar en

que extraccion aparece la primera carta con nimero par. Se pide que:

(a) Modele el experimento (E) como la evaluacidn de cierta variable aleatoria X definida
en cierto espacio probabilistico.

(b) Determine para cadan € {1,...,6}: P[X =n].

Solucion:

(a) Consideremos el conjunto Q := {w = (w1, ...,ws) € {1,...,6}° 14 # j = w; # w;}
y la funcién X : Q — {1, ...,6} definida por

(Vwe Q): X(w):=min{i € {1,...,6} : w; es par }

El experimento (E) puede ser modelado como la evaluacién de la funcién X en un
punto w, extraido al azar y de manera equiprobable en el conjunto 2. Lo anterior
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justifica que en el e.m.  (de cardinal finito) definamos la o-dlgebra A := P(Q2) y
la medida de probabilidad

(VA€ A): P(A4):= =11

Al poner en el espacio de llegada de X la o-dlgebra P({1,...,6}) vemos que X es
una funcién medible e.d. X es una variable aleatoria .

(b) Claramente se tiene que si
6>n>4=[X=nl={weQ: X(w)=n}=4¢

luego

[X=1l|={weQ:wiespar }|=3-5-4-3-2-1=5!-3

[ X =2]| = {w € Q:wy esimpar Awpespar }|=3-3-4-3-2-1=4!-9

I[X =3]| = {w € @ : w1, ws son impares Awsz es par }|=3-2-3-3-2-1=3!-18
I[X =4]| = {w € Q: w1, ws,ws son impares Awyg espar }|=3-2-1-3-2-1=3!-6

y por lo tanto

PIX=1]= 21
PIX =9 =2
P[X=3]=%
PIX=4= 0

Problema IV.1.5

Considere el experimento (E') de tirar dos veces e independientemente un dado y a

continuacion sumar los resultados obtenidos en cada tirada. Se le pide que:

(a) Modele el experimento (E') como la evaluacion de cierta v.a. X definida en cierto
espacio probabilistico (2, A, P) y a valores en cierto espacio de probabilidad (', A').

(b) Determine en (E') la probabilidad de que ocurra el suceso “la suma de los resultados
obtenidos en cada tirada es par”.



(¢) Determine si en (E') el suceso “los resultados obtenidos en cada tirada del dado son

numeros consecutivos” puede o no ser descrito a partir de los valores que toma la
v.a. X.

Solucion:

(a)

El experimento (E’) es natural modelarlo con el em. Q' := IN y la o-élgebra de
sucesos de interés A’ := P(£2'). Por otro lado, el experimento (E) consistente en
tirar dos veces e independientemente una moneda se modela naturalmente con el

espacio probabilistico (€2, A, P) donde Q := {(4,5) : 4,5 € {1,...,6}}, A:=P(Q) y
P(A) = % para todo 4 € A.

Es claro que cualquier pregunta concerniente al resultado de (E’) se puede formular
en términos de los valores que toma la funcién X : Q — Q' definida por:

Xw)=1i+j siw=(,j) €

Este hecho es lo que intenta rescatar en la definiciéon de medibilidad de una funcién.
En nuestro caso en particular es claro que

VAeA): X 1A eA

y por lo tanto la funcién X : (©2,.4) — (2, A’) es medible, es decir, X es una variable
aleatoria.

Denotando por A al suceso en (E’) definido por “la suma de los resultados obtenidos
en cada tirada es par” se tiene que A tiene asociado en ' el conjunto

A:={2n:ne N} e A

Es claro que la frecuencia de ocurrencia del suceso A en el experimento (E’) coincide
con la frecuencia de ocurrencia del suceso X ~!(A) en el experimento (E). Es por
este motivo que la probabilidad de ocurrencia del suceso A en (E’) viene dada por
el nimero P[X € A] := P(X~!(4)) ,que est4 bien definido pues X ~1(A4) € A. De
este modo como

X7HA) = {(1,1),(1,3),(1,5), (2,2),(2,4), (2,4), (2,6),(3,1),(3,3), (3,5),

(4,2), (4,4), (4,6), (5,1), (5,3), (5,5), (6,2), (6,4), (6,6)}

XA 18 1
PW€4=L§§H=£=5

entonces



(c) El suceso B en (E) definido por “los resultados obtenidos en cada tirada del dado
son numeros consecutivos” tiene asociado en ) el conjunto

B :={(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(3,4),(4,3),(4,5),(5,4),(5,6),(6,5) }

i A partir del valor que toma X (w) se puede discriminar siw € B o w ¢ B?

Claramente no pues si X(w) = 5 entonces w puede ser (2,3) € B o (1,4) ¢ B.
Formalmente lo anterior se expresa como

(VB'e A): X Y(B')#B

Lo anterior muestra que la v.a. X resume lo suficiente la informacién del resultado
del experimento (E) como para eventualmente no poder saber a partir del valor que
toma X si el resultado del experimento (E) pertenece o no a B.

Si decimos que en (E) un suceso es X-observable, si a partir del valor que toma la
v.a. X podemos decidir si el resultado de (E) pertenece o no al suceso en cuestion,
se tendrd de lo discutido que los Unicos sucesos X-observables en (E) son aquellos
que pertenecen al conjunto definido por

{Ae A: A= X"1(A) para algiin A’ € A’} =: ¢(X)

Problema IV.1.6

Sea (2, A, P) un espacio probabilistico y X,Y : Q — {1,2,3} dos variables aleatorias
tales que
(VZaJ € {15273}) : P[X = i,Y :J] = Q45

donde A = (a;j)1<i,j<3 es la matriz dada por

0 1/5 0
A=|1/5 1/5 1/5
0 1/5 0

Determine para cada j € {1,2,3} : P[X = j] y P[Y =j].

Solucion:

Es implicito del enunciado que X e Y son funciones medibles de A en P({1,2,3}) y
por lo tanto

Vie{L,2,3}): [X=4l=X""{jheAd , V=4=Y""({j})eA
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Por otro lado es evidente que:
ND={we: X(w)e{1,2,3}}={we:Y(w)€{1,2,3}}
y por lo tanto

O =[X=1U[X=2U[X=3 = [Y=1U[Y =2/ U[Y = 3] (1)

Consideremos j € {1, 2,3} fijo, de (1) vemos que:

X =il =X =dny =i) = Jx =5 Y =i
de donde se concluye que
(Vj € {1,2,3}): P[X:j]:ZP[X:j,Y:i]:Zpﬁ (2)

De manera anéloga se demuestra que

(Vj € {1,2,3}): P[Y:j]:ZP[X:i,Y:j]zZpij (3)

i=1
Finalmente en virtud de (2) y (3) obtenemos que:

P[X=1=1/5 , P[X=2]=3/5 , PX=3=1/5
Ply=1]=1/5 , PlYy=2=3/5 , PY=3]=1/5

y por lo tanto (Vj € {1,2,3}) : P[X = j] = P[Y = j]. Esto no significa necesariamente
que (Vw € Q): X(w) = Y(w) , sélo quiere decir que si (E;) (respec. (Ey)) es el
experimento consistente en evaluar la funcién X (respec. Y) en un punto extraido al
azar en € siguiendo la ley de probailidad P, entonces los experimentos (E,) y (E,) estan
regidos por la misma ley probabilistica i.e. un observador que observe la realizacién
consecutiva de uno solo de éstos experimentos sin saber si se trata de (E;) o (Ey), no
seria capaz de distinguirlos y los veria como parte de un mismo fenénemo aleatorio.

Problema IV.1.7

Dadas X, ..., X,, variables aleatorias independientes de Poisson con pardmetros A1, ..., Ap
respectivamente.
n n
Muestre que Y = > X; es una variable aleatoria de Poisson de pardmetro ) \;
=1 =1



Solucion: Se probara por induccién sobre n.
(Caso n = 2)
Como las variables X7, X2 son independientes, la probabilidad condicional de X5 con

respecto a X; es igual a la probabilidad de X5. Ademads ambas variables tienen su soporte
en IN. Dado k € IN Al aplicar probabilidades totales se obtiene:

m=0
Es decir:

k
Como IP(X; = k) = e"i% cuando k € IN y 0 en cualquier otro caso, al reemplazar
tendremos que:

: Catrn) ATAS ™™
IP(X1+ X, =k)= ) e it
";) (k —m)!
Al multiplicar por % se obtiene:
e—()\1+)\2)

IP(X,+Xa=F) = (A1 + Ao)F

k!

Esto debido a que por el teorema del Binomio de Newton se sabe que:

kk
> <m> ATAS™™ = (AL + Ag)”

m=0
Esto muestra que:
e~ (A14+2A2)

k!
Es decir X; + X5 tiene distribucién de Poisson de parametro A; + As.

IP(X,+Xa=F) = (A1 + Ao)F

(n=mn-+1)
Si Xi,...,Xp4+1 son independientes = Xj,...,X,, son independientes. Al aplicar la

n
hipétesis de induccién tengo que Y = > X; es una variable aleatoria de Poisson de
=1

n
pardmetro »_ A;.
=1



Siendo Y funcién solo de X1, ..., X, entonces sera independiente de X,,41, luego aplicando
nuevamente la hipétesis de induccién para el caso n = 2 obtenemos que X; 4 ... + X, 11

n
es una variable aleatoria de Poisson de pardmetro > A; + Apt1.
=1

Observacion: Este es uno de los muchos ejemplos de familias de variables aleatorias
independientes que son cerradas bajo la suma. Es decir la suma de variables aleatorias en
la familia es otro elemento de la misma familia. Un ejercicio relacionado seria encontrar
otra familia con la misma propiedad, por ejemplo variables aleatorias normales con media
y varianza desconocidas.

Problema IV.1.8

Sea X1, ..., X, una familia de variables aleatorias exponenciales independientes con es-
peranzas o, ..., O, respectivamente.

(a) Pruebe queY = I{lin X; es variable aleatoria exponencial. ;Cudl es su pardmetro?
i=1,...,n

(b) Muestre que IP [Xk = Z=I{11nn XZ-] = o s

Solucion:

(a) Calculemos directamente la distribucién Fy(y) = IP(Y < y) = 1 — IP(Y > y).
Siempre que y > 0.
Es facil convencerse que min X; >y X; >y Vi=1,..,n

i=1,...,n
Esto prueba que IP(Y > y) = IP(X; > y,..., X2 > y), por independencia de los X;

tendremos que:
n

Fy(y) =1 —Hlp(Xi > y)

o0

Ademds como IP(X; > y) = [ a; -e” %%z = G_OZ” o ‘Zo: 6_0:” C
y
- Z e 28%) Yy n - Z [ 7%
Al reemplazar tendremos que Fy(y) =1—e i=1 = (3 a)e dz.

0 i=1

n
Es decir la variable Y es exponencial de pardmetro ) «;.

=1
(b) Es claro que X3 = 1{1111 X; & X < II;élI?X
i=1,...,n
Ademés X y Ir;zilX son independientes exponenciales de pardmetro o v Y «; respec-
i#k

tivamente.
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De manera general si X e Y son variables aleatorias exponenciales independientes de

oY o0
pardmetros a y 8. Entonces IP(X <Y)= [ [ afe=®e=PYdrdy = f Be=PY(1—e=¥)dy
00 0

8 a
Por lo tanto IP(X <Y)=1— @t = atp
1 : X ag A
En nuestro caso particular tendremos que IP [X < 1%1]1;1 XZ] = e — ait.Tan

ik

IV.2 Funciones de Distribucion y densidades de Variables Aleatorias

Problema IV.2.1

Sea (2, F, IP) espacio de probabilidad y T : Q2 — Q funcidn medible sobreyectiva tal que:
VAeF IP[T'(A)] = IP(A), es decir IP-invariante

Sean Jo={A e F/T Y (A)=A} yJ={Ae F/IP[T7'(A)AA] =0}.

Muestre que Jy y J son o-dlgebras.

Solucion:

Primero veamos que Jy es g-algebra.

Como T )=y T Q) =0=¢,Q€ Jy

Dado A€ Jy T (A% =T~ 1(A)¢=A°= A€ Jp

Dados A,B€ Jo=T Y(AnNB)=T"Y(A)NT"(B)=ANnB& ANB € Jy

Dado {A)\})\GA C Jy =71 ( U A)\> = U T_l(A)\) = U Ay = U Ay € Jy
A€A AEA AEA AEA

Lo anterior muestra que Jy es g-algebra.
Para probarlo para J recordemos que AAB = (A \ B) U (B \ A) [ Diferencia simétrica].
Entonces ¢Ap = y QAQ =¢ = ¢,Q € J.

Una representacién equivalente es, AAB = (AU B) \ (AN B).
Dados A, B € J:
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T (ANB)A(ANB) = [T"Y(ANB)\ (ANB)]U [(AnB)\T (AN B)]

T~ ANB)\ (ANB)=T"Y(A)NT YB)n (A°U B°)

= (T B)N [TTHA\A) u (T~ (A)n [T~H(B)\ B])
(ANB)\T Y (ANB)=ANBnN [T ' (A)°UT(B)]

= [Bn(A\T7/(4)] U [An (B\T™(B))]
Como IP(AU B) < IP(A) 4+ IP(B) VA, B € F las igualdades anteriores muestran que:
1P[ANT(4)] = IP [T (A)\ 4] = IP [T~X(B)\ B] = IP [B\T~*(B)] = 0

Aseguran que:
IP [T (ANB)A(ANB)] =0

Solo resta ver que se tienen esas condiciones.
A,BeJ=IP[T Y(A)AA] =IP[T~(B)AB] =

Por definicién:

IP[T ' (A)AA] =IP [T~ (A)\ A] + IP [A\ T~ '(4)]

= P [T7(4)\ 4] = IP [A\T~}(4)] =0
De manera andloga se prueba para B, luego AN B € J
Dado A€ J
T HA)AA = [ACUT 1A\ [A°NT A = [A°UT (AN [AuT 1 (A)]

TH(A) N AJU[ANT 1 (A)]
T~HA)\ AJUIA\ T (A)]
T-1(A)AA]

[
[
[
[

Entonces IP[T~1(A°)AA°] = 0 ssi IP[TY(A)AA] =0= A€ J
Dado {A)\})\GA cJ

QICORCRE

Sabemos que VA € A IP[T~1(A\)AA,] =0

U 4xn () 7745

A€EA AEA

T‘1<UA,\)mﬂA§ U

A€A AEA
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Es decir IP [T71(A\) \ A\] = IP[AX\ T '(4\)] =0

Como () A C A VA€ A= T-? ( U A)\> NN ASC U [T~1(Ax) N A4S
AEA AEA AEA AEA

Por lo tanto IP [T_l ( U A>\> Ny Ai] =0
AEA AEA
De manera andloga |J AxN |J T71(4\)C U [AxNT~1(4))9]
AEA AEA AEA

Luego IP [ U Aan U T‘l(AA)c] = 0 con lo que:
AEA AEA

r(Um)a (U)

Por lo tanto J es o-algebra.

Observacién: Ademds como [T~1(A) = A= IP(T"*(A)AA)=0]= Jy C J.

r =0 es decir UAAEJ

AEA

Problema IV.2.2

Si Y sigue una distribucion uniforme en [0,5], ; Cudl es la probabilidad de que ambas

raices de la ecuacion
422 + 42V +Y =0

sean reales?
Solucion:

Por definicién, si Y es una v.a. con distribucién uniforme en [0, 5] entonces Y es v.a.
con densidad

(Vte R): fy(t)= é1[0,5](t)

Al considerar que Y es una funcién medible que estd definida en cierto espacio de
probabilidad €2 y a valores en IR, se tendra que dado w € (2 la ecuacion en la indetermi-

nada x:
4% + 42Y (W) + Y(w) =0

tiene ambas de sus raices reales si y sélo si
[AY (W)]?—4-4-Y(w) >0

N Y(w)-[Y(w)—1]> 0
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De lo anterior, concluimos que al definir en {2 el suceso
R:={w € Q: la ecuacién 4z” + 42Y (w) + Y (w) = 0 tiene ambas raices reales }

entonces

R={weQ:Y(w)]Y(w)—1] >0}

={weN:Y(w)>0ANY(w)>1}U{we:Y(w) <OANY(w) <1} (1)

Pero como

PweQ: Y(w) <OAY (W) < 1}) = P{we Q: Y(w) < 0}) = /fy(t)zo

—00
de (1) concluimos que:

P(R)=P{weQ:Y(w) > 0AY(w)>1}) = Pwe Q: Y(w) > 1})

+o0 5
— Py € [Ltool) = [ Syt = [ pae=3

Antes de finalizar notamos que la igualdad (1), asegura que al conjunto R tiene sentido
calcularle probabilidad. En efecto, si en (2 se encuentra definida una o-algebra A respecto
de la cual la funcién Y : Q — IR es medible, entonces de (1) es directo que:

R=[Y >1U[Y <0 2)

Como Y es funcién medible se tiene que [Y > 1] € Ae [Y < 0] € A, de donde por (2)
resulta evidente que R € A.

Problema IV.2.3

Dadas X, Y, Z variables aleatorias independientes con distribucion uniforme en [0,1].
4 Cudl es la probabilidad que la ecuacién cuadrdtica Xt?>+Yt+Z = 0 tenga raices reales?

Solucion:

Por independencia la densidad conjunta del vector (X,Y, Z) sera:
fxvz(@,y,2) = Ix (@) fy (¥) fz(2) = Lp,(®) - Ljo,1)(y) - Ljo,13(2)

Xt?2 + Yt + Z tendra raices reales si y solo si Y2 —4XZ > 0.
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Por 1o tanto la solucién es calcular el area de la interseccién en IR® entre el cubo [0,1]?
y la superficie Y2 — 4X Z > 0 ya que hay una densidad uniforme en el cubo.

Como X,Y,Z > 0 entonces al despejar de Y2 —4X Z > 0 obtenemos Y > 2v/X Z.

Para poder establecer un parametrizacién del dominio, de ahora en adelante asumiremos
queY >2VXZyque X,Y, Z €]0,1].

Paraque Y € [0,1]= 2VXZ <1
Mas precisamente Y € [2v/ X Z, 1] cuando 2vVXZ <1

Claramente tendremos que suponer ademas que 2vXZ <1

1 1
WXZ<1=XZ< == 2(X) < —
= 172X s 5

1 . 1
{ZE[O,E]SIXE[Z,]_]
1
Z €[0,1] siXe[O,Z]

Con el razonamiento anterior estamos en condiciones de dar una parametrizacién de la
superficie. Esta sera:

(o, ] [2vXZ,1],10,1)) U ([ 1],[2vXZ, 1], [0, —])

En consecuencia la probabilidad a calcular sera:

1 7x 1
IP[Y? —4XZ > 0] = // / dydzdw—i—// / dydzdx
0 0 2yx 1 0 92/x7

i1 1
:// (1-2vX dzdw—i—/ (1-2vXZ)dzdz
0

0

o\

1

:/(1—§ﬁ)dz+/(%—6i‘x)d

12 In4 =~ 0.25441342

Problema I1V.2.4



Sea X una v.a. con funcion de densidad fx. Se define la v.a. Y := X;a donde a,b € IR

estdan dados y b > 0.Demuestre que la v.a. Y también tiene funcion de densidad.

Solucion:

Debemos encontrar una funcién fy : IR — IR, U {0} integrable en IR tal que

Y

(Yy € R) : Fy(y) = / fv (w)du

—o0
donde Fy es la funcién de distribucién de la v.a. Y.

En efecto, dado y € IR tiene que

X —a
b

Fy(y) := P| <yl=PX-a<y - b]=PX<y-b+d

y por lo tanto
y-b+a

ﬂ@=/ﬁmm 1)

—0o0

Consideremos el cambio de variable lineal v = u - b+ a. La expresién en (1) queda:

Fy(y) = /b-fx(u-b+a)du

Al definir (Vy € R): fy(y) :==b- fx(y-b+ a) de lo anterior obtenemos que:

Y

M€E=H@=/h@@

—0o0

lo que demuestra que la v.a. Y tiene funcién de densidad.

Para finalizar destacamos que la medibilidad de la funcién Y estd garantizada por la me-
dibilidad de la v.a. X, y ademés la integrabilidad en IR de la funcién fy es consecuencia
de la integrabilidad en IR de la funcién fx.

Problema IV.2.5
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Sea X una v.a. siméirica en torno a cero i.e. (Vx > 0) : P[X > z] = P[X < —z].
Muestre que si X es v.a con funcion de densidad fx entonces la v.a definida porY := X?
tiene funcion de densidad dada por

0 ) ) vy <0
vy~ fx(y?) ,y >0

fr(y) = {

Solucion:

Demostremos primero que:

(1) Si X es v.a. simétrica en torno a cero entonces
(Ve >0): P0< X <z]=P[-z< X <0]
(2) Si X es v.a. simétrica en torno a cero con funcién de densidad entonces
(Ve >0): P[|X|<z]=2P[0<X <1
En efecto, si X es v.a. simétrica en torno a cero entonces P[X > 0] = P[X < 0] y por lo
tanto P[X < 0] = P[X > 0]. Dado z > 0 se verifica que:

P0< X <z]=P[X >0]— P[X > 1]
= P[X < 0] - P[X < —z]
= Pl—z < X <0]

luego (1) es vélido si z > 0, como (1) es evidente si = 0 concluimos .

Por otro lado, si X es v.a. simétrica en torno a cero con funcién de densidad, dado z > 0
es claro que:

PIX|<z]=P-s <X <a]=P[-z <X <0]+P0< X <] (3)

Como X tiene funcién de densidad en particular se tiene que P[X = 0] = 0, luego de (3)
obtenemos que:

PX|<a]={P[-2 <X <0]+P[X =0]} + P[0 < X < 1]

Le.
P X|<z]=P[-z <X <0]+P[0< X <z

de donde por (1) concluimos que
(Vz>0): PX|<2]=2P0<X <q]

17



lo que demuestra (2).

Procedamos a demostrar que Y tiene funcién de densidad. Notemos que P[Y > 0] =1
luego
(Vy <0): Fy(y):=PY <y]=0 (4)

Por otro lado, si y > 0 entonces
Fy(y) == PIY <y]=P[X* <y] = P[|X| < /Y]

de donde al denotar por fx a la funcién de densidad de la v.a X, por (2) obtenemos que

VY
(Vy >0): FY(?J)ZQP[OSXS\/§]=2/fx(u)du (5)
0
Al hacer en (5) el cambio de variable v = u? obtenemos que

(Vy>0): Fy(y)= /v—%fx(v%)dv (6)

Al definir entonces
0 yy<0

Fr(y) = {y‘%fm(y%),y >0
es facil convencerse a partir de (4) y (6) que

(Yy € R) : Fy(y) = / Fy (w)du

—0o0

y por lo tanto la v.a. Y tiene funcion de densidad.

Antes de finalizar destacamos que la medibilidad de la funcién Y estd garantizada por la
medibilidad de la v.a. X. Ademés la integrabilidad en IR de la funcién fy es consecuencia
de la integrabilidad en IR de fx y de la igualdad de las integrales que permiten pasar de
las expresiones (5) a la (6).

Problema IV.2.6

Sea X una v.a. con funcion de distribucion Fx y sea ¢ € IR una constante dada. Se

define la v.a. Y := max{X, c}. Se pide que:

(a) Dé una expresion para la funcidn de distribucién de la v.a. Y a partir de la funcién
de distribucion de la v.a. X .

18
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Demuestre que si X es v.a. con densidad y P[X < ¢] =0 entonces Y también tiene

funcién de densidad ;Qué puede decir si P[X <c]> 0% .

Solucion:

(a)

En lo que sigue denotaremos por Fy a la funcién de distribucién de la v.a. Y,
cuya medibilidad est4 garantizada por la medibilidad de la v.a X. Claramente si
X : Q2 = IR entonces

(VweN): Y(w):=max{X(w),c}>c

luego
(Vy<c): PlY <y]<PlY<c]=0

de donde
(Vy<c): Fy(y)=0 (1)

Por otro lado, si ¥ > ¢ es claro que:
Yw)<y & max{X(w),c} <y & X(w)<y

luego
(Vy > ¢) : Fy(y) = Fx(y) (2)

De (1) ¥ (2) se concluye que:

Fy(y) = {%X(y): 3;5 (3)

Denotemos por fx a la funcién de densidad de la v.a. X, entonces dado que
P[X < ¢] =0 se tendrs de (3) que

Yy >¢): Fyr(y) = Fx(y) := P[X < y]
=P[X <]+ Ple< X <y (4)
=Ple < X <y]

Como X es v.a. con densidad entonces (Vz € IR) : P[X = z] = 0, en particular
P[X =¢] =0,y por lo tanto de (4) obtenemos que

(Vy>c): Fy(y) =Ple<z<y]|+ P X =c¢|]=Plc< X <y
de donde

(Vy>¢): Fy(y)=PlX € [cu]] = / fx () du (5)
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Al definir entonces fy : IR — IRy U {0} por

0 ,u<c

fr(u) = {fX(U), u>c

se tendrd que fy es una funcién integrable en IR y de (5)

(20 Frw)= [ frwdy
Como ademas y
Vy<e): Fy(y)=0= / fy(u)du

concluimos que

(e R): Fy(y)= / fy (u)du

lo que demuestra que la v.a. Y tiene funcién de densidad.
En el caso que P[X < ¢| > 0, a partir de (3) obtenemos que
Fy(c)=Fx(c):=P[X <] >0
Como (Vy<c):Fy(y) =0 esdirecto que Fy(c™)=0 luego
PlY =c]=Fy(c)— Fy(c") = Fy(c) >0 (6)
y por lo tanto la v.a Y no puede tener funcién de densidad pues de tenerla debiera
en particular tenerse que P[Y = ¢] = 0 lo que estd en contradiccién con (6).

Problema IV.2.7

Sean X1, ..., Xy, variables aleatorias con densidad comin de Rayleigh con pardmetro >0,

dada por:
x

f(z) = ﬁe_m 20" 1 450 ()

(a) Determine la densidad conjunta de Yi,...,Yy, conY; = X2 Vi=1,..,n.

(b) ;Cudl es la distribucion de U = min X;?
1<ikn
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Solucion:

(a)
Calculemos directamente la distribucién de Y = X2 con X variable aleatoria Rayleigh
de parametro 6.

IPIY < y] = IP[la] < /o] = P~/ < o < il
=IP[0 <z <./y] (Esto pues X es positiva )
VY
FX(y) — / %€_m2/29262d$ — —e 202 |\/§
0

Por lo tanto la ley de la variable aleatoria Y es exponencial.

Si los X; son independientes = X? son independientes luego:

n

1 o .
i Y (Y15 ) = H [We vi/26 ] cony; >0 Vi=1,..,n

=1

(b) Ahora escribimos U en términos de los X;.

lP[USu]zl—lP[U>u]=1—lP[min Xi>u]
1<ikn

=1 —P[Xl >u, Xo > u, ..., X, > U]

=1-—IP[X; >u]---IP[X, > u] =1— IP[X; > u]"
T T

Indep. igual densidad

Calculemos explicitamente la distribucién de una variable aleatoria X con densidad de
Raleigh.
(u>0) IP[X >u]l=1-IPX <uj



Entonces la distribuciéon de U es también de Rayleigh pero de pardmetro \/iﬁ.

(c) Calculemos la distribucién de Z utilizando las probabilidades condicionales.

Fp(z) = IP[Z < 2] = IP [% < z] _ IP[X; < 2X5]

= /IP [Xl < ZXz/Xz = $2] fx,(x2)dwo
0

Sabemos que:

V-4
P [Xl S ZX2/X2 = 162] = /le/X2 (S,iEz)dS
0

Como X; y X5 son independientes la distribucién condicional sera:

fx,x5(a,b)
py = LL122V 0 )
fX1/X2 (a/ ) fX2 (b) le (a)
00 ZT2
P[Z < z] — // %6—82/292d3%e—m§/292d$2
0 0
0 00
—s2/26%10 L2 _ 32 /292 L2 _z2/20° — 2213 /267
(e zm2)0—26 2129 gy = e (1 — e *®2/2 )dx,
0 0
o0 o0
_ / %e—m§/292d$2 _ / Z_je—mg(z2+1)/292d$2
0 0

La funcién densidad debe integrar 1 para cualquier pardmetro por lo que sabemos que:
o0
220y =1 W9eR
02 (& r = +
0

& o~z (2*+1)/20% 1, — 1

Consideremos 6** = % = (22+1) [ &

Reemplazando tendremos que:

1 22
Pz<a=1" ) = @D
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Observacion: Seria un buen ejercicio hacer el mismo célculo utilizando el método del
Jacobiano. Otra pregunta interesante seria cambiar el min de la parte (a) por un max.
Sigue siendo una variable aleatoria de Rayleigh ?

Problema IV.2.8

Suponga que Xq,..., X, son independientes e identicamente distribuidas con densidad

comun f. Muestre que la densidad conjunta de U = min X; y V = max X; es:
1<i<n 1<i<n

fuy (u,v) = n(n = 1)[F(v) = F)]""?f (u) f(v)Lr_(u — v)
Solucién:

1. Célculo de IP(U > u,V < v).

IP | min X; >wu, max X; <v|=IP[X;>u Vi=1,.,nX;<v Vi=1,..,n]
1<i<n 1<i<n
= IP[lU>u,V<v]=IPu<X;<v Vi=1,..,n]

Por independencia e igual distribucién

IPu<X;<v Vi=1,.,n]=IPlu<X; <v"
=[F(v) - F)]* - 1g_(u—-v)

2. Solo consideraremos u < v ya que en otro caso se prueba rapidamente que vale 0.

IP[U > 4,V < / / Jfov (u,v)dvdu

Sea g(u,v) f fuv(u,v)dv = IP[U > @,V < 9] = [ g(u,v)du

-0
Al derivar con respecto a @ y utilizar el teorema fundamental del cdlculo tendremos que:
o0

L say<i=2 / 9(u, B)du = —g(a,7) = / fov(w,v)do (1)

Por otro al derivar (0) tendremos que:

L > a,v <o) = LIFE) - F@] = n[F@) - @@ (2)
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Al igualar (1) con (2) se deduce que:

/ Fov (u, v)dv = n[F(5) — F@)]" f(a)

Derivando una vez mas, pero ahora con respecto a v.

% / fuv (u, v)dv = d%”[F(T/) ~ F@)]"~ f(a)

f(@,0) =n(n - H[F@) - F@"*f(@)f(7) @<7v

Es claro que existe una férmula similar a esta para el caso de una variable aleatoria
discreta, que es ademéas un buen ejercicio para comprender este problema.

IV.3 Método del Jacobiano

Problema IV.3.1

Sea X wariable aleatoria exponencial de pardmetro X e Y wvariable aleatoria con dis-
tribucién uniforme en [0, 27].

Asumiendo que X e Y son independientes, calcule la distribucion conjunta de:

U=vVXcosY V=+/XsinY

Muestre que U y V' son variables aleatorias independientes y determine sus leyes junto

con las de:

U
AU? + V2 —
U +V?) y v

Solucion:

La densidad conjunta de X,Y es:

—Ax 1

fxy(@,y) =A-e™"" - Njp o) (7) - o 1o 251 (¥)

El cambio de variables que transforma las variables X,Y en las variables U,V es:
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()~ (i) = ()

Es necesario obtener el cambio de variables inverso, es decir que transforma U,V en XY,
este cambio de variables que notaremos ¢ es:

(55 ()= ()

El Jacobiano de ¢ sera:

—
+
—
gl
~—
[
e
[
—
+
—
|2
~—
[
&=

Por lo tanto:

| det Dop(u, v)| = | 2%y + 2V 5| =2

u2 +’U2 u2 +’U2

Entonces utilizando la regla del Jacobiando que en este caso sera:

fuv(u,v) = |detDp(u, v)| - fxy (z(u,v),y(u,v))

Al reemplazar obtenemos2: .
fuv (u,v) =2 e X+ 2o X T 00y (u® +0%) - L 2 (arctg(}))

Para simplificar las funciones indicadoras basta notar que:

uw+v2>0 Vu,veR

arctg(%) €10,2n] Yu,v€e R
)\ _)\(u2+v2)
:>fUV(Ua'U):;'€ Vu,v € R

Como la densidad conjunta de U,V se escribe como un producto de dos funciones, una
que solo depende de U y otra que solo depende de V, entonces las variables U y V son
independientes. De hecho esto es un si y solo si cuando consideramos variables aleatorias
con densidad. Lo tnico que hay que determinar es como repartir las constantes para que
ambas funciones marginales integren 1. En este caso eso se ve inmediatamente por ser
ambas densidades iguales.

Entonces fy(u) = \/ge_)‘“2 y fr(v)= \/ge_)‘”2

Esto demuestra que:
o0
—u? T
e du =4/~
/ A
-0
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Observacion:

Normalmente lo anterior se verifica para comprobar los calculos.

Como U? y V? son independientes la distribucién de la suma tendri la densidad de la
convolucion de ambas densidades, es decir:

fvzyve (k) = / Julk —s)fv(s)ds = / % e~ ME=8)? | =Xs? g
A Al(h—s)*+5]ds
:> fU2+V2 (k) = ; e

Para poder desarrollar la expresién se intenta “armar” la densidad de alguna variable
aleatoria conocida en la variable de integracion.

Como (k—s)2+32=232—2k3+k2=2(3—g)z—i-kz—'“2—2=2(s—§)2+ﬁ.

o 00
A k2 E\2 A k2 2
= fU2+V2 (k) = —e_)‘T . / 6_2)‘(3_5) ds = _e—)\T / 6—2)\11, du
T s
o o

A T k2
—_ . _ 2
i o °
A
= frzyve(k) = o cem 5N

La suma de los cuadrados de estas variables aleatorias es una variable aleatoria con la

misma densidad pero con parametro %

Para calcular la ley de 2A\(U? + V'2) basta ver que:

S

51

2 2 < — 2 2<£ — - . _%k2
PEAU?+V?) < 2) = P2+ V2 < ) = e W

8

Al hacer el cambio de variables u = 2\ - k en la integral se tendra:

& "
A _apzr o A a2 dz
V 2 dk‘/\/%e o

<
[

Zf;

2
Es decir: f2)\(U2+V2)($) = fU2+V2(%) . % =4/ 27‘_.()5)\)2 e 8 = \/81)\—7r -e”
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Para calcular la ley de % agregamos la variable V' y buscamos el cambio de variables

inverso al que transforma U,V en V,% es decir:

U IR Vv N X IR XY\ (U
v v Y X ) \V
El Jacobiano sera entonces:
y T _
[1 O] = |det| = |z

Por lo tanto utilizando nuevamente la regla del Jacobiano:

fxy(z,y) = |z \/E LAY \/g-e_)"62 = |z|ée—)‘$2(1+y2)
3 T p -

Para obtener la marginal de Y integramos la conjunta con respecto a x.

o0

o0 2 2
A a2 2 22 a2 2 2\ e~ Ar(I4yT) |©
5 fr) =5 [ lalem 00 = 2 [ gt = 2 S
0
—00 0

1

= fr(y) = (1+57)

Por lo tanto % tiene distribucién de Cauchy.

Problema IV.3.2

Sean X,Y wvariables aleatorias independientes exponenciales de parametro .
Calcule e identifique la distribucion de:

Solucion:

La densidad conjunta de X,Y sera:

Fxy (@,y) = fx(2) - fr(y) = X - e X g () - L (y)

Agregando la variable aleatoria X +Y consideremos el cambio de variables que transforma

(X,Y) en (F5, X +7Y).
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Nos interesa el cambio de variables inverso, al anotar z = :z:mTy y t=x+y se tendra:

(2,8) 5 (2,9) = (24, (1 — 2))

3 z

t (1-g|l=?

El Jacobiano de este cambio de variables serd: |detDyp|(z,t) = | ‘

Por lo tanto al aplicar la regla del Jacobiano:

fzr(zt) =t fxy(@(z 1), y(2, 1) = Nt - e AEH0 N g (at) - Lo (1~ 2))

= fzr(z,t) = N2t e Mgt (2t) - Lps (8(1 — 2))
Como estamos considerando z >0y ¢ >0
= ]]-R+ (Zt) = ]]-R+ (t) Yy ]]-R+ (t(]_ — Z)) = ]].[071](2)
Entonces:
fzr(z,t) =e ot e (t) - A2 - 1jo,13(2)
Para obtener la marginal de Z basta integrar la conjunta con respecto a t.

o0

fo@) = | [ bt ) N g2

0

Integrando por partes:

oo ie—)\t
0 )\2

o0

y2
/e_)\t'tdtze 25
0

Entonces fz(z) = lljg,1(2) es decir una variable aleatoria uniforme en [0, 1].

Observacién: Al obtener fzr(z,t) = [ljg1)(2)] - [e7** -t - Lpgq1(¢) - A%], un resultado
que se escribe como un producto gz(z)-gr(t) se sabe que las variables son independientes
y que ambas funciones son multiplos de fz(z) y fr(t) respectivamente, solo es necesario
repartir las constantes para que las marginales integren 1.

IV.4 Normal Multivariada

Problema IV .4.
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Un vector aleatorio X = (X1, ..., Xpn) € IR" se dice que sigue una ley normal multivariada
de vector de medias p € IR™ y matriz de varianzas-covarianzas ¥ € IR™ ™ (lo que se anota

X ~Np(p,%)...) si S es d.p. y X tiene funcidn de densidad

f2(@) = 1 o= H @)D F—p)

(2m)n/2+/det>:

Demuestre que X ~ Ny (p, %) siy sdlo si 37 ~ N, (0,1) y A € R™" invertible tal que
X=AZ+pu y = AAT.

Solucion:

Demostremos primero que si Z ~ N,(0,I) y A € IR™ ™ es invertible entonces el
vector aleatorio X := AZ + u tiene ley N,(u,X) con ¥ = AAT. En efecto como

7 ~ N, (0,1) entonces
1
fZ’(g) = (27_‘_)7,,/26

15T >
—2Z z

Consideremos la transformacién lineal afin g : IR™ — IR"™ dada por g(2) := AZ + pu, es
claro que como A es invertible entonces g es biyectiva de hecho g~ (%) = A=1Z — A~ 1p.
Del método del Jacobiano concluimos que el vector aleatorio X := g(Z) posee funcién
de densidad en IR" y que ésta viene dada por:

£2(@ = F5(0™ @)\ det] 1 ()] = |det A (A7 - )
—1
_ |d€tA |e_%(5_“)T(AT)—1A—1(5_“)
(27-‘-)77,/2
Al definir la matriz ¥ := AAT (que es d.p.) se tiene que :

(1) (AT)=1A71 = (A4T)~! = £~
(2) |detA~| = |detA|~!
(3) VdetS = [(detA) - (detAT)]V/? = [(detA)2]V/? = |det A

De (1) y (2) concluimos que:

1 1= Ty—1/=
(7)) = —3(E-p) 7 (F—n)
2@ = Goyraea

y de (3) obtenemos que:

f2(@) = 1 o= s @)D (F—p)

(2m)n/2+/det>:

luego X ~ Ny, (s, X).
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Reciprocamente, supongamos que X ~ N (u,%). Como X es matriz d.p. del curso de
lgebra lineal sabemos que 34 € IR™*™ invertible tal que ¥ = AAT. Consideremos el
vector aleatorio Z definido por Z := A='X — A~y el cual verifica trivialmente la
identidad X = AZ + p. Para concluir basta demostrar que Z ~ N, (0,I).En efecto, como

Z = g=1(X) del método del jacobiano, podemos concluir que Z es un vector aleatorio
con densidad en IR", dada por

[3(2) = f2(9(2))|det o ()| = |detA|f ¢ (AZ + p)
|det A|

(2m)n/2+/det>:

|det A o~ 37T (AT A)7

(27)"/2v/ detX

e~ 5 (AZ+p—p) " =7 (AZ+p—p)

De (1) es claro que ATY.7'A =T | luego por (3) obtenemos que:

P — 1 777 _
128) = Gayr® (2m)/2det]

N|=

Tz 1 o 2 (E-0)T I (7-0)

ie. Z ~ Ny(0,1).

Problema IV .4.

Demostrar que si X ~ Nu(u,X) y B € IRP*™ es de rango completo entonces el vector
aleatorio Y € IR? definido por Y := BX tiene una ley N,(Bu, BLBT).

Solucion:

Como X ~ N, (p, ) del problema anteriormente resuelto sabemos que 34 € IR™*"
invertible y Z ~ N,(0, I,,) tales que ¥ = AAT y X = AZ + p. Se tiene entonces que:

Y = (BA)Z + By con BA e IRP*™ By e IRP

Demostremos primero que:

(1) dim[KerBAl=n—p
(2) dim[(KerBA)t]=p

En efecto como una matriz es de rango completo si y sélo si la aplicacién lineal asociada
es epiyectiva, es directo del hecho que A sea invertible y B de rango completo que BA
es de rango completo. Del teorema del nicleo imagen sale que:

dim[IR"] = dim[Ker BA] + dim[ImBA] < n = dim(KerBA) + p
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y por lo tanto dim[KerBA] = n — p lo que demuestra (1). Por otro lado como
IR" = [KerBA|® (Ker BA)! entonces

dim[R™] = dim[Ker BA] + dim[(Ker BA)'] & n = (n — p) + dim[(Ker BA)™|

de donde dim[(Ker BA)1] = p, lo que demuestra (2).

De (1) sale que 3P € IR™ (™ P) cuyas columnas son una base ortonormal del s.e.v.
KerBA y de (2) también sale que 3Q € IR™*P cuyas columnas son una base ortonormal
del s.e.v. (KerBA)L. Es facil verificar entonces que:

3) PTP=1In_,, QTQ =1,

4) PTQ=0e R"P*P QTP =0¢c RP*"P),

Al definir la matriz por bloques R := [P|Q] € IR™*" es evidente que:

PT PTP |PTQ
w'r=| gr| @)= | gr o

y por lo tanto de (3) y (4) obtenemos que RTR = I,,, es decir, R es matriz ortonormal
(en particular invertible). Definamos el vector aleatorio V := RT Z, entonces como

V=RTZ+10

con RT € R™ " invertible y Z ~ N,(0,1,), del problema anteriormente resuelto con-
cluimos que V ~ N,(0,RTR) i.e. V ~ N,(0,1,). De la identidad trivial Z = RTV,
obtenemos que:

Y = (BAR)V + By

Pero BAR = (BA)[P|Q] = [(BA)P|(BA)Q] . Como las columnas de @} son elementos
del Ker(BA), es facil deducir que (BA)Q = 0 € IRP*P, y por lo tanto

Y=[BAP|0]V+Byu (5)

—

Si escribimos V como V = [%] donde V; son las primeras p componentes del vector
2

aleatorio V y V3 las tdltimas (n—p) componentes del vector aleatorio V, de (5) obtenemos
que . .
Y = (BAP)V, + Bu (6)

Dado que V ~ N, (0,1,) es facil deducir que Vi ~ Ny(0,I,). Ademds como B, A
y P son matrices de rango completo, también lo serd la matriz BAP, luego como

BAP € IRP*P, concluimos que BAP es matriz invertible. Del problema anterior se
deduce que Y ~ N,(Bpu, (BAP)(BAP)T), pero

(BAP)(BAP)T = BA(PPT)ATB = BAI, AT BT = B(AAT)BT = BxPT
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i.e Y ~ N,(Bu, BEBT).

Problema IV .4.

Sea X ~ N,(0,02I) donde o € R,. Demostrar que si A € R™" y a € IR™\ {0} son
tales que Aa = 0 entonces las variables aleatorias XTAX y aTX son independientes.

Solucion:

En efecto, como A € IR™*" es simétrica entonces es diagonizable y como Aa = 0,
entonces a es vector propio de A asociado al valor propio A = 0. Se tiene entonces que
existe una base ortonormal en IR" de vectores propios de A de la forma:

a
{Ulw'”vn_l,ﬂgﬂ}

donde (Vi = 1,...,m — 1) : v; es vector propio de A asociado a algin valor propio A; de
A. Definamos la matriz

a
JD!ZZ[Ub.“,Un_l,HEﬂ] S ﬂ%nxn

Es facil convencer que:

(1) PTP=PPT =1,
A1

(2) D:=PTAP =
An—l
0

De (1) sale que PT es invertible y luego de rango completo, por lo tanto del problema ante-
riormente resuelto concluimos que el vector aleatorio ¥ := PTX ~ N, (PT0, PT(621)P)
ieY ~ N,(0,02I).

De (2) sale que A = PDPT, luego

n—1
XTAX = X"(PDP")X = (PTX)"D(PTX)=YTDY =) \Y? (3)
=1
oaTX =d"(PY)=("P)Y =Y, (4)
Si Y ~ N,(0,02I) entonces
1 - 2
| DE N
= = - i=1 — -3



+o0 y?
Como (Vi = 1,..,n) : [ ﬁe‘?dyi = 1, concluimos que las variables aleatorias
—00

Y1, ..., Y, son independientes.
Finalmente de (3) y (4), obtenemos que:

XTAX = funcién (Y1,..., Y1)

aTX = funcién (¥,,)

Como Y7, ...,Y, son v.a. independientes entonces de lo anterior,tambien lo serin las
variables aleatorias XTAX y a7 X.

Problema IV .4.

Demostrar que si X1, ..., Xy, son variables aleatorias i.i.d. N(u,c?) entonces las variables

aleatorias

_ 1 <& 1 <& _
X::EZXZ- y Sﬁ::n_lz(){i—xf

son independientes.

Solucion:

Definamos para cada i € {1, ...,n} la variable aleatoria Y; := X; — u ~ N(0,02). Es
facil verificar que:

_ n
luego para demostrar que X y S2 son independientes, basta probar que %Z Y;
=1

n _
y =5 > (¥; — Y) son independientes. En efecto como X1, ..., X,, son independientes
=1
entonces también lo serdn Y7, ..., Y, luego al definir el vector aleatorio Y := (Y71, ..., Y,)
se tiene que Y poseee funcion de densidad dada por:

n

1 2 1 s
@ =11 ™ = Grypgne ™"’

=1
ie. Y ~ N,(0,02I).
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Denotando por 1 := Y e; donde ey, ..., e, son los vectores de la base candnica de IR",
=1

se tiene que:

n n — —
Ademds como Y Y2Z=YTY y (LY Y)2=(LYTn)(En"Y)= SyTu1"y
=1

obtenemos que

1 « -
n—1;(y"_y) = mot

T(I —n-tnnT

)Y

n—1

De las igualdades (1) y (2) como ¥ ~ N,(0, 02, I,,) para concluir (segiin fue demostrado

n n _
en el problema anterior) que 1 3" ¥; e - 3 (¥; — Y)? son independientes, bastarfa
= i=1

i=1
que:
(I—n—lnn’—”)n _0
n—1 n
En efecto:
I—n~t107 1 1
)= =—(1—-n"tun"1
( n—1 )n n(n—l)( " )
! (1 — n~tn) ! (I1-1)=0
= —n n = —— — =
n(n —1) n(n —1)

n n
luego % Z Y, e L Z (Y; — Y)? son independientes, y por lo tanto también lo son
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