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Pauta Control 1

1) Representacién Numerica

(a) Considere una representacién floating point tipo inicial, donde el nimero real més cercano a
cero es 2723, Se sabe que la cantidad de bits de la mantisa es el doble que el niimero de bits

usados en el exponente.
i) Explique cuantos bits son necesarios para implementar esta codificacién y como se dis-
tribuyen.

ii) Seaxz = ajas...a, la representacién floating point de un nimero real, donde n es el nimeros

de bits utilizados por la codificacién y:
ar =1, ap=(ax_1+k)mod2, k=2.n

Determine el real representado por z.

iii) Calcule el real maximo representable en esta codificacion.

(b) Considere la codificacién floating point actual de 32 bits de la forma:
fl(z) = (=1)°2%(1 + m)

donde s el bit de signo, z € [—126,127] el exponente y m la mantisa de 23 bits.
Suponga que se redondea un nimero x > 0 para llegar a su codificacién floating point.
i) Demuestre que:
-2 <z — fl(x) <2577
donde n es la cantidad de bits de la mantisa.

ii) Demuestre que x > 2% y que por lo tanto:

2= @)y
T
Respuesta

1) Representaciéon Numeérica

(a) Representacion floating point tipo inicial

i) Como el nimero real més cercano a cero representable en una codificacion binaria siempre
es 27 x 20 _1), donde m es la cantidad de bits de la mantisa, y e la cantidad de bits
del exponente, esto equivale a 9 71)77”, y como m = 2e queda un sistema:

—(2°—1)-m 2¢ —1 =2 =4
R AR IR S S YR
m = 2e m=2e=2_8
Sumando el bit para el signo de la mantisa y el bit del signo del exponente, la codificacién

necesita 2 + 4 + 8 = 14 bits.

ii) En total son 14 bits, entonces



ay 1

az (14+2)mod2=1
a3 (1+3)mod2=0
ags  (04+4)mod2=0
a5  (0+5)mod2=1
ag (1+6)mod2=1
a7 (14+7)mod2=0
as  (0+8)mod2=0
ag  (04+9)mod2=1

arp (1+10)mod2 =1
a;17 (1+11)mod2=0
a1z (0+12)mod2=0
a13 (0+13)mod2 =1
a4 (1+14)mod2 =1
Numero real: z =1 1 0011 00110011
Signo Mantisa: —
Signo Exponente: —
Exponente:0 x 23 +0x 22 +1x2' +1x20=3
Mantisa: 0 x 271+ 0x 2724+ 1x234+1x27440x2594+0x2 0 +1x277+1x28 =
ST Te T Tam = e = 3%
Numero: @ = —5m= X 273 = — 2L x £ = — 3202 = —0.024 902 343 75
iii) El nimero real méximo representable en una codificacién binario tipo inicial es de la forma
M= (1-2"")x22"Y Como m = 8 y e = 4, entonces
M= (1-278) x2@"~1) =215 _ 97 — 32640

(b) Codificacién floating point actual

i) Dado un real z > 0, ese se pasa a base binaria, con una mantisa entre 1 y 2, es decir
x = 2%(14+m*),con m* € [0,1]. Ahora, al aproximar queda de la forma fl(z) = 2*(1+m)
Entonces, se puede hacer una transformacién de codificacién tipo actual a tipo inicial
tomando x = 251 (L) fl(z) = 25+ (1£™) | en donde se cumple que la nueva mantisa
es mayor que % y menor que 1, y ahora tiene n + 1 cifras significativas. Como vimos en
clase, en la codificacién tipo inicial se tiene que FEy.q(z, fi(z)) < % x b~t, donde b es la
base y t es la cantidad de cifras significativas de la mantisa, entondes en nuestro caso,
Ere(, fl(z)) < 270+ — B0 < 9-(nt1) — |5 — fi(z)] < 227 (D)

— |$ _ fl($)| < ;pQ_(n'H) — 2z+1(#) w 9—(n+1) < 9z+l-n—1 _ 9z—n
= 2" <z — fl(x) < 227"
ii) Como z =2*(1 4+ m*), con m* € [0,1] = (1+m*) > 1= 2 =2*(1+m*) > 2°

xr — 2%

Entonces, E,¢(z, fl(z)) = ‘w_];l(w)l << <o

2) Aproximacién y Errores

(a) Determine la propagacién de errores de las siguientes operaciones matematicas:
i) ¢(x,y) =1+ sin(2? +y?), z,y € [0,1]
i) d(z,y.2) = \/FPE
Cuales de ellas son estables/inestables 7 Fundamente su respuesta.
(b) Considere las siguientes aproximaciones numéricas de la derivada de una funcién a variable

real f(x) en un punto zp: (para h ~ 0)

df (vo) _ flwo+h)— f(zo) df(zo) _ f(wo+h)— f(zo—h)

~ ~

dzr h dx 2h

i) Haga un anélisis de propagacién de error de la primera férmula con gp, = 0.
Obs: Si aparece w, aproximelo por f/ ().



ii)

Para una aritmeética finita de 5 cifras significativas con redondeo, aproxime la derivada de
f(z) = zlnz en el punto zp = 10.125, usando la segunda férmula con A = 0.001. Compare
este valor aproximado con el valor exacto de la derivada. Calcule el error absoluto y

relativo.

Respuesta

2) Aproximacién y Errores

i

9¢

(a) Estabilidad: ¢4 = Fiem] 6I Sey + ¢(g )
¢(x,y) = 1 +sin(a? +?)
%% = cos(z? + y?)2z
%‘5 = cos(alc2 +9?)2y
y 0¢ _ cos(x?+y?)2z2 cos(z2+y?)2y>
€p = (z y) 89: E"E + ¢(z,y) Oy Ey = 1+sin(z2+y?) €z + 1+sin(z2+y?) €y

ii)

Como z,y € [0,1], entonces el errores se podria acotar por su mayor valor que tome en
ese intervalo, siempre y cuando exista. La tunica forma en que se indetermina es en el caso
que 1+ sin(2? + y?) = 0, que solo podrfa suceder si sin(z? + y?) = —1, que serfa cuando
2%+ y* = 3%, pero como z,y € [0,1], max( 2 +y?) =2 < 3Z, lo cual es estable.r

i _ ¢ y 8¢ a¢>
A,y 2) = VTYZ €6 = gy oncs T amyn) oyy T Fage) 0:62

w3 e
9¢ _ 1 [az
dy 2\ vy
9 _ 1 /zg
0z ~ 2 z
F) 9 ) 1 TE, ez 1
Ep = cp(:cfy,z) B_fgz—'_rﬁ(mz,ly,z) 8_<yﬁ€y+¢(x;zy,z) 6?62 - ;yzi yz 2 €y+,/;yz§ %52 =
i(es+ey+es)
df (xo) ., f(zo+h)—f(zo—h
(b) 5110)* (zo )Qh(o )
) f(@) = olah) = Lth=re)

do(x) = f(=)
fo=1 f((rw)) Ee
or(e.h) = fw+h) |

_ . f (@th) f(z+h) _ _ f (z+h)
€1 = 2 frry Co + hFTay € = T aay S
¢o(f(x +h), f(z)) = fx+h) - f(x) /

_ _ f(z+h) f(x) f(z+h) £ (@+h) f(x) f (=)
2 = FeH—f@ L T Teth—1@ 0 T Fath—f@* flath) ¢ T Fath)—F@) " fl@) °F
_ @b _of@e  _ flaih)f @)

f(z+h)— féx) flz+h)—f(z) = fz+h)—f(z) 7°F
f (m h) — 2h , ,

£ @tny— ' (@) %
Ep =€y —ep =g = %msr = JEihey T = ’},((5)) TEy
h
Obs: Si se toma ¢(x,h) = M, entonces €4 = JEER—T® ! (IJrh,};f @e. =
h

ii)

7ol @er = e,
llegando al mismo resultado, pero la idea era hacerlo dividiendo por operaciones.

f(z)=zlnz , xo =10.125, h=0.001
df{gxo) f(xo+h)—f(9co—h)
A. fl(xzo) =10.125

(x
fl(Rh) = 0.001

fl(zo + h) = f1(10.126) = 10.126

F1(In(10.126)) = f1(2. 315 106 373547 717 4296) = 2.315 1
£1(10.126 x 2.3151) = f1(23.4427026) = 23. 443

fl(zo — h) = f1(10.124) = 10.124

F1(In(10.124)) = f1(2. 314908842 682877 6198) = 2.3149
£1(10.124 x 2.3149) = f1(23.436 047 6) = 23. 436
£1(23.443 — 23.436) = £1(0.007) = 0.007



F1(2 % 0.001) = £1(0.002) = 0.002
FUS) = £1(3.5) = 3.5
B. f( )=lnz+1

£(10.125) =1n10.125 + 1 = 3. 315007 612 992 602 837 3
— fI(f'(10.125)) = 3.315

Eaps = |3.315 — 3.5| = 0.185

Bpo = B2 = 0.055806 938 15987933635 < 5 x 107
= tiene 1 cifra significativa

3) Sistemas de Ecuaciones Lineales

Dada una matriz tridiagonal, su factorizaciéon A = LU puede ser llevada a la forma:

a1 aiz 0 e 0 ;i O 0 1w 0 - 0
21 Q22 @23 T 0 lor 2o T 0 0 1 uss - 0
: : . . : : . . . : : . U 1n
0 0 e Gpn—1  Qnn 0 0 lnn—l lnn 0 0 . 0 1
mediante el Método de Crout:
Paso 1: Paso 2: Parat=2,...n—1 Paso 3:
Liciz = Gi(i—
I — i(i—1) i(1—1) -
H B %1112 i = ai— lcz'l(ifl)u(i—l)i Inn—1) = Gn(n—1)
2 = li1 Ui(i41) = Z(llfl) b - ln(n—l)u(n—l)n

(a) Calcule la factorizacién de Crout de la siguiente matriz:

5 -2 0 0
-2 5 -2 0
0 -2 5 =2
0o 0 -2 5

A:

(b) Calcule la cantidad de ops que este método realiza aplicado a una matriz cuadrada tridiagonal

de tamano n.

Respuesta

3) Sistemas de Ecuaciones Lineales
5 -2 0 0
-2 5 =2 0

0 -2 5 =2
0o 0 -2 5
Paso 1: l11 = a1 =5

(a) A=

_ M2 o
T
Paso 2: l21 = a21 = —2
lo2 = ag2 — logu1a =5 — (—2) (%2) = %
@23 _ —2 _ 10
U223 = 77— = 21 — — 91
l22 5
l32 = aze = =2
lss = ags — lyougs =5 — (—2) (—42) = 8
U % — =2 _ 72
Mo, T BT
Paso 3: l43 = a43 = —2
lag = agq — laguzg =5 — (=2) (—2) = 24
Finalmente
5 0 0 0 1 2 0 0
-2 & 0 0 0 1 - 9
_ 5 ST = 21
L= 0 -2 5 0 U=10 o 1 -2
341
0 0 -2 == 0 0 0 1
1

(b) ops:l—i—nz_: 3 +2=3n—-2)+3=3(n—1)= O(n) lineal
i=2
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