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Problemas Resueltos

Problemas

1. Sea una codificacién binaria floating point tipo inicial, donde el nimero real maximo representable es 263 — 254,

(a) Explique cuantos bits son necesarios para implementar esta codificacién y como se distribuyen.
(b) Sea a = ajas...a, donde n es el nimeros de bits de la codificacién usada y sea
a:{ 1 sii=2jVi=1+4j,7eNU{0}
’ 0 en otro caso
Obtenga el real representado por a
(c) Sea f(z) = e*". Para una aritmética finita de 5 cifras significativas de redondeo, se sabe que f(0.5) = 1.2840.
i) Calcule el polinomio de Taylor de orden 4 de f(x) en torno a z¢ = 0.
ii) Calcule p4(0.5) con la misma aritmética.

iii) Represente f(0.5) y p4(0.5) seguin la codificacién de punto flotante anterior. Calcule el error relativo y segin
esto concluya si p4(0.5) es 0 no una buena aproximacién de f(0.5)

2. Considere la funcién f(z) = Para una aritmética finita de 4 cifras significativas con redondeo:

(a) Determine el polinomio de Taylor de order 3 de f(z), ps(z),en torno a zo = 0.

(b) Obtenga una cota teérica del error

(¢) Utilice p3(x) para aproximar f(x) en los puntos x = 0.25 y 0.5. Determine el error absoluto y relativo cometido
por esta aproximacién. Compare con la cota obtenida anteriormente.

(d) Grafique p3(z) y f(z)
1 1

(e) Aproxime I = [ f(z)dxz mediante Is = [ps(z)dz . Determine el error absoluto y relativo cometido por esta
0 0

aproximacion.
3. Realice un andlisis de propagacién del error en el siguiente algoritmo:
p(e,y,2) =2+ (y+2)
4. Dado el SEL:

1 1 1 1 1
1 2 -1 2 1
A= 1 1 2 3 b= 1
1 -1 1 -1 1

Determine la descomposicién A = LU a través del método de Gauss.

(a
(b
(c
(d

Resuelva el sistema de ecuaciones lineales Ax = b utilizando la factorizacién A = LU.
Calcule el det(A). Si det(A) # 0 calcule A~ mediante el método de Gauss-Jordan.

Calcule cond(A). La matriz A estd bien o mal condicionada ? Qué efecto tiene el condicionamiento sobre la
resolucion de otro SEL similar al definido en este problema.

NI N NG

5. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones lineales, usando las estrategias de pivoteo completo y parcial, usando una
aritmetica finita de 4 cifras significativas con redondeo. Calcule el error relativo. Calcule Cond(A).

0 1 1] [« 1 z —6.125
—01 2 01| |y|=|0] = |y|=|-0375
1 3 6] |z 1 z 1.375

6. Programe el algoritmo para obtener la descomposicién LU.

7. Programe un algoritmo que calcule la determinante usando el método de Gauss



8. Cuente el nimero de operaciones del algoritmo anterior y el de Laplace para calcular la determinante, y compare.
9. Cuente el nimero de operaciones de Gauss y Gauss-Jordan
10. Sea la matriz de Hilbert definida como H,, = [wﬁ]i’jzo,lmn,l.
(a) Resuelva el sistema Hzz = [1 1 1]T

(b) Resuelva el sistema anterior, pero cambiando la primera componente del lado derecho por 1.01
(¢) Calcule Cond(H3)

11. Dada la matriz tridiagonal A :

1 5 00

4 3 1 50
= 1 1

0 3 1 3

00 1 1

(a) Determine su descomposicién LU
(b) Parab=(1 0 1 0 )" resuelva el SEL (A,b) mediante el Método de Crout.

(¢) Es la matriz A definida positiva ? Si lo es determine su descomposicién de Cholesky.

12. Sea el SEL definido por:

OO~ W
O = W
W= O
W= oo
e

(a) Resuelva el SEL mediante el método de iterativo de Jacobi (5 iteraciones)
(b) Resuelva el SEL mediante el método iterativo de Gauss-Seidel (5 iteraciones)

(c) Compare las soluciones entregadas por los método iterativos con respecto a la solucién entregada por el método
0.272727272727
0.181818181818
0.181818181818
0.272727272727

Q

de Gauss: z = {

<L o %S| [ [ O

Obs: ocupe Z°

13. Dado el SEL:

4 2 0 1
A=12 4 2 b=1]1
0 2 4 1

(a) Métodos Directos:
i) Determine su descomposiciéon A = LU y resuelva el SEL utilizando esta factorizacion.

iii) Es A definida positiva ? Si lo es determine su factorizacién de Cholesky y resuelva el SEL utilizando esta
factorizacién.

(b) Métodos Iterativos:

i) Resuelva el SEL mediante el método Gauss-Seidel.

ii) Para el método SOR aplicado a matrices definidas positivas y tridiagonales, el valor éptimo de w estd dado
por:

- 2
C T I+ /T-n(To)

Donde p(T¢) es el radio espectral de la matriz del método de Gauss-Seidel T¢.
Calcule @ y resuelva el SEL mediante el método SOR para w.

14. Analice el algoritmo de Cholesky.

15. Sea la matriz de Pascal:

Y
I
o=
W DN =
D W =

(a) Determine si es definida positiva



16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.

(b) Silo es, determine su descomposicién de Cholesky.

Dado el SEL:
4 20 1
A=12 4 2 b=11
0 2 4 1
(a) Resuelva el SEL mediante el método Gauss-Seidel, y calcule el error relativo.
1
4
Obs: =1 0
1
1
Interpole la funcién sen(mwz) dentro del intervalo [—1, 1] utilizando Lagrange en los puntos —1, —%7 0, %, 1. Acote el error

de lagrange. Grafique sen(nx), Ly(x) y Ts(z) (polinomio de Taylor)

Encuentre el polinomio de newton con los siguientes datos, y vea a que funcién se parece

i x f(x)
0o -1 1
1 0 1
2 1 2
3 2 4
4 4 16

Dada la funcién f(z) = encuentre el polinomio de newton que interpole a f y a su derivada f’ en los puntos 0, 1, 3.

1
x+1?
Por las fuertes lluvias que se pronostican para el mes de Mayo, se desean hacer arreglos en la carretera Autopista
Central para evitar inundaciones, pero el Ingeniera que disefio la carretera era de la Universidad de las Américas, y
perdi6 los planos. El gerente, desesperado, llama a un Ingeniero amigo suyo de Beauchef, y le plantea el problema. El
Beauchefiano, que pasé Calculo Numérico, sabe muy bien que hacer. Le pide al gerente una tabla de datos tomados en
los Portales de Peaje que indiquen tiempo y posicién de un vehiculo. La tabla que el gerente le entrega es la siguiente:

t 0 3 5 8 11
x 0 225 383 623 1001
y 0 9 25 64 121
y 0 22
Haga lo que un Ingeniero de Beauchef haria.

Hint: Use Spline Cibica y Polinomio de Newton

Una fabrica de mermeladas de membrillo desea expandir su mercado, por lo que decide envasar la mermelada en frascos
que contengan 1 kilo de mermelada a temperatura ambiente (15°). Al preparar la mermelada, esta puede alcanzar
temperaturas cerca de las 80°C, por lo que aumenta su volumen, y luego al enfriar la mermelada, esta diminuye su
volumen, y el proceso de sellado obliga a la fdbrica a envasar la mermelada calientita a 50°. La fdbrica produce una
mermelada normal y una dietética, con 40% y 15% de concentracién de azucar respectivamente, las cuales la empresa
ya conoce sus propiedades para el envasado. El cocinero jefe ha creado una mermelada semi dietética con un 25% de
concentracién de azucar. La fabrica desea conocer el volumen que tendrd la mermelada al momento de envasado, para
disefiar el tamano y la forma de los frascos, y que volumen tandrd a temperatura ambiente, para ver el material del
frasco, para que soporte la diferencia de presién. Para esto, se tienen los datos de las mermeladas normal y dietética,
con 1 kilo cada una:
ToNT° 5° 10° 20° 40° 80°
15 880 cc 950 cc 1030 cc 1080 cc 1250 cc
40 900 cc 1010 cc 1090 cc 1150 cc 1280 cc

La empresa Ferrari realiza pruebas de su nuevo modelo "Relampago McQueen", por lo que se han tomado los siguientes
datos:
Tiempo [s] 0 3 5
Velocidad [E™] 0 63 108

(a) Calcule la velocidad en funcién del tiempo.

(b) Aproxime la distancia en funcién del tiempo integrando el polinomio anterior.

(¢) Se midi6 la distancia de "Relampago McQueen" en t = 7, y se agregé el dato que ha recorrido 10775267 m. Determine

el polinomio de Hermite que interpola distancia y velocidad del automovil,
(d) Calcule la velocidad en t = 7.



23. Dibuje con Spline cibica el contorno del lindo escarabajo rojo de la fotografia.




24. Determine el sistema para aproximar una funcién f(z) en un intervalo [, 3] por un exponencial de la forma y(x) = be®*,
donde a y b son las constantes a determinar.

25. Use los ceros de T y las transformaciones del intervalo dado y construya un polinomio interpolante de segundo grado
para f(z) = zlnz ,[1,3]

0 st —7m<x<0

26. Obtenga el polinomio trigonométrico general de minimos cuadrados continuos para f(z) = 1 si O<zen

27. Detemine el polinomio trigonométrico Sz(x) en [—, 7] para f(z) = x(m — )
Soluciones
1. Codificacion Binaria

5 (25_1), donde m es la
2€ 1 2(26—1)—117.

. . . . . . mo__
(a) Como el nmimero real maximo representable en una codificacion binaria siempre es 251 x 2

cantidad de bits de la mantisa, y e la cantidad de bits del exponente, esto equivale a 2
sistema:

263 _ 951 — 9" 7' _ o

, queda un

(26—1)—m . 2¢—-1=63 N e=26
(2¢—1)—m =54 m=9
Sumando el bit para el signo de la mantisa y el bit del signo del exponente, la codificacién necesita 246 +9 = 17
bits.
(b) Como son 17 bits, entonces

i. Numero en codificacion binaria: ¢ = ajasas...a17 = 11011101110111011
ii. Nimero real:
A. Signo Mantisa: —
Signo Exponente: —
Exponente: 0 x 2° +1x2*+1x 22 +1x224+0x2'+1x2°=29

Mantisa: 1><2‘1+1><2‘2—|—0><2‘3+1><2‘4+1><2‘5+1><2‘6+0><2‘7+1><2‘8+1><2‘9:g%’:
0.865234 375

E. Numero: a = —‘51% X 2729 = 443 x 273% = —1.611624611 5416288376 x 10~

oaw

(c) Polinomio de Taylor
i pa(z) =1+2%+ ia?
ii. Se debe calcular con la aritmetica finita de 5 cifras con redondeo, entonces 0.0§25 = 0.03125, cumple la

aritmética. Luego p4(0.5) =1+ (0.5) + i (0.5)" =1+0.25 + 00625 — 1.25 +0.031 25 = 1.28125, reduciendo
a b cifras con redondeo, queda p4(0.5) = 1.2813

iii. En representacion de punto flotante quedan:
A. [f(0.5) 1.2840 = 0.642 x 2

2—1 2—2 2—3 2—4 2—5 2—6 2—7 2—8 2—9
1 0 1 0 0 1 0 0 0
0.642 0.142 0.017 0.001375

£(0.5) = 00000001101001000
B. P4(0.5) 12813 = 0.64065 x 2!

271 272 273 2-4 275 276 2°7 278 279
1 0 1 0 0 1 0 0 0
0.64065 0.14065 0.01565 0.000 025

p4(0.5) = 00000001101001000
— 1[f(0.5)—pa(0.5)] _ 0.0027 3
C. Epe = |f(0?54)| = {9810 = 2-102803 7383177570093 x 10~
La representacion de f(0.5) y de ps(0.5) en esta decodificacion es exactamente la misma, por lo que quiere
decir que la aproximacién, en terminos del punto flotante, es muy buena.

2. f2) = 25

(a) Taylor

. (2) %6 (3) 6(x*—622+1
) = s 1) = e 170 = Bt S () = -

F(0) =0; f/(0) =15 f7(0) = 0; f"(0) = —6
iii. p3( )—O,x + 9 Lx +§,a:2+*6x3—x—x3

. (4) 24(x° —10x° +5x
iLfo(2) = W




(b) Cota del error

i E3(IE) — f((j)(;f) 1‘4 < maxgr)(m)x4 — f(4)(§4—\/§)x4 = (0.812 21:4

(¢) Aproximar
i. p3(0.25) = 0.2344; £(0.25) = 0.2353; Eups = | £(0.25) — p3(0.25)| = 9 x 107%; B, = IN)%W =3.
825 x 1073; F3(0.25) = 3.173 x 1073

ii. p3(0.5) = 03755 f(0.5) = 0.4 Eape = | £(0.5) = p3(0.5)] = 2.5 x 1072 Eppy = 027209 — 695 1072,
E3(0.5) =5.076 x 1072

(d) Grafico. f(x) rojo, ps(x) negro

(e) Integral

1
[ p3(z)dz = 0.25;
0

1
[ f(z)dz =1In2=0.3466
0

Baps = | I — I3] = 9.66 x 102
By = Ul = 2787 x 1071

3. Propagacién de errores
x x u
(a) 20 = [y ]; 2™ = (y—i—z) = (v); @D =utv=x4+y+=2
z

(b) D = [(1) ; ﬂ;DsO(”: (L]

o memeon=(,2 )= Pof3 )( ) mamonnma =) 1]

Esyz
(d) fl((p(l)(x*(l))) =u"Hvt = (1 + 63) (u* + U*) = €3 = Esup — E(2) = Esuv
(©) Ap = DM DO Ag + Do W o0 (5+0)) 4 B0 (5+(1)

Az
1 00 0 0 x* * * *
(f) Ap=11 1] [0 1 1] Ay |+ 1] {0 . } <y*+z*>+ssuv(ﬂv +y* +27)
AZ Syz

(8) D=0+ Ay + Dz + gy, (Y + 2%) + Egup (T* +y* + 2%)

_ z . u v _ T (y+=2)
(h) Pero ey, = Lﬁz €yt 5282 Y Eowv = giu t Ty = s e T Titer Swte) reemplazando

(i) Ao =Lz + Ay + Az + (y—_%ey + ﬁsz) (y*+ 2*) + ($+(§+z)5x + miﬂfz)s(ym) (x* +y* +2%)

4. SEL



(a) Descomposicion LU

0

-2 1 0

0

ii. A% =

iii. A3 =

2; my3=

—1; m3a= — 2 my2

— — O\ ool~

270

— - O O

— O O O

=LU

(b) Resolver Ax =b, con A

— O A oI~

ii. y

— — O O

— o O O

iii. ny@»{

1

< T4

iv. z,

_ Un(n+1)
Unn

1

*

) k=m-1),..

(y3 — [uzaz4])

J

n
Uk (n4+1) — E Uk T 5
=k+1

A k=3 u3

1
Ukk

V. T =

12-[2x1)=0

1
u3z3

1(0—-[(-2) x0+1x1])=-1

1

LA-[(-1)x1+1x0+1x1))

I

<

8

<t

—
[
—~ +
)
8 8
< 3e]
N —
S 3
+ o+
el N
8 8
e N
N —
S
[
N —
S D
S~—
Il —
17211
3 3
I
N —
8 8
N
T
2 X
Mo

vi. T

(c) Determinante y A~!

Ix1x7x8=8+#0

U1l X U2 X U33 X Ugq =

i. det(A)

cocowm-
oo o~
co—~ o
co - o
o—o o
— o~
— — | =«
]
—
N _3ow
114_
O — AN O
o~
1_30
™ - T
o~
112_0100
o000 o000
Il I
cocoo~o oo~
cCoOHO OO —HO
oHOoOO0C ©OHOO
100011_1%
—
123_ ~
- 1
SO O - 114,
—
co—~o — | - ~
— ) ™o
o—- oo ~
121_ ~
-0 oo — =
—
111_1
— e T — o oo
— r
- cCoo—H OO0 O —
cCoHO oo —HO
1211
l o= oo _I_AlJ:z
11111111
_ | | __1000
I Il I
o — [a\}
s T~ ~
_A < <




, [t 0o -=30][to0oo0O0t0 3 0 2 -100
o la: 201 2 0ffo 10001 =21 -1 1 0 0f_
] oo 1 offjoo fofl00 7 2 3 -21 0
00 4 1000 100 —40 -3 2 01
100 ~¢ § 4 20
010 &% -2 2 2 0
A S U T
001 2 3 -3 7 0
4
000 7 -7 7 3 1
, [t oo g7 000100 -5 2 -7 -2 0
VIA;I_OIO—%()lOOOlO%—%%%0_
'_001—7001000152—370_
7 9 6 4
000 1]00oO0 000 & -2 & 1 1
1000 -3 & 0 3
0100ﬁf§,1f£
A IS P
0010 7 -3 0 -3
R
1 1 3
—-= = 0 =
% 1
vi. ATt=rt=1§ 2§
o 1 A
8 4 2 8

1| — 6 34 6 26\ _~ 34 _ 119 _
(d) cond(A) = ||A]| - ||A7}|| = max {4,6,7,4} -max {8,316 201 — 7.3 = 119 — 99 75 > 1
En consecuencia, la matriz A estd mal condicionada. Como la matriz estd mal condicionada, al perturbar levemente
sus coeficientes, se genera una gran alteracién de los resultados al resolver sistemas de ecuaciones cuya matriz de

coeficientes sea esta.
5. Gauss - Tecnicas de pivoteo

(a) Pivoteo Completo

0 1 1 T 1 1 3 6 T 1 6 3 1 z 1
—0.120.1y:O=>—0.1201y:O=>O.12—O.1y:0
1 3 6 z 1 0 1 1 z 1 1 0 z 1
6 3 1 z 1 6 3
= |01 2 —-0.1| |y| = (0] = [0 1.95 —01167
1 1 0 x 1 0 05 —0.1667
1
= [—1.667 x 1072
0.8333
6.0 3 1 z 1 6.0 3 1 z 1
= | 0 1.95 —0.1167| |y| = |-1.667x107%| = | 0 1.95 —0.1167| |[y| = |—0.01667
0 05 -01667| |z 0.8333 0 0 —0.1368] |z 0.8376
_ 08376 __
— ¢ = 0876 — 6,123
_ —0.01667-0.1167x6.123 _
- 143%0.37 14}2512; o
x0.375+46.
:>z—0002 & 14375
Erel = g155 = 3.266 x 10
(b) Pivoteo parcial
0 1 1 T 1 T 1
—0.120.1y:O=>—01201y:O
1 3 6] |z 1 z 1
[ 1 3 6 T 1 0 0f |1 1 3 6 z 1.0
:>—0.120.1y=o.1100 0 2.3 07| |y| = |01
| 0 1 1 z 0 1] (1 0 1] [= 1.0
1 3 6 T 1.0 3.0 6.0 z 1.0
= (0 2.3 0.7] |y| = 01 = OO 23 0.7 y| =1 0.1
0 1 1 z 0.6957| |z 10.956 5
— X
:y—T —0.375

—x=14+3x0375 —6x1.375 =—-6.125
Erel:()



0 1 1
(©) [[=0.1 2 0.1]| = max{2,2.2,10} = 10
1 3 6
o 1 171" ~7.3125 1.875  1.1875
01 2 0.1 —1|-04375 0625  0.0625 || = 10.375
1 3 6 1.4375 —0.625 —0.0625

Cond(A) = 10 x 10.375 = 103.75 >> 1

6. LU
For j=1 To (n-1) // los n-1 pivotes
For i=(j4+1) To n // restar a todas las filas debajo del pivote
For k=j To n // desde el pivote hasta el final de la fila
ali K] =aliK]-(afifl/alii]) 2l 1
End For k
L[i,jl=ali,j]/alj,j] // copiar a la matriz L
End For i
For m=j To n // copiar a la matriz U
Uljm]=afj ]
End For m
End For j

7. Determinante
det=al[1,1]
For j=1 To (n-1) // los n-1 pivotes
For i=(j4+1) To n // restar a todas las filas debajo del pivote
For k=j To n // desde el pivote hasta el final de la fila
afi K =afi.KJ-(afif}/aljj]) *al} |
End For k
End For i
det=det*alj+1,j+1]
End For j

8. Operaciones

n—1 n n n—1 n n—1
(a) Gauss: >, > >23=3> Y (n—j+1)=3>(n—j)(n—j7+1)
J=1i=j+1k—j =1 i=j+1 =1
n—1
=3 n—j(1+2n)+j2+n?>=3|(n—1)n — (1+2n)("_21)" + "("_1)6(2"_1) +(n— l)nz] =n-n
=1
= O(n?)

(b) Laplace: D(n) =n(2+ D(n — 1)) con la condicién inicial D(1) =0
D(n)=2n+nDn—-1)| x -1

nn

Dn(f) =24 Dfﬁ;}) se define Y (n) = Dn(:f)

Y(n)=-2:+Y(n—-1) = Yn)=Y(1)+ > 7
k=2

Dn(f) = D1(11) + kX—:Q kkz—l = k2—:2 ka—l = D(n) =n" 2_32 k;k2—1

= O(n")

(c) Claramente la diferencia es extremadamente mucha, ya que el algoritmo de Gauss es de orden O(n?), mientras que
el algoritmo de Laplace es de orden O(n™). Claro que para el caso n = 2, el algoritmo de Laplace es més rapido
que el algoritmo de Gauss, pero para n > 3, es més eficiente el algoritmo de Gauss.

9. Numero de Operaciones



(a) Gauss
n n+1

S5 So >+<D>+:§<i<R,M>+<D>>

j=1i=j+1 k=j j=k+1
1 n—1

(DMR) (n—j—-141)4+Mn+1-34+1) + (D) + > (RM)(n—k—-141)4 (D))
j=1 k=1

~ (D, M, R)2 jz (n—j+1) + (D) + (R,M):;(n—k) + (D)(n—1)

= (D, M, R)2(n(n—1) = " 4+ (n—1)) + (D) + (B, M)(n(n—1)—"52) + (D)(n—1)
= (D,M,R)(n(n— 1) +2(n— 1)) + (D)n + (R, M)™21
D=nn-1)+2n—-1)+n=n%>+2n-2

:n(n—1)+2(n—1)+n(n2 1)—272 +in -2

:n(n—1)+2(n—1)+"(" D — =3n?2+in-2

(b) Gauss-Jordan

n—1 n n+1 n—1 n

£ 3 Swam S S S0+ 30

= =

fi= PR s Py 71 =
—2Y S S (DLR) + (D

j=1i=73+1k=j

(D, M,R)2(n(n —1) +2(n—1)) + (D)n

D=2nn-1)+2(n—1))+n=2n*>+3n—4
M =2(n(n—-1)+2(n—1)) =2n*+2n—4
R=2(n(n—1)+2(n—1)) =2n%+2n—4
(¢) Contando el nimero total de operaciones:
i. Gauss:D+M+R:n2+2n—2+3n2+ n—2—|— 3n? + n 2=14n?+3n—6
ii. Gauss-Jordan: D + M + R = 2n? +3n—4+2n +2n—4+2n +2n —4 =6n%+Tn — 12

(d) Se ve claramente que el algoritmo de Gauss es mds eficiente que el algoritmo de Gauss-Jordan, pero ambos
algoritmos son de orden O(n?)

1 1 1 1 11

0+0+1 Of1+1 O+2+1 ? ?
10'H3:1(1)1 111 1%1 3 03 3
o+ I+ 2+ ? 31

2+0+1 241+1 2+2+1 3 4 5

Ly 51 1o otz s o 1y o5 i1
: -1 10 =
N | BRI T R U
101 1 3 101 1 1 4 2
3 1 5 - AL 3 1 5 - 1 0 %7 2 ° 3
o0 o] |t oz o3 1] |3 3 1
=10 1 O] fp 1 1 6| =10 1 1 6
0 —73 1] 1 4 2 1 1
0 15 15 3 0 0 3% 5
o s frroi
= 101 —1i 19 1 1 6l=10 1 0 @ —24
00 1
- “oo 1 i 30 00 1 30
1oL o] |t 5 0 -9 100 3
=0 1 O Jp 1 0 —24|/=1]0 1 0 : —24
0 0 1
- oo 1 30 00 1 30
1 3 3 1.01 1 0 ol 3 3 1.01 1 L4 1.01
1
17 —
(b) 11 1 1 1=>_30(1)§§§ 1 0 & & 0.495
3
111 1 i 1 1 0 & 4 : 0.66333333333333333333



10 o] |l 3 3 1.01 13 3
= 8 L (1) 0 1 1 12 x 0.495 =10 1 1
-7 0 L 4 066333333333333333333] [0 0 &
- S FEE 1.01 1 3
10 —3 2 3 2
= 01 —1i 19 1 1 5.94 =10 1
00 1
- [0 0 1 ¢ 180x0.16833333333333333333 0 0
1o~ o]t 3 0 —9.09 100 : 309
= 8 (1) (1) 01 0 @ —2436| =10 1 0 : —24.36
- "o o0 1 30.3 00 1 : 303
1 L1 1 Lo 1 L1 9 —36
(¢) Cond(y) = | |} % % : % % — |3 % % 36 192
3 1 3 3 1 3 3 1 3 30 —180
= |1+ 5+ 5[ 36 + 192+ 180| = 748

11. matriz tridiagonal A :

(a) Descomposicién LU
i.i=1
A. 111 = a1 = 1

a1z
l11

1

B. U2 = 5
il. 1 =2

1

A. 121:(12115

B. lyp =asp —lyjup=1-1x1=23
. 1=3
A. 132:(132:%
= — —1_1 2 _ 2
B. l33 = as3 — l3ou03 =1 5X3=73
Coupy=9=3x3=12
iv. 1 =4
A. 143:(143:%
B. 1l =a — 431 :1*1X§:§
. lag 44 43U34 3 2 2
1 0 0 O 1 % 0
1 3 5
5 37 00 0 1 2
p— 2 . — 3
5
00 5 3 0 0 O
(b) Método de Crout
L 0 0 0] |n 1
1 3
iz 7 0 0|0
0 2 ? 0 Y3 1
00 3 % Ya 0
_ b _
A. yl_llll
_ bo—yilor __ 2
B.yp =277 =3
bs—ysl 1+2x1
C. y3= 3lg§32: %2:2
_ ba—yslaz _ —2X% 8
D. y4_$_ g2__g
1 % 0 0 T 1
2 2
. |01 5 0f |z 2
il. 3 _
0 0 1 5 x3 9
0 0 0 1| (x4 _%
A.l’4:y4:_%

—elw o O

1.01
5.94
0.168 333 333 333 333 333 33

0 : —9.09
0 : —24.36
1 :  30.3

30
—180
180



B. w3 =y3 —aqugs =2— (—5)3 =18
C. .%‘2::ljg—a??,u,gg,:—g—1—56><%:—1T;L
D. $1:y17$2ulgilf 715—4)%:%
(¢) Descomposicién de Cholesky
i. Definida positiva
A. det (All) = ‘1| =1>0
1 1
det (A22) = % i = % >0
1 30
— |1 111
det (A33) = 2 1 3 =3 >0
0 3 1
1 1200
i1 Lo 5
2 2
00 3 1
_,/all 0 0
2-1
T aze — > (lak) 0
k=1
ii Zill log 3—1
i. L= , agz— 2, lak _ )
i e ass — k§1 (I3k)
2—-1 3—1
asz— > laglog asz— 3 laglak
Q41 k=1 k=1
111 l22 l33
1 0 0
2
3 V1-(3) 0
2
0 22 |1- o+ =2
i L= |y =G
0 0—0 3-0-0
1-(3)° 1-[0)+(3)’]
(1 0 0 0
. 3 V3 0 0
iv. L = 7 1
0 3v3 3v2v3 0
0 0 3V2V3 §V2V5

12. Métodos Iterativos

(a) Jacobi
300 0] "o
0300 1
_ _n-1 _
M==D"(L+U)==15 ¢ 3 0| o
000 3 |0
300 07"t %
0300 1 1
o B
EN=DT0=15 o 3 ¢ 1_%
000 3 1 1
k+1 1
=10
E+1 _ M k N Zq 3 (
1. T " 4+ V x§+1 _ % (1
[0
A 20 = 8
0
[0 -+ 0 o07fo
1 1
~1 9 -1 oflo
1 — 3 3
Boam=1¢ 1 ¢ —itf]o| "
L0 0 —3 0]|0

1 0 O
01 0
1 0 1
01 0
_ x’;)
— [z} + 25

O | 0 | o | =
QO 00| 00| 00| =

(e
ol
W= c e

Wl
=}




) _1 0 01 17 17 2
S o ol E I
C.a?=| 3 1 3 | [E] 3] = |
I I T E
L0 0 =5 0] [s5] 5] L5
fo -1 o 07721 Ti] I
_1 03 ~1 9 i i 227
D.z%=] 3 1 3 (1= 8
I 1 N E 1 I
L0 0 =5 0] 1[5] L[5 L=
o -1 o o071T2&7 17 r7
J P I B A B
— 3 3 =
L —3 1 L27] L3 L27
[0 -2 0 o] T[] [3] [2% 0.27984
- 0 L o0 il 1 g 0.193 42
Foab=1 00 0 0 o (B =13 =050
3 3 871 .’1% 2483 :
L0 0 —3 0] [%] L[5 B 0.279 84
étodo de Gauss-Seide
b) Método de G Seidel
300 0] '[o100 [0 - 0 o0
1 300 001 0 o + -1 0
1 = — -1 = — = 9 3
EM==D+L"U==1g 1 30| o001 o 2 ¥ 1
0013 0000 0 5 -% 3
300 0] '[1 %
. B “1, |1 3 00 1 |3
ii. N=(D+L) b= 013 0 1= %%
0 0 1 3 1 20
81
ok 0 -3 0 0] [af 1 —Llab 41
zk o L 1 9 zk 3 Lok _Llpk 4 2
iii. zF Tl = Mgk + N — 21 = 9, 13 1 21+ |2 AR E N
k 0o —L 1 1 k e _ 1 1 _ 1 e
T3 27 9 3| [*3 7 7L T 523 3x4+227
xf,f 0 3 _717 % 5”]1 81 81x§72177x§+éx§+87(1)
1 k
3 (1—a5)
_ L (ak — 32k +2)
= (7 — ok + 32% — 92k)
%7 2 3 4
8—1(x12“73x’§+9z’j+20)
[0
A 20 = 8
10
0 -+ 0o 0770 1 1
1 0 13 _1 0 0 i i
Bozi= g 2 il gl T2 =2
£ 0 3 30 30
0 & —3 510 81 8T
o -1 0 o] T4k 1 7
0 13 _1 0 2 % ﬁ
Coa?= | 4 a2 +|2=|H
o L 2P |H 30 8
L 81 27 9 4 L81 81 243
o -1 0 01X 1 68
0 13 _1 0 ﬂ i ﬁ
D.af=|0 % 0 i [N+ |R| ==
0 L5 o 2B 36 80
L 81 27 9 1 L243 81 6561
[0 -+ 0 0] [ 1 602
3
L loo o oo | |12 3 1158
E. z* = 0 9 IR B +12] =] 86t
0 Ei A I 36 5385
L 81 27 9 4 L6561 81 19683
(0o -1 0 0] [ oz 1 5383 0.27348
o 1 o || 1 3 18857 0.18115
o 20 AEm | (B | (a6
L 81 27 9 J 19683 81 531441 .




243
2437 oo — 2678 — 31 _ 4 9524 x 1072

=l s
| |
R

.5
© Brale,) = el -

x 3 2 729
1l ] i
2
]31
11 oo
3 5383
P 15 852
2 || 329
[ | | 118
Era(rgs) = J||z fiee = U= 03l " — 200 —2.7774 % 1073
J Ml o E
E
E
11 oo

En consecuencia, puesto que el Error Relativo para la quinta iteracién, al aplicar el Método de Gauss-Jacobi es casi
un orden de magnitud mayor que si aplicamos Gauss-Seidel, podemos decir que la mejor solucién es la entregada
por este tltimo método.

13. SEL

(a) Métodos Directos

(4 2 0
i A= 12 4 2
0 2 4
[1 0 0][4 2 0] [4 2 0
Al=1-2 1 0| |2 4 2[=|0 3 2
_—éOl__024_ 0 2 4
[1 0 0][4 2 0] [4 2 0
A2=10 1 0|0 3 2[{=|0 3 2
0 -2 1]0 2 4 [0 0 %
4 2 0 1 00
=(0 3 2 L=1]1 10
00 3 0 21
Definiendo UZ = ¥/ el sistema queda
[1 0 0 [ 1] [ 1]
11 0|g=|1]|=4¢= %
UERINEES i
Resolviendo UZ = ¢/
(4 2 0 [ 1] [ 1]
03 2|Z=|1%|=&=]|0
8 3 1
00 3 L 3 L 7
ii. Es definida positiva si sus subdeterminantes son positivas
|4] > 0
4 2
’O 3’—12>0
4 2 0
0 3 2| =32>0— es definida positiva
00 3
Entonces su factorizacion de Cholesky es
4 2 0 2 0 0 2 1 0
2 4 2[=1|1 V3 0 0 V3 2V3
02 4 0 2v3 2V2v3] [0 0 2V2V3
(b) Métodos Iterativos
i. Gauss-Seidel .
4.0 0] o 20 0 -1 o0
M=—-(D+L)'U=-|2 4 0 002 =0 & -1
0 2 4 000 0 —3 3



o [4 00 1 %
N=D+L)"'%=|2 4 0 1| = 5
0 2 4 1 2
T Fa I N A W ACE
1’+1:M$ +N =10 1 -3 To + § = Z$2*§$3+§
o -+ i)l L o+ dak 4 5
[0
A 2= |0
10
Sy -
B.#=| 1
5
L 16
S
C o 116
. X7 = Ta
i
L 32
S
D =3 312
.7 = 25
i
- 64 o -
i 0.234 375
E. 7= g—l% = | 0.015625
[ i ] [ 0.2421875
% 0.2421875
F. #° = w |- 0.0078125
| = | | 0.24609375
Solo 4 iteraciones eran necesarias, es decir, hasta z*.
ii. p(Tg) = max |A;| donde A; es un valor propio de T¢
det(Te — IN) = 0
-2 -3 0
0 F-X =3 |=iN-NV=0=M=X=0AN3=3=p(Ts) =1
0 -1 I-X
—_ 2 _ 2 _ 2 A _ _ _ —
Ry s Rl oy s 4-2V2=2(2-+/2) =1.171572875253809 902 4
iii. Sor
B ¥ 0 -1 07 [af %
gl = (1—w)a‘:’k+w(Ma?k’+N) = (1—11715) [k + 11715 | |0 L 1| |2k 4| L
k 0 1 1 k E
T3 8 1] L'3 16
af —fab + ¢ —0.171 5z — 0.585 7525 + 0.292 875
—0.1715 |25 | +1.1715 | fab—dab4+ % | = 0.121375 x5 — 0.585 7525 4+ 0.146 4375
zk —szh+ 1o+ 3 —0.146 437 525 + 0.121 375 % + 0.219 656 25
0
A 7= |0
0
[0 0 -+ 07 7Jo % % ] 0.292 875
B. # = (1-1.1715) |0| +1.1715 [ [0 1 —3%| [0] + g || =115 ¢ 0.146 4375
0 0 —3 1110 % % 0.219656 25
[ 0.292875 0 -3 0 0.292 875 %
C. #=(1-1.1715) | 0.1464375 | +1.1715 |0 § —3| | 0.1464375 | + 5
0.219 656 25 0 -+ 1 0.219 656 25 | =

0.156 871 171 875
0.035 547 703 125
0.224 873085937 5

0.156 871171875 0 —% 0 0.156 871171875 i
D. % =(1-1.1715) | 0.035547703125 |+1.1715||0 1 —% 0.035 547703125 + 1
0.224 8730859375 0 —é % 0.224 8730859375 %
0.245149526 917968 75
0.019032692 378 906 25
0.241 744704 029 296 875

Hasta acd es necesario, es decir, 3 iteraciones

14. Algoritmos



(a) Cholesky
k—1 n k-1
Ops= /+ ZD + Z [Z( S) + (R + X (E(S,M) +(R,D))

=2 |m=1 i=k+1

= y+@m-1D + nf l(k—l)(M,S) + (LR + X ((k—1)(S,M) +(R,D))

k=2 i=k+1
— J+ (=)D +(M,S) g(k D+ (R (n—2) + (S,M) g 'zi;;(k ~1) + (R,D) g(n k)
= /+m-1)D +(MS) e=Ur=D 4 (/R (n—-2) + (S, M) k- 1)(n—k)+ (RD) (n=1)(n=2)

k=2
n—1
= J(n—1) + D(n—1 + =002y 4 Rp—2 4 D022y 4 (g pp)(=bn=2) z (n+1)k —n—k?))

k=
— \/(n_l) +D(n(n271)) +R(n(n721)72) + (S M)((’n, 1 (n72) + (n+1) (n72)2(n+1) _n(n_2) (2n 1)(77, 1) +1)

= J(n—1) + D)+ R(EOSN=2) 4 (5, M) (40
= (no_( 13) + (n('nQ—l)) + (n(n—Ql)—2> + (én?’ _ gn +1)==1 +6n26—7n—6
n

— N

cw—‘ V)

— In+1) / tomando todas las operaciones

1 1
15. P=|1 3
1 6

W N =

(a) Definida positiva
i. det (Pll) = ‘6| >0

. det(PQQ):’§ 2‘:3>0
111

i, det(Pyg)=|1 2 3 |=1>0
13 6

(b) Descomposicién de Cholesky

— =
N = O

_ o O
— — =

—_—
8 8 8
SEICER
et

+
—
S0l 1=
[

I
—
|

o -3 o0 —1zk 41
(c) 2t = Mz* + N = |0 ll —1% ila:’gk—%lm%Jr%S
0 -5 1 §%2 323 + 36
[0
i %= 1|0
0
1
1 i
1. T° = 3
§]
L 16




.
16
i, 22 =] L
¥
L 32
-
. 312
iv. 28 = 2=
18
- 64 . _
P 0.234 375
v. @ = é = | 0.015625
[ 155 | [ 0.2421875
% 0.2421875
vi. = 5 0.0078125
= | 0.24609375

= O |

0.2421875
~| 0.0078125
024609375 || (oorsios

= Q0078125 — 03125 < 5 x 10

iow fw) ( )Lz(m‘(x))
. z+3)z(z—1)(z—1)
0 -1 0 E&E-hEEy Lus(a)
R e oo & e VR
(=D (-i-D (-1 4 8.2 ,°4.3 "8 4
() (a-dje-n = T ET T et
2 0 0 (1)(l)(l)(71) 5.%' _4.'1,' 1
2)\2 4 8,.2 4.3 8.4
1 (z+1) (z+1 )z(a—1) 3T+ 377 — 3T x
P GGy —go = ga? + gat + 3t
(a:+1)(a;+l):v(w—l)
4 1 0 (1+1)(1+§)1(17§)
Py(xz) =0x (Lyo(x))+(—1) x (—%x + %xQ + %x?’ - %3:4) +0x (Laga(z))+1x (%x + %xQ - %x?’ - %x‘l) +0x (Lga(x))
Py(x) = %x + %J}Z - %zd — %3:4 + %z - %:172 - %x“ + %x‘l = %:c — %:c‘j

(5) 75 cos(w 5
b. Ey(x) =T} o(z — mi)f(S)(F) =@+ (z+3)z(z-3)(z-1) # <7 (3)" = 557 ~9.563

Rojo: Sen(mz) Rojo: Sen(mx)
. 8,._ 8.3 . 1,33, 1 5.5
Negro: Lagrange 5z — so Azul: Taylor mx — gm°a° + 557"
18. Newton
X f(xz) f[l"z', xi+1] f[xi, LTi41, $i+2] f[%', Tig1y Lit2, $i+3] f[%y LTi41, Ti42, Li+3, $i+4]
1 1-3 1-0.5 _ 0.5-0.25 _ 1 S-5 1
-1 2 0+1 0.5 +1 0.25 24+l T 12 4+1 40
2—-1 _ 2-1 _ 305 5
0 ! =9 : %0 04.15 -0
1 2 126—14: 2 i—1 — 3
2 4 T =
4 16



Py(z) = f[zo] + (z — 20) f [x0, 21] + (T — 20) (¥ — 1) f [P0, T1, T2] + .. + T (2 — ) f

Pyz) =314 (x+1)05+ (x+1)20.25+ (z+ Da(z—1)5+ @+ Daz—1)(z—2)5%
Py(z) =1+ gio + g5 2° + 552° + g52°
¥ =80T
60T
T
wT
2 0 2.5 5 75
x
Rojo: Newton1+60x+ Ox + OIE +40334 Verde: 27

19. Newton con derivadas

[0...Zp]

F@) = ~ i
v fl@)  flrizin] o flr Ty give] fl2e Tiry Tive, wive] fl2i Tivn, Bive, Tivs, Tiva] flTn Tivy, Tiva, Tivs, Tiva, Ty
01 fO=-1 5= =5 =i 45t =1 =
0 1 3=l 1 ity 1 61 1 “sitis _ 1
1-0 — 2 -0 ~— 4 3—0 16 3—-0 ~ 64
1 1 (1) = 1 —sti _ 1 #-16 _ _ 1
2 fl(l) i 3-1, 16 3—-1 64
1 1 i=3 _ _1 ity _ L1
2 31 g 3—1 32
3 1 ') =—1%
31
Ps(x) =1+ (-1) + 2?5 +2°(@ - 1) (—3) + 2’ (@ - )’ +2° (@ — 1)*(2 = 3) (—57) + §32° — §2° + o’ — G52
Ps(z)=1—z+ 22322 gix?’ + %x4 - éoﬁ
OPs(x) __ 55 93 5
D 3233_*“‘2"" 162" — et -1
\
Rojo: sy Rojo: *(Ijl)z
Azul: 1 —x + 82?2 — 808 + 2ot — Lab Azul: derivada 33z — 222 + Fa’ — 2zt — 1
20. Primero se construiye un Spline cibico S,(t) el cual depende de S;(t),i =0, 1,2, 3, donde
So(t) = S()’O + SO 1(t - ) + So Q(t - )2 + Soyg(t — 0)3 te [0, 3}
S, (t) S1(t) = S1,0+S1,1(t —3) + S12(t — 3)24‘51’3@— ) te 3,5
r Sz(t):SZ()—l-SQ 1(t—5)—|—52 2(t—5) +5273(t_5)3 te [5,8}
Sg(t) = 530 + Ss, 1(t 8) + Ss, ot 8) + Sgg,(t — 8)3 te [8, 10]



La matriz es

1°  Condicion de borde

mo Ho
ho 2 (ho + hl) h1 0 0 mq By =3 (d1 - do)
0 hl 2 (hl -+ hg) ( h2 ) 0 mo| = | Mo = 3 Edg — d1§
0 0 ho 2 (hg + hs hs ms By =3 ds — do
2°  Condicion de borde my Iy
Los coeficientes son
hg=3-0=3 dy=25"=175
hi=5-3=2 dy =3828 79
hy=8—5=3 dy=52838 =g
hs =11 -8=3 dg=1901-023 — 126
Reemplazando en la matriz es
_ 1ol T
310 2 0 0f [m 12
0 2 10 3 0f [ma| =13
0 0 3 12 3| |ms 138
L Jmal LA
C.B: Spline Natural
[1 0 0 0 0] [mo] [O] mo 0
310 2 0 0] |m 12 m LS
0 2 10 3 0 me | = 3 — |Mma| = %
0 0 3 12 3| |mg 138 ms 7539
0 0 0 0 1] |ma [O] my 0
Sk,0 = Yk Sk =dp — % Sk,2 = my S,z = TG
So(t) = 0+ (75— %) (t—0)+0x (t—0)2+ L(t—0)3 teo,3
. S1(t) = 225+ (79 - I (¢ - 3) 4 Uo( - 3) + THEE (¢ - 3)? te3,5]
SJ t) = _ 226 735 735 | 226
S (t) = 383 + (80 - 3(2*(;)”> (t—5)+ (-2 (t—5)2+ BEE (1 —5)3  te5,8]
Sa(t) = 623 + (126 - M) (t—8) + I35 x (t— 8)2 + 5 (¢ — 8)° e [8,11]
. 5(0) =0
43094 4 11643 if 0<tAt<3
2azy  Bogp PR wsst o g5 yap<p 5(3) =225
S, (t) = sl | s Bt b g S(5) = 383
T 4411t_o4 t2 971153_17267 if 5<tAt<S8 ()
3845 ver 2481 233805 - - - S(8) =623
Wt2_364t— 177t3—|—1777 if 8St/\t§ 11 g 11) — 1001
. D(0) = 17807 — 73,887 966 804 979 253 112
11642 , 4309 < <
i aenySs DE)= égl — 77224066 390 041 493 776
Do(t) =4 _108sc,  Boro, Wi 3¢ s<ppr<sg D(5) = 13%9 = 80. 327800829875 518 672
Mo, e T i s int<1l D(8) = 12%4 = 78.024 896 265 560 165 975
59 59 = = D(11) = £2299 = 72,953 526 970 954 356 846
. F(0)=0
232 < <
T i S ogatTy F(3) = %2 =3.932203380 830 5084746
Fo(t) = 1038, 100 E oAl F(5) = f% = —7.661016 949 1525423729
0. 8580 . = = F(8) = 11U — 24 915254237 288 135 593
_ 490 5 < 59
D0p 4 2390 if 8 <tAt<1l F(11) = 0
Sa (1) D, (t) = 4510 Fo(t) = T30

Luego, para la coordenada y hacemos una interpolacién de Newton




0 0 ¢0=0 32=1 0000
0 0 2353—89:3 133338:1 000

g 295 645:2% _ f3 11§1i%53 _ 8 0

8 64 Bi=M—19 ZD_1

11 121 g/(11) =22

11 121

despejando t =t = /y

reemplazando

en S, (t)

4309 116
9 VY + 531

2422f+629 y —@f +1887 if

177 y— 1

2695 245 233605
v —364,/y — 177[ + S f

44116 5483 961
77 \[ + 551

transformando en una funaon que depende de y :

= S,(y) =

4309 116
2422 6\2[—'_ 21 1887
59 \f"' 59 Y~ 59

44116 51 5 167267

177 VY~ 177 2y + 531

2695

y _
245 233695
177\[ + 577

yt) =0+0xt+ 12 +

i 0< JIAVT<3

i 3< GAVT<E
_167267 it 5< UAH<S8
if 8<ynyy<11

if 0<yAy<9
if 9<yny<25
if 25<yAny<64
if 64<yny<I121

Graficando en un plano xy se obtiene el plano pedido.

21. Newton

0=t

looT

5T

250

500

750

100

(a) Volumen en funcién de la temperatura

i. 15% Lagrange :

Pi5(t) =

(£—10) (1 20) (¢—40) (t—80)
= 880 (5=70)(5—20)(5—10) (5=s0) T 990

.-
5
10
20
40
480

S0 V(i) La(t)

= W N = O

V(t;)

880 (t=10)(t—

Ly;(t)
20)(1—40) (¢ —80)

(5—10)(5—20)(5—40) (5—80)
950 (t=5)(t—20) (t— 40)(t 80)
(10—5)(10—20)(10—40)(10—80)
G 1 o
(20— 0)820 10;(20 48(20 80)
1080 (t—5)(t—10)(t—20) (t—80)
(40—5)(40—10)(40—20)(40—80)
1250 (t— 5S(t w%Et 20) t 40)
(80—5)(80—10)(80—20)(80—40)

(+—5) (t—20) (t—40) (t—80)

(10—5)(10—20)(10—40)(10—80)

(t—

5) (t—10) (t—40) (t—80)

0—5)(20—10)(20—40)(20—80)




(t—5)(t—10) (t—20) (t—80) (t—5)(t—10) (t—20) (t—40)
Jrl080(40—5)(40 10)(40—20)(40—30) Jrl250(80 5)(80—10)(30— 20)(80 40)
53

13875 %%%0 000

+ 3360 T 420 OOO

Azul : Py(t) = 14932 4 333‘% _ %)

_ 49274 1915 497 42 157 .3
= Pi5(t) = + — 720t + 16800t — 1260000t
[t V(L) Vit tiv1) Vti.tiza) Y[tﬁ”t’”]
1010—900 __ 8-22 _ 14 —gtis _ 23
5 900 10—5 =22 20—5 15 14%—155 — 1050
1090—1010 __ 3-8 _ 1 3zimts 41
. 40% Newton : 10 1010 20—10 =8 41()3—1?()) = =% S0-10 — 16800
20 1090 1150—1090 =3 i A U
0 150 2k 1 0070
80—40 4
180 1280
Pyo(t) = 900 + 22(t — 5) — 12 (¢t — 5)(t — 10)
+22(t — 5)(t — 10)(t — 20) — })0300 (t — 5)(t — 10)(t — 20)(t — 40)
14932 | 3995 139 4 109 44
= Puo(t) = Y572 + 5Pt — 55t + 35660 — T20000"
iil. Grafico:
¥
1400 T
1200 T
1000 T
00 T
0 20 40 60 20
X
Rojo : Prs(t) = 49274 T 0I5, — 497> = 157 t3 T

Vit tisa]
41 23
16800 1050 — __ __ 109
80—5 420 000




(b) Volumen en funcién de la concentracién a 15°

%o V(%) Lo
o 130£§%1§755 165::12:0
40 Pio(15) = S35 1515

ii. ‘/'15(0) _ 1006175 c—40 + 358255 c¢—15 __ 68590+ 965021

1008 15—40 336 40—15 — 2520 1008

_ 965021 , 6859
= Vis(c) = o5 + 3530¢

iii. Vi5(25) = 242257 = 1025. 407 738 095 238 095 2

iv. La mermelada tendrd un volumen de 1025.4 cc a temperatura ambiente

(¢) Volumen en funcién de la concentracién a 50°

% V(%) V%4, %oit1]

. 8769 _ 7711 B 1058
i. 15 P15 (50) — 7711 7 1058 .

7 =15 = 175 175
40 Pyo(50) = 852

ii. Vag(c) = 7L 4 1098, 15) — 1058, | 35381

5 175 35
— Vso(c) = 353?;5 108,

iii. V50(25) = 98T = 1162.028 571428 5714286

iv. La mermelada calientita tendrd un volumen de 1162 cc en el envasado.

22. Hermite por Newton

(a) Tiempo [s] 0 3 5| | Tiempo[s] O 3 5
Velocidad [5™] 0 63 108| ~ |Velocidad [Z2] 0 S0 = 35 105000
ti v(t) z[tiatH»l] 112[fi73~;7tz‘+2}

50 _ 3 FT—-% 1
0 0 ;,—Q =% 590 — 12
3 35 30—% _ 25
2 5—3 4
5 30
35 1 67 1
= v(t) = 04 32t + 5t(t — 3) = 5Tt + 52
(b) d(t) = [y v(t)dt = [5 (5Tt + L42) = 6042 4 L3
d(0) =
d(3) = 5532 4 5533 = 207
_ 67r2 , 1 g3 _ 5275
d(5) = 335" + 365" = "
[ Tiempo[s] 0 3 5 7

(c) |Distancialm] 0 23T 3212 10567

| Velocidad [] 0 3 30 ?
_ti d(tl) d[ti, ti+1] d[ti, ceny ti+2] d[ Gy eeny ti+3] d[tz, ey ti+4]
_ §-0 _ 23 H-F 1 3536
0 0 2(?7(0) =0 % 8 e 36 579
0 0 50 _ 69 STog 11 Toaa L 3636
3=0 8 w8 Q24 5 Q. " 3 5
3 & v(3) =3 Bt = Do =g L=
o 137 25 -
5 5275 v(5) = 30 4 _ 27
72 10567( 2275 =5 8
5 5275 72 72 147
10567 0 !
L7 72

U

(t) = (%tQ + 3716?53) + 70156t2(t - S)Z(t - 5)2

=30
dlti, ..., tiys]
0-0 _
50
a0 _ 1
70 1008

_ 6641,2 11 .3 47 44 1 45 | 1 46
= d(t) = 5355 1 Treal T 3508t 1art’ T oset
_ 6641, 11 42 |, A7 .3 5 4 1 45
= v(t) = 7176t — zegt + gsal — 11l T Tt
_ 6641 11 47 42 20 43 5 44
= a(t) = 1176 — 2040 T 204t it T et
Distancia Velocidad Aceleracién




23. Spline Crbica

(a) Primero, la toma de datos se realiza usando una grilla cuadriculada sobre la fotografia:

SR s
o i i

O 3 e o &

1l dF 250

(b) Luego, los datos se tabulan. Tabulemos los datos sel contorno superior

k0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
r 2 27 38 6 8 10 13 16 18 21 25 30 36
ly 5 78 9 10 102 103 104 145 15 154 155 14 5
(c¢) Ahora se calculan los elementos de la matriz:
hi, = Tp1 — g, dp = P52 g = 3 (dy — dj—1)
[k 0 1 2 3
h 0.7 1.1 2.2 2
G =1 Hon b= 2=
7 :
i sx(B-0S-% ax(FTE--B ax (RS-
[k 4 ) 6 7
h 2 3 3 2
T -3 2oy o
e 3% (55— 1) == 3x(m—m)=—m 3x(m—m) =4 3xG-5m)=—5%
k 8 9 10 11
h 3 4 5 6
G -z e g ey -3
e 3% (F-1)=—% 3x(m—1)=—% 3x(H-—m=—% 3x(3+m)=—%

FTE Y IN1D IZ 133 1516 17 1% 19 AREL QI 22 4 20 Ve T WY B ) 41 Fd 4 33 AL Fh 37

(d) Usando las condiciones de borde de la Spline Natural, ie, S (20) = 0, S (#,) = 0, y reemplazando valores, el

sistema queda:

1 0 0 000 0 0 0 0 0 0 0]m 0
18 11
S A M 00 00 0 0 0 0 o|m| |-
0o & 2 117
0 0 % 22 0 0 0 0 0 0 0 0f]|ms ~10
0 0 0 2 8 2 0 0 0 0 0 0 0f|[m -5
00 0 0 210 3 0 0 0 0 0 0| ms —5
()0 0 0 0 0 3 12 3 0 0 0 0 Of mg|=]| 4
00 0 0 0 0 3 10 2 0 0 0 0f|m &
00 0 0 0 0 0 2 10 3 0 0 0 |ms .
00 0 00 0 0 0 3 14 4 0 0f|m 1
00 0 00 0 0 0 0 4 18 5 0| |mp B
00 0 000 0 0 0 0 5 22 6| |mn —Llf,)—g
(00 0 000 0 0 0 0 0 0 1][mya [ 0 |

(f) Reesolviendo el sistema, y luego aproximando con 4 cifras significativas con redondeo



S N T D B
mo _ 110884705363 —

m || R || ke
ma 135681804815 0.1932
ms Riigeiiinreting 0.07197
ma O5iEI0%5 78, —0.1697
ms | _ PSEAARIEN0 | 0 500 9
me _ERR N | —6 5007
mz 135985835410 0.07707
ms R tiati —0.03977
me 3685 223932 090 0.000 133 4
mio TR P, 0.1637

| M1 | _mw?g,w - .0

(g) Construyendo la Spline:
Sk(z) = Sk0 + Sk1(z — xk) + Sk2(z — 2k)? + Sk3(z — x1)?

Sk,0 = Yk Sk =dp — M Sk,2 = myg Sk, = %};mk
k0 1 2 3 4 5 6

x 2 27 38 6 8 10 13

Y 5 7.8 9 10 10.2 10.3 10.4

h, 0.7 1.1 2.2 2 2 3 3

dy 4 1.091 04545 0.1 0.05 003333 1.367
im0 —2.482 0.1888 —0.1932 0.07197 —0.1697 0.5009
[k 7 8 9 10 11 12

T 16 18 21 25 30 36

Y 14.5 15 154 15.5 14 5

hi, 2 3 4 5 6

dy 025 01333  0.025 —0.3 ~1.5
mi —0.5007 0.07707 —0.03977 0.0001334 —0.1637 0

i k=0

So(z) = 5+ (4-% ) X (2= 2) 40 x (z—2)? + =24820 o (5 9)3

ii.

— So(z) = 7.09122 — 9.604z — 1. 18223 + 5.297
k=1

Sy(z) =78+ (1, 091 — L1x(2x(=2.182)+0.1888) ) X (z—2.7) —2.482 x (x — 2.7)% 4 Q188842482 » (5 2.7)3
— Si(z) = 33.942 — 9.038z2 + 0.809 323 — 33.9

iii. k=2
Sy(z) =9+ (0.4545 — 2:2x(2x0:1355-0.1932) ) X (x—3.8) +0.1888 x (z — 3.8)? 4+ =QL032-0.1888 » (5, _ 3.8)3

— Sy(z) = 0.848 622 — 3.623z — 0.0578823 + 13. 69

iv. k=3
Ss(x) = 10 + (0.1 . 2><(2><(—0.19§2)+0.07197) ) X (z—6) — 0.1932 x (z — 6)% + W X (z — 6)3
— S3(z) = 7.401z — 0.988 722 + 0.044 2 23 — 8.359
v. k=4
Su(z) = 10.2 + (0.05 _ 2X(2x0.07197-0:1697) ) X (2 — 8) +0.07197 x (z — 8)? 4 =L169T00TIOT (5 _ g)3
— Sy(z) = 1.03922 — 8. 818z — 0.0402823 + 34. 89
vi. k=5
Ss(z) = 10.3+ (0.033 33 — 3x(2x(-0.1697)+0.5009) ) X (2 —10) —0.1697 x ( — 10)2 4 L3009L01697 o (5 103
= S5(z) = 25.62x — 2.4052 + 0.074512> — 79.9
vii. k=06 )
Se(z) =104 + (1. 367 — 2x(2x0.5009-05007) ) X (z—13) 4+ 0.5009 x (2 — 13)? 4 =2:5007=0.5009 (5, 13)3
= Ss(z) = 4.841 22 — 68.58x — 0.111 323 + 328.3
viii. k=7
Sr(z) = 14.5 + (0_25 B zx(zx(—o.50§7)+o.o77o7) ) X (2 —16) — 0.5007 x (& — 16)2 4 LOTTOTHOS00T (1 _ 16)3
— S7(z) = 90. 84z — 5.12322 + 0.096 3 3 — 522
ix. k=8
Se(z) = 15+ (0.1333 — 3X(2x0.07707-0.03977) ) X (z— 18) +0.07707 x (2 — 18)% + =008 TT_0.0TT07 (5, _ 1g)3
— Sg(z) = 0.778 122 — 15. 37z — 0.0129823 + 115.3
x. k=9

So(x) = 15.4+ (O 025 — 4X(2x(=0.03977)+0.000 133 4)

’ )x(x—?l)—0.039 TTx (z—21)24 0000133440030 77 o (5 _971)3

3x4



— So(z) = 6.201z — 0.249 322 + 0.003325 23 — 35.68

xi. k=10
Sio(z) = 15.5+ (—0.3 — 5x(2x(0:0001334)~0.1637) ) X (z —25) +0.000 1334 x (2 — 25)2 4 —Q1637-0.0001354
(x —25)3
— Syo(z) = 0.819322 — 20. 51z — 0.01092 23 + 186.9

xii. k=11

Sii(z) =14 + (_1. 5 — 8x(2x(-0.1637)10) ) X (z —30) — 0.1637 x (z — 30)2 4 LHOI63T o (5 _ 30)3

= S11(w) = 33.53z — 0.982 222 + 0.00909423 — 353.5

(h) Luego, la Spline Cubica es
So(z) if 2<zAz<27
Si(z) if 27<xAxz<3.8
So(z) if 38<zAz<6
S3(z) if 6<zAzx<8
(z) if 8<axAz<10
(x) if 10<zAz<13
(x) if 183<zAnz<16
7(x) if 16<zAz<I18
(x) if 18<zAnz<21
(z) if 21<zAz<25
Sio(z) if 25 <zAxz<30
() if 30<zAxz<36

(i) Ahora, tabulando los datos de la parte inferior del escarabajo, interpolemos por trazos usando polinomios de 1° y
2° grado:
x 2 3 7 12 36
y 5 4 79 38 5
(i) folz) =55 +45 2 =70
— f()(l’) =T7T—z

r—T)(x—12 x—3)(x—12 x—3)(x—7
(k) fi(z) = 45=06E=10 + 79500 + 3.8 5= = 2.969 7 — 0199422 — 3.113
— fi(z) =2.969z — 0.199 422 — 3.113
(1) fo(w) = 388550 + 51 = 0,050+ 3.2
— fo(z) = 0.05z + 3.2

(m) Luego, esta funcién por trozos es:
folx) if 2<zAx<3
fl@)y=<¢ filz) if 3<zAzx<12
fo(z) if 12<azAz<36

(n) Finalmente, el grafico de S(x) y f(x) es:



157

12571

35

24. Primero se hace una transformacién para tener un sistema lineal. En este caso se usa el In

(a) y =be*® = In(y) = In(b) + ax
Ahora buscamos el minimo del error cuadratico
(b) E = [?(In(f(2)) — (In(b) + az))?dx
(c) %&£ = ff:c(Zlnb+2ax —2In(f(z))) de =0 = ff(zlnb—!— ar?)dx = ffxln(f(z))dx
(d) 22 =1 % (2Inb+ 20z —2In (f(2))) dz =0 = [ (b + az)de = [ In(f(z))da

El sistema de forma matricial queda de la forma

() lffmda: ff 2?dx {ln(b)] _ [ff:cln(f(x)) dm]
f(f dx ff xdx a ff In(f(x))dz

25. Primero, los ceros de T3 se encuentran en Ty = COS(%W), k=1,2,3.

(a) &1 = cos(Lm) = 0.866 025403 784 438 646 76
(b) Zy = cos(37) = 0.0
(c) T3 = cos(2m) = —0.866 025403 784 438 646 76
Debemos usar una transformacion lineal para pasar de [—1,1] a [1, 3].Esto es & = 2 + Ty.
(d) &1 =2.866025403 7844386468 ~ 2.866
(e) Ta =2
(f) 3 =1.1339745962155613532 ~ 1.134
Ahora debemos calcular los valores de f(x) en &1, Zo, T3
(g) f(Z1) = f(2.866) = 3.017661 0660775389879 ~ 3.018
(h) f(F) = f(2) = 1.386 294361 119890 618 8 =~ 1. 386

(i) f(Z3) = f(1.134) = 0.142601 866 816 505412 01 ~ 0.143
Las diferencias divididas son:
r  f(x) flz,z] flz,z, 7]

1.386-3.018 __ 1.435—1.885 __
2.866 3.018 13805018 _q gg5 LA33-1.885 _ ) 9¢
W' 79 1as6 0l g 35

1.134—2
1.134 0.143
El polinomio interpolante de segunda grado es:




(k) Ps(z) = 3.018 + 1. 885(x — 2.866) + 0.26(x — 2.866)(z — 2) = 0.619 84z + 0.2622 — 0.894 09

El error del polinomio estd acotado de la forma
(1) maxze[lyg] ‘Pg(l‘) — f(.'l?)‘ < m maXfEE[l,?)] ’f(4)(aj)| = ﬁ maXme[L?,] ’%‘ = ﬁ% = @ < 0.002604 2

26. Calculemos ay y by

(a) ax =% [T f(z)cos(ka)dx = lfo f(x) cos(kx)dz + £ [7 f( =1 [ cos(kax)dz = 2 sen(kz)|g =0

cos(kx
%(())

(b) br == ["_ f(a)sen(kx)dz = L [ sen(kx)de = — 2 cos(ka:)| =
Luego, el pohnomlo general S (x) es
n—1 n—1
() Sn(z) =% + ancos(nz) + Y aycos(kx) + bpsen(kz) = > 2 (1 - (=1)")sen(kz)
k=1 k=1

27. El polinomio es S, (z) = % 4 ag cos(2z) + a1 cos(x) + bysen(z). Calculemos los coeficientes

(a) ap =2 [T a(r—a)de = ["_zdz— L [T 2?dx = 2?|" LT3 3|T_rﬂ:f%7r2

(b) ay = L [T a(r — z) cos(z)dx = fj mcos( ydw — L [T 22 cos(z)dr = -1 {x%en(w)[w—f:r 2xsen(m)dx} =
—% " _wsen(z)dr = -2 {— zeos(z)|” . + [ 7 cos(z } =22 =4

(c) ag =21 [T x(m — z)cos(2x)dw = L fzgﬂg — %) cos(u)L = L 272; u(2m — u) cos(u)du
= if% ucos(u)du — 71" 5, U2 cos(u )du = ——f 5, u? cos(u)du = — = [uzsen(u)ﬁﬁzw — f_ggﬂ 2usen(u)du]

L cos(x } =—tdr=-1

=L ffgﬂusin(u)du =i [— zcos(z)|7, + f2



