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Diferenciación 
Integración de Funciones

MA-33A Calculo Numérico
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Universidad de Chile
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Diferenciación e Integración:
1) Métodos Numéricos para Diferenciación en

a) Motivación
b) Diferenciación de Primer y Segundo Orden

2) Métodos Numéricos para Integración en
a) Motivación y Definiciones
b) Cuadratura Newton-Cotes y Fórmulas Compuestas.
c) Métodos Adaptativos de Cuadratura
d) Integración Impropia y  Múltiple
e) Cuadratura de Gauss

3) Bibliografía
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1) MN para Diferenciación en    : Motivación

f(x)

x

Determinación de Máximos 
y Mínimos Locales

f’(x) = 0

f’’(x) > 0
Min

f’(x) = 0

f’’(x) < 0
Max

\
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1) MN para Diferenciación en     :

Dada una función f: ℜ→ℜ diferenciable:

[ ]0 0,x h x hη∈ − +

[ ]0 0 0
0 0

( ) ( ) ( ) ''( )   ,
2

η η+ −
= − ∈ +

df x f x h f x h f x x h
dx h

2
(3)0 0 0( ) ( ) ( ) ( )

2 6
df x f x h f x h h f
dx h

η+ − −
= −

Fórmula de los Tres Puntos:

\
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1) MN para Diferenciación en     :

Fórmula de los 5 puntos: 

[ ]0 02 , 2x h x hη∈ − +

0 0 0 0 0( ) ( 2 ) 8 ( ) 8 ( ) ( 2 )
12

df x f x h f x h f x h f x h
dx h

− − − + + − +
≅

4
(5)Error ( )

30
h f η=

Esta fórmula es de gran exactitud !!!

\
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Ejemplo Fórmula de los 3 y 5 puntos: 

0

2 2 2 22
0 0 0 0cos(( 2 ) ) 8cos(( ) ) 8cos(( ) ) cos(( 2 ) )cos( )

12
− − − + + − +

≅
x

x h x h x h x hd x
dx h

0

2 22
0 0cos(( ) ) cos(( ) )cos( )

2
+ − −

=
x

x h x hd x
dx h

0 1 2 3 4 5 6
-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2
Error Derivada 3 puntos: y=x*cos(x2)

h=0.01

0 1 2 3 4 5 6
-4

-2

0

2

4

6
x 10-4 Error Derivada 5 puntos: y=x*cos(x2)

h=0.01

1) MN para Diferenciación en    :\
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Fórmula de los (n+1) puntos: Se obtiene derivando el 
polinomio de Lagrange. Sean:

( ) [ ]
( 1)

, 0
0 0

( ( ))( ) ( ) ( )    ( ) ,
( 1)!

ξ ξ
+

= =

= + − ∈
+∑ ∏

n nn

k n k k n
k k

f xf x f x L x x x x x x
n

[ ]0( ) ,ξ ∈ nx x x

( )

( )

( 1)
,

0 0

( 1)

0

( )( ) ( ( ))( )
( 1)!

1 ( ( ))
( 1)!

ξ

ξ

+

= =

+

=

⎡ ⎤
= + −⎢ ⎥ +⎣ ⎦

⎡ ⎤
+ −⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

∑ ∏

∏

nnn
n k

k k
k k

nn

k
k

dL xdf x d f xf x x x
dx dx dx n

df xx x
n dx

1) MN para Diferenciación en     :\

1
0 1 (n+1) puntos distintos( ), , ,...,   ζ +∈ ∈n

nf I x x x I
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1) MN para Diferenciación en     :
Fórmula de los (n+1) puntos

( )

[ ]

( 1)
,

0 0

0

( ) ( ) ( ( ))
( )

( 1)!

( ) ,

ξ

ξ

+

= = =

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟ +⎝ ⎠

∈

∑ ∏
j

nnn
j n k j j

k k
k k x x

j n

df x dL x f xdf x x x
dx dx dx n

x x x

\

( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )
( )( ) ( )

0 1
0

1 2

0 2

0 1 1

=

−

⎛ ⎞
− = − − −⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦

⎝ ⎠
= − − − +

+ − − − +

+ − − −

∏ "

"

" …

… "

n

k n
k

n

n

n

d dx x x x x x x x
dx dx

x x x x x x

x x x x x x

x x x x x x
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1) MN para Diferenciación en     :
Fórmula de los (n+1) puntos

( )
( 1)

,

0 0

( ) ( ) ( ( ))
( )

( 1)!
ξ+

= = =

⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟ +⎝ ⎠
∑ ∏

j

nnn
j n k j j

k k
k k x x

df x dL x f xdf x x x
dx dx dx n

\

( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )

0 1 1 1
0

0

− +
=

=
≠

⎛ ⎞
− = − − − − −⎜ ⎟

⎝ ⎠

= −

∏

∏

" "
n

k j j j j j j j n
k

n

j k
k
k j

d x x x x x x x x x x x x
dx

x x

[ ]0( ) ,ξ ∈j nx x x

( )
( 1)

,

0 0

( ) ( ) ( ( ))
( )

( 1)!
ξ+

= =
≠

= + −
+∑ ∏

nnn
j n k j j

k j k
k k

k j

df x dL x f x
f x x x

dx dx n
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Fórmula de los 3 puntos: 0 1 0 2 0, , 2= + = +x x x h x x h

( )
(2 1)22

2,

0 0

( ) ( ) ( ( ))
( )

(2 1)!
ξ+

= =
≠

= + −
+∑ ∏j k j j

k j k
k k

k j

df x dL x f x
f x x x

dx dx

( )( )
( )( ) ( )( )
( )( )
( )( ) ( )( )
( )( )
( )( ) ( )( )

1 2 1 2
2,0 2,0

0 1 0 2 0 1 0 2

0 2 0 2
2,1 2,1

1 0 1 2 1 0 1 2

0 1 0 1
2,2 2,2

2 0 2 1 2 0 2 1

2( ) ' ( )

2( ) ' ( )

2( ) ' ( )

− − − −
= ⇒ =

− − − −

− − − −
= ⇒ =

− − − −

− − − −
= ⇒ =

− − − −

x x x x x x xL x L x
x x x x x x x x

x x x x x x xL x L x
x x x x x x x x

x x x x x x xL x L x
x x x x x x x x

1) MN para Diferenciación en     :\
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2,0 0 2,1 0 2,2 0

(3)
20 0

0 1 2

2,0 1 2,1 1 2,2 1

(3)
1

0 1 2

3 2 1' ( )      ' ( )      ' ( )
2 2

( ) ( ( ))1 3 1( ) 2 ( ) ( )
2 2 3

1 1' ( )      ' ( ) 0     ' ( )
2 2

( ) (1 1 1( ) 0 ( ) ( )
2 2

ξ

− −
= = =

⎛ ⎞= − + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠
−

= = =

⎛ ⎞= − + × + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

L x L x L x
h h h

df x f xf x f x f x h
dx h

L x L x L x
h h

df x ff x f x f x
dx h

21( ))
6
ξ x h

( )
(2 1)22

2,

0 0

( ) ( ) ( ( ))
( )

(2 1)!
ξ+

= =
≠

= + −
+∑ ∏j k j j

k j k
k k

k j

df x dL x f x
f x x x

dx dx

Fórmula de los 3 puntos: 0 1 0 2 0, , 2= + = +x x x h x x h

1) MN para Diferenciación en     :\
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1) MN para Diferenciación en     :
Fórmulas para la Segunda Derivada:

( )

( )

2 3 4
(3) (4)

0 0 0 0 0 1

0 1 0
2 3 4

(3) (4)
0 0 0 0 0 1

0 1 0

( ) ( ) '( ) ''( ) ( ) ( )
2 6 24

( )

( ) ( ) '( ) ''( ) ( ) ( )
2 6 24

( )

ξ

ξ

ξ

ξ

−

−

+ = + + + +

< < +

− = − + − +

− < <

h h hf x h f x f x h f x f x f x

x x x h

h h hf x h f x f x h f x f x f x

x h x x

[ ]0 0,ξ ∈ − +x h x h

\

2 2
(4)0 0 0 0

2 2

( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( )
12

ξ+ − + −
= −

d f x f x h f x f x h h f
dx h

Demostración mediante Desarrollo de Taylor:
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Fórmulas para Derivadas de Orden Superior: Sean
2 0 1 0

0 0 1 0 2 0

( 2 ), ( )
( ), ( ), ( 2 )

− −= − = −

= = + = +

f f x h f f x h
f f x f f x h f f x h

( )

( )

( )

2
40 2 1 0 1 2

2 2

3
20 2 1 1 2

3 2

4
20 2 1 0 1 2

4 2

( ) 16 30 16
12

( ) 2 2
12

( ) 4 6 4
12

− −

− −

− −

− + − + −
= +

− + −
= +

− + − +
= +

d f x f f f f f O h
dx h

d f x f f f f O h
dx h

d f x f f f f f O h
dx h

1) MN para Diferenciación en     :\
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2) MN para Integración en     : Motivación

Medida e Integración: μ(A)

Longitud Curvas

Áreas Planas

Volumen y Superficies

Solución EDO

Ecuaciones Integrales

\

1

f(x)

x
0

1

0
( )f x dx∫
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2) MN para Integración en     : Definiciones

Las cuadraturas de Newton – Cotes suponen que:

1) Para una secuencia de puntos equi-espaciados

2) Se conocen los valores de una función f :

3) Se utilizarán fórmulas de cuadratura:

0
( ) k

b n

k
ka

f x dx c f
=

= ∑∫

\

( )k kf f x�

( )   0,1,...,k
b ax a k k n
n
−

= + ∀ =
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2) MN para Integración en    : Definiciones

4) Bajo los supuestos anteriores, se aproxima   
mediante la integral del polinomio de Lagrange:  

, ,

0 0
( ) ( ) ( ) ( )L k n k k n k

b b b bn n

k ka a a a
f x dx p x dx f L x dx f L x dx

= =

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
≈ ∑ ∑∫ ∫ ∫ ∫

\
( )

b

a
f x dx∫

, ( )n kk

b

a
c L x dx= ∫

( 1)

0

( ( ))( ) ( )
( 1)!

b b n n

L k
ka a

f xError R x dx x x dx
n
ξ+

=

⎡ ⎤
= = −⎢ ⎥+⎣ ⎦

∏∫ ∫

Cuadratura de
Newton-Cotes
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Regla del Trapecio: 

[ ]
1

0

3

0 1( ) ( ) ( ) ''( )
2 12

x

x

h hf x dx f x f x f η= + −∫

( ) ( )1 0 0 1  ,η= − ∈h x x x x

Error
x

x0 x1

f(x)

pL(x)

Resulta al integrar el 
polinomio de  Lagrange  
de primer grado sobre
el intervalo [x0,x1]

2) MN para Integración en    :\
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Regla del Trapecio:
Resulta de calcular la integral de la aproximación lineal 
de la función mediante Polinomios de Lagrange

[ ]

[ ]

1 1 1

0 0 0

1 1

0 0

1 1

0 0

0 0 1 1

0 0 1 1

22
01

0 1 0 1
0 1 1 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( ) ( )
2( ) 2( ) 2

≅ = +

= +

−−
= + = +

− −

∫ ∫ ∫

∫ ∫

x x x

L
x x x

x x

x x
x x

x x

f x dx p x dx f x L x f x L x dx

f x L x dx f x L x dx

x xx x hf x f x f x f x
x x x x

( )1 0h x x= −

2) MN para Integración en    :\
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Regla de Simpson:

xx0 x2

Resulta al integrar el 
polinomio de  Lagrange  
de segundo grado sobre
el intervalo [x0,x2]

2) MN para Integración en     :

f(x)

x1

( )1 0 0 2( )   ,η= − ∈h x x x x

pL(x)

[ ]
2

0

5
(4)

0 1 2( ) ( ) 4 ( ) ( ) ( )
3 90

x

x

h hf x dx f x f x f x f η= + + −∫

Error

\

(Demostración Taylor)
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Regla de Simpson de Tres Octavos:

xx0 x2

Resulta al integrar el 
polinomio de  Lagrange  
de Tercer Grado sobre
el intervalo [x0,x3]

2) MN para Integración en     :

f(x)

x1

( )1 0 0 3( )   ,η= − ∈h x x x x

pL(x)

[ ]
3

0

5
(4)

0 1 2 3
3 3( ) ( ) 3 ( ) 3 ( ) ( ) ( )
8 80

x

x

h hf x dx f x f x f x f x f η= + + + −∫

Error

x3

\
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Regla de Simpson de Cinco Puntos:

xx0 x2

Resulta al integrar el 
polinomio de  Lagrange  
de Cuarto Grado sobre
el intervalo [x0,x4]

2) MN para Integración en     :

f(x)

x1

( )1 0 0 4( )   ,η= − ∈h x x x x

pL(x)

[ ]
4

0

7
(6)

0 1 2 3 4
2 8( ) 7 ( ) 32 ( ) 12 ( ) 32 ( ) 7 ( ) ( )
45 945

x

x

h hf x dx f x f x f x f x f x f η= + + + + −∫

Error

x3

\

x4
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2) MN para Integración en : Ejemplos\

0.123955670.350.74718043Simpson

0.176776700.250.68393972Trapecio

0.124664650.348076920.74699232Simpson 3 Octavos
0.125237560.346549020.74683371Simpson 5 Puntos

0.125244150.346573590.74682413Valor Exacto

1

2
0 1
x dx

x +∫
2

1

0

xe dx−∫
1/ 2

2

0

sin( )x dxπ∫
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Regla del Trapecio Compuesta:


a

b

ftdt  ∑
k1

n


x k−1

xk

ftdt ≅ ∑
k1

n
h
2 fxk−1  fxk

x
x0

f(x)

pL(x)

 h
2 fx0  fxn  h∑

k1

n−1

fxk

h  b − a
n

x1

Se divide el intervalo sobre 
el cual se integrará en varios 
subintervalos de igual ancho. 
En cada subintervalo se 
aplica la Regla del Trapecio

2( ) ''( )
12
b aE h f μ−

= −

( , )a bμ∈

n par o impar

x2

2) MN para Integración en     :\
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Regla de Simpson Compuesta: 


a

b

ftdt ∑
k1

n
2


x2k−2

x2k

ftdt ≅∑
k1

n
2

h
3 fx2k−2  4fx2k−1  fx2k

 h
3 fx0  4fx1  fxn  h

3 ∑
k1

n
2
−1

2fx2k  4fx2k1

h  b − a
n

Se divide el intervalo sobre 
el cual se integrará en n (par)
subintervalos de igual ancho. 
En cada subintervalo se 
aplica la Regla de Simpsonxx0 x2

f(x)

x1

pL(x)

( ) 4 (4)
180 ( )   ( , )μ μ−= − ∈b aE h f a b

n par

2) MN para Integración en     :\
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Algunos Ejemplos: Integración Compuesta

0.125238730.346584090.74682612Simpson Compuesto

0.125968620.342642900.74586561Trapecio Compuesto

0.125244150.346573590.74682413Valor Exacto

1

2
0 1
x dx

x +∫
1/ 2

2

0

sin( )x dxπ∫
2

1

0

xe dx−∫8n =

2) MN para Integración en     :\
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Métodos Adaptivos de Cuadratura
En las fórmulas compuestas se utilizan puntos     
equidistantes, lo que no es adecuado para funciones de alta 
variabilidad, por ejemplo: 
Un método eficiente de integración debe predecir el grado de 
variación de la función y adaptar el paso.
A continuación modificaremos el método de Simpson 
compuesto para considerar paso adaptivos.
Supongamos que se quiere aproximar                   con 
tolerancia ε > 0.

2( ) cos( )=f x x

2) MN para Integración en     :\

( )
b

a
f x dx∫
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1) Aproximar                 vía Simpson con paso:

2) Estimar exactitud de              utilizando Simpson con paso   

Si                              entonces igualando:

[ ]5 5(4) (4)
90 3 90( ) ( , ) ( ) ( )( ) 4 ( ) ( )μ μ== − + + + −∫

b
h h h

a
f x dx S a b f ff a f a h f b

( )
2
−� b ah

( , )S a b

( )
b

a
f x dx∫

2
h

( ) ( ) ( )5 (4)1
2 2 16 90( ) , , ( )μ+ ++= −∫ �

b
a b a b h

a
f x dx S a S b f

(4) (4)( ) ( )μ μ≈ �f f

( ) ( )5 (4) 16
90 15 2 2( ) ( , ) , ,μ + +⎡ ⎤− −⎣ ⎦≈h a b a bf S a b S a S b

Métodos Adaptivos de Cuadratura
2) MN para Integración en     :\

( ) ( ) ( ) ( )1
2 2 15 2 2( ) , , ( , ) , ,+ + + +− + ≈ − −∫

b
a b a b a b a b

a
f x dx S a S b S a b S a S b

y se tiene que:

( )= ∫
b

a
I f x dx
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Luego, si: 

Y se hace la aproximación:
Sino, ir a 3).
3) Volver a 1) con paso

Ejercicio: Aplicar el método Simpson Adaptivo para calcular 
la integral     con paso inicial           y tolerancia  

( ) ( ) ( ) ( )1
15 2 2 2 2( , ) , , , ,ε ε+ + + +− − ≤ ⇒ − − ≤a b a b a b a bS a b S a S b I S a S b

Métodos Adaptivos de Cuadratura
2) MN para Integración en     :\

( ) ( )2 2, ,+ +≈ +a b a bI S a S b

1�h

( )
4
−� b ah

4 2

0
400 (1 ) −= −∫ xI x x e dx

0.01ε =I
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Métodos Adaptivos de Cuadratura
2) MN para Integración en     :\
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Integración Impropia Primer Tipo
Se quiere calcular:                     para

Paso 1: Determinar el polinomio de Taylor de g(x) en torno a 
x0 de orden n:

Paso 2:  Se tiene que: 
Paso 3: Para la segunda integral: 

I  
0

1
gx
xp dx

p nx  ∑k0
n gk0

k! xk

I  
0

1
gx − pnx

xp dx  
0

1
pnx
xp dx


0

1
pnx
xp dx  

0

1 ∑k0
n gk0

k! xk

xp dx  
0

1

∑
k0

n
gk0
k! xk−p dx

∑
k0

n
g k0

k!k − p  1

2) MN para Integración en     :\

0 1< <p
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Paso 4: Para la primera integral:

Donde:

Finalmente se calcula                mediante la Regla de 

Simpson Compuesta para n=8.


0

1
gx − pnx

xp dx  
0

1

Gxdx

Gx 
gx − pnx

xp si 0  x ≤ 1

0 si x  0


0

1

Gxdx

Integración Impropia Primer Tipo
2) MN para Integración en     :\
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Se quiere calcular:

Paso 1:

Paso 2: Se calcula                   mediante la Regla de Simpson 
considerando n=8 puntos equi-espaciados.
Paso 3: Se calcula                    haciendo el cambio de 
variable                 : Se tiene que
Paso 4: Se calcula                             mediante la Regla de 
Simpson considerando n=4 ó 8 puntos equi-espaciados.

0
( )I f x dx

∞

∞ = ∫

1

0
( )f x dx∫

1

0 1
( ) ( )I f x dx f x dx

∞

∞ = +∫ ∫

1
( )f x dx

∞

∫
1/u x=

1 2

0
(1/ ) /f u u du∫

1 2

1 0
( ) (1/ )/f x dx f u u du

∞
=∫ ∫

Integración Impropia Segundo Tipo
2) MN para Integración en     :\
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2) MN para Integración en :
Integración Múltiple

2\

Se quiere calcular:
Primero se aplica la Regla de Simpson Compuesta para 
calcular:

Sea

0 0

( , ) ( , )
m nb d

ij i ja c
j i

I f x y dydx c f x yα
= =

= ≈ ∑∑∫ ∫

( ) ( , )
d

c
I x f x y dy= ∫

donde  1,...,       ( ) /= + = = −j y yy c jh j m h d c m

[ ]
2 1

0 1 2 2 1
1

( ) ( , ) 4 ( , ) ( , ) 2 ( , ) 4 ( , )
3 3

m

y y
m j j

j

h h
I x f x y f x y f x y f x y f x y

−

+
=

⎡ ⎤≈ + + + +⎣ ⎦∑
4 4

4

( ) ( , )   para ( , )
180

yd c h f xError c d
y

μ μ
− ∂

= − ∈
∂
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Luego:

2

0 1

1

2 2 1
1

( , )

( , ) 4 ( , ) ( , )
3

2 ( , ) 4 ( , )
3

m

b d

a c

b b b
y

m
a a a

b b
y

j j
j a a

I f x y dydx

h
f x y dx f x y dx f x y dx

h
f x y dx f x y dx

−

+
=

= ≈

⎡ ⎤
+ + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
⎡ ⎤

+⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫ ∫

∑ ∫ ∫
4 4

4

( ) ( , )    para ( , )
180

yd c h f xError c d
y

μ μ
− ∂

= − ∈
∂

2) MN para Integración en :
Integración Múltiple

2\
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Finalmente, se aplica la Regla de Simpson Compuesta para 
calcular:

Considerando los puntos equi-espaciados:
donde   1,...,      ( ) /= + = = −i x xx a ih i n h b a n

( , )
b

j ja
I f x y dy= ∫

44

4

( , )( )( )    para ( , )
180

jx
j

f yb a hError I a b
x
η

η
∂−

= − ∈
∂

2 1

0 1 2 2 1
1

( , ) 4 ( , ) ( , ) 2 ( , ) 4 ( , )
3 3

n

x x
j j j n j i j i j

i

h hI f x y f x y f x y f x y f x y
−

+
=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑

2) MN para Integración en :
Integración Múltiple

2\
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La integral                                              se calcula según:

Los coeficientes         se obtienen de la siguiente matriz:

donde 

donde

      ( ) /
     ( ) /

= + = −

= + = −
i x x

j y y

x a ih h b a n
y c jh h d c m

0 0

( , )
9

m n
x y

ij i j
j i

h h
I c f x y

= =

≈ ∑∑

( , )
b d

a c
I f x y dydx= ∫ ∫

ijc

2) MN para Integración en :
Integración Múltiple
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Integración Múltiple: Los coeficientes        son:ijc

248482
48168164
248482

2
8

2

14241
4168164

14241

#
4=i

=i n

3=i

2=i

# # # # # #
"
"
"
"
"

"
"

2) MN para Integración en :2\

0=j 1=j 2=j 3=j 4=j =j m

1=i

0=i
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Ejercicio Propuesto: Calcular la integral:

Determine el error relativo de esta aproximación

1
8

1
8

donde

 donde

        
     

= =

= =
i x x

j y y

x ih h
y jh h

2 2
8 81 1 ( )

0 0
0 0

( , )
9
x yx y

ij i j
j i

h h
I e dydx c f x y− +

= =

= ≈ ∑∑∫ ∫

2) MN para Integración en :
Integración Múltiple

2\



0011 0010 1010 1101 0001 0100 1011

GHO DI - MA-33A 39
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