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Pauta Control 2

Importante: En sus cdlculos numéricos use aritmética finita de 3 cifras significativas con redondeo

1) (50%) Minimos Cuadrados y Sistema de Ecuaciones No lineales

(a)

Demuestre que el problema de optimizacién

min %xth‘ + 7l
Tz€R™

donde @) es simétrica y definida positiva, es resuelto en una iteracién por el método de Newton
Kantorovich, sin importar el punto inicial. Diga cual es la solucién

Se necesita aproximar por minimos cuadrados la funcién f(z) = = Ilnx por un polinomio p(x) de
grado 2, en el intervalo [0,1], y ademds que p(0) = 0, es decir, resolver:

1
mgnE(p) = /O(p(m)—xlnx)2dx
p(0) = 0

i) De la forma de p(z) y aplique la condicion de interpolacién para encontrar alguna con-
stante.
ii) Muestre que E se puede expresar de la forma%xth +rtx (no calcule @ ni r, solo explique
porque)
iii) Aplique el método de Newton-Kantorovich para encontrar p(z). Eliga un punto inicial de
forma que facilite los cédlculos.

. n ) Inx _ T
Hint: [2"lnads =z (mnﬂ 2n+n2+1)

Se determinard ahora el minimo de f(z) = zlnzx.

Usando como punto inicial el minimo de p(z), itere el método de Newton Raphson para

encontrar Z, el minimo de f(x). Comparare Z con e

Etapa 0: Seleccionar un punto inicial 2% € R", k =0
Etapa 1: Calcular F(z*)

Si ||F(z%)|| < Tol = STOP

Si no, calcular VF(z%), [VF(zk)] - y seguir a Etapa 2.
Etapa 2: Calcular:

gl = gk — [VF(2)] 7 F(2F)

k=k+ 1y volver a Etapa 1.

1

Metodo de Newton-Kantorovich



2) (50%) Modelacién y Optimizacién:

(a) Modelacién:

Un artesano desea contruir una tienda de genero de forma cilindrica con el techo de forma

semiesferica. No se incluye el suelo.

El desea maximizar el volumen de su tienda, pero con la restricciéon que él dispone de un capital

$D para comprar el género, cuyo precio es $C' por metro cuadrado. Determine el modelo de
optimizacion, indicando claramente variables, funcién objetivo y restricciones.

Hint1: El volumen total de una esfera de radio r y de un cilindro de radio r y altura h son:

Ve
Ve

4 3

= —7r

3

= 7r’h

Hint2: La superficie total de una esfera de radio r y de un cilindro de radio r y altura h son:

Se -
Se =

(b) Resolucién:

Aqr?

7r? + 27rh

El artesano saco sus cuentas y dispone de $100.000 para comprar el genero. Una costurera
amiga le ofrecié a $1000 por metro cuadrado un excelente género.

i) De la restriccién del modelo, despeje una variable en funcién de las demds.

ii) Determine el modelo equivalente al original, pero sin restricciones.

iii) Intente resolver el problema usando el método del gradiente. ;Cudl es el inconveniente

que presenta? FExplique.

iv) Una estimacién rédpida del didmetro de la tienda es 10 metros. Utilizando esta informacién
encuentre la solucién éptima del problema y calcule el volumen de la tienda.

Etapa 0:

Definir £ =0
Etapa 1:  Calcular: Vf(2*)
Etapa 2: Definir: d* = -~V f(2*)

Seleccionar un punto inicial ¥ € R?

Si |V f(zF)|| < Tol = STOP. Si no, seguir a Etapa 2.

Calcular: o solucién del problema en R:
minf (@) = f(a" + ad") — f(z*)
oz

Calcular: zFt! = zF 4 oFdF

Definir k = k 4+ 1 y volver a Etapa 1.

Método de Gradiente



Solucién

1) Minimos Cuadrados y Sistema de Ecuaciones No lineales:

(a) Newton — Kantorovich aplicado al problema min %xTQz + T2 se reduce a encontrar un cero

del gradiente, es decir:

Si F(x) = %xTQa: + 7T, el método de Newton — Kantorovich aplicado para encontrar un cero
de VF(z) queda de la forma:

Tpp1 = o — [Hp(zp)] ™" VE (k)

ahora, VF(z) =Qx+r Hp(x)=Q

= Tpi1 = Tk — Q_l [ka + T‘] =T — Tk — Q_IT = —Q_l?”

Entonces, dado cualquier g = 1 = —Q~!r. Evaluando VF(z) en 7 :
VFE(@1)=Q(-Q7'r)+r=—r+r=0

y como Hp(x1) = @ es definida positiva se encontré el minimo de F'(x) en solo una iteracion.

(b) Minimos Cuadrados y Optimizacion

i)

ii)

iii)

El polinonio que aproxima f(z) = zlnx es de la forma:
p(z) = ax® +bx +c
imponiendo la condicién de interpolacidn:
p(0)=0 = ¢c=0
entonces p(z) = azx? + bx
1
Tenemos que E(p) = /(p(m) —xInx)3dx

0
1

= E(p) = /(aa:2 + bz — rInz)?dx

0

Si nos damos cuenta, las variables son a y b, y al expandir y resolver la integral, apare-
2 2
c

cen términos de la forma a®,c”, ab,a,b, por lo que se puede expresar como una funcion

cuadratica del tipo E(p) = %xTQa: + 7Tz para x = Z
(Esto no habia que hacerlo)

1
E(p) = /a2x4 + abz® — az® Inx + abx® + b2x? — b’ Inz — az®Inz — ba’ Inx + 22 In% z do
0

1 1 1 1 1 1
:a2/x4dx+62/x2dx+ab/2x3dx—a/?x?’lnxdx—b/2x2lnx+/3:21n2z dz
0 0 0 0 0 0

_ a? b 2 26, 2
IR R B
De la parte a) y b) , solo debemos hacer una iteracién del método de Newton-Kantorovich
aplicado a la funcién VE(p):

Partimos el punto inicial z¢g = (8) , entonces:
1

2/(%962 — B2 —zlnz)(2?)de
0

1
2/(%302 — Ba —zlnz)(z)de
0



_foa 05 717"
~ o5 0.6667

NS
(SN NI

1
/
— Hp(p)=| !
/

[39.97 —29.98

(40 —30
-1 _
— Hp(p)™ = [ } ~ [—29.98 23.98}

=30 24

Iterando con el método, partiendo de z(©) = <O>

0
1
—2/x3 In xdx
L) 0\ [39.97 -29.98 0
0 —-29.98 23.98 1
—2/:52 In xdx
0

ztlnz zt
 [39.97 —29.98 2( T Tl | _[39.97 2998 2
~1-29.98 23.98 2(x31nz_x_3 ~|-29.98 23.98 | \ 32
3 9

_[39.97 —29.98] [ —0.125 "\ _ [ 1.665
T 1-29.98 23.98 | \ —0.2222/ T \ —1.581

5 1.667
Observacién: La respuesta exacta es z(1) = 39 ) =

Entonces, el polinomio es:
p(z) = 1.6652% — 1. 581z

Aproximacion cuadratica de f{x)=xIn(x)

nosk fixj=uln(x)
p(x)=1.B850x°-1 5310x

1.BB50:2-1.5810x

uIn(x) vs plx)

()

(c) Para encontrar un punto inicial, encontremos un minimo de p(z):
i) = 2o 9% 1,665z —1.581 =0
— 20 ~0.4748
ii) Calculemos la 1 y la 2 derivada de f(x) para iterar con el método de Newton Raphson:

f(z)=zlnz
flxz)y=Inz+1
R



Th4+1 = Tk — % =uxp —xp(Inxg + 1) = —xg Inxyg,
k| xp In(xy)

0] 0.4748 | —0.7449
1103537 | —1.039
2 10.3675 | —1.001
310.3679 | —0.9999
4 10.3679
FEl método convergié a T = 0.3679
Eaps = |0.3679 — | & 2.056 x 1077

_o—1
Erer = ‘03’677?16‘ ~5.588 x 1075 < 5 x 10~

=-tiene 4 cifras significativas exactas, ya que e~

1 con 4 cifras significativas con redondeo

€s:
fl(e™1) ~ 0.3679

2) Modelacién y Optimizacién:

(a)

Los datos del problema son: el capital $D para comprar el género y el precio del metro cuadrado
de género $C.
Sean las variables r, h: El radio y la altura del cilindro respectivamente. La funcién objetivo
es:

V(r,h) = %777“3 + mr2h
Las restriciones son:

rh>0

(2mr? 4+ 27rh)C = D
La primera restriciéon indica factibilidad y la segunda es la restricion de capital: el dinero
gastado en hacer la tienda debe ser igual al capital.

Entonces el problema de optimizacién es:
max V(r,h) = 2nr® + 7r2h
r,h>0
sa.  (2rr? +27rh)C = D

Resolucién
i) Con los datos, la restriciéon queda: (2772 + 27k ) 1000 = 100000
Despejando 7 en funcién de h : h= 2—2 -7
ii) El modelo equivalente, imponiendo la restriccién de capital en la funcién objetivo es:
max V(r) = —2mr3 + 50r
r? -

iii) Como se quiere maximizar la funcién objetivo, para ocupar el método del Gradiente,
debemos: max V (r) = —min(—V (r)) = —min V*(r)
con V*(r) = ar3 — 50r
Obs: Tambien se puede utilizar V(r), pero con direccion d= %.
Entonces, aplicando el método, partamos del punto inicial 70 = 0
= d’=-42(r0) =50
Calculemos o que resuelve:

- I;lén ho(a) = V*(0 + a50) — V*(0) = V*(ab0)

y como 7' = 70 + ad® = 50«
—min V*(z(M)



iv)

i.e. se resuelve el problema original Cfi—‘; = (. Se nos presenta el inconveniente que volvemos
al problema original.

Con el dato de la estimacién del didmetro de la tienda, vamos a iterar con el método de
Newton Raphson a partir del punto inicial r =5

Sea F = dV =50 — 772 %(r) = —27r
F = 50 —3.14272

dF __

To = )

Iteracion 1:

F(5) =50 — 3.142 x 25 = —28.55

dE(5) = —6.284 x 5 = —31.42

ry=5—2858 —5_0.9087 = 4.091

Iteracion 2:

F(4.091) =50 — 3.142 x 16.74 = 50 — 52.6 = —2.6
dE(3.99) = —6.284 x 4.091 = —25.71

ro =4.091 — 528 =4.091 —0.1011 = 3.99
Iteracion 3:

F(3.99) = 50 — 3.142 x 15.92 = 50 — 50. 02 = —0.02
4E(3.99) = —6.284 x 3.99 = —25.07

rg=3.99 — 2% =399 —7.978 x 10~* = 3.989
Iteracion 4:

F(3.989) = 50 — 3.142 x 15.91 = 50 — 49.99 = 0.01
dF(3.989) = —6.284 x 3.989 = —25.07

rg =3.989 + 2% =3.989 +3.989 x 10~* = 3.989
Entonces el método convergié a r = 3.989

Solucién éptima:

r = 3.989 [m]
50
h= o — 3-989 = 2%s — 3.989 = 3.990 — 3.989 = 0.001

Es decir, el volumen 6ptimo se alcanza cuando h = 0, es decir, una tienda semiesferica.
V(r,h) = 0.6667 x 3.142 x (3.989)3 + 3.142 x (3.989)% x 0.001 ~ 133
Volumen de la tienda: 133 [m?]




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.5
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


