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Problema 1.

') x 7" ] - 7" (#)
17 () x 7" (@)

Teniendo en cuenta que —S = |||, la derivada con respecto a t de cualquier funcién es igual a su
derivada con respecto a s multlphcada por ||¥]].

a) Demuestre la férmula para la torsién: 7(t) =

Derivaremos sucesivamente v, poniendo especial atencién en la descomposicién en los vectores T', N, B,
y en las derivadas de estos vectores, para lo cual usaremos las férmulas de Frenet. Dejaremos indicadas
las derivadas de las funciones escalares, a menos de necesitarlas:

Para empezar, ¥/ = || ||T.
Entonces

d
—»// _ S @
= (H "NT + 117 I (T)
= *(IW’H)T+ II?’Hi(T)H"?'II
dt ds

= ST+ I IPsN - (1pto.)
Ahora, notemos que T' x T' = 0, por lo que se tiene
7" = IV IPa(T x N)
= /<;||’y'||3B (0.5 ptos.)

y por tanto || (t) x 7' (t)|| = «[|7'||>
Por otra parte,

7= LT L@) + LTI+ 171 )+ SN

d . _ .
= U DsN Y ||+dt2(H YIDT + 17 1IPr(=+T + BT + o (II "I1*k)N

(1712 + 07D 7+ (ST + UIW@>N+WWMB (1pto.)

Dado que ¥/ x 4" es muiltiplo de B, el tinico factor distinto de cero en el producto punto de la formula
es el de los multiplos de B:

=1 oI

¥ x 7" 3" =r*7|° ((0.5ptos.)

') <"1 - 7" _ w27l °
17/ (8) < 7" ()2 w2171

Por lo tanto

= 7(1).



b) Para cada una de las curvas dadas, diga si es plana (justificando su respuesta), y encuentre el plano
al que pertenecen, de ser el caso:

i) ¥(t) = (cos(t),sen(t), 2 — cos(t))
Se calcula directamente que 7'(

)
t) =
7//_(2 (—cos(t), —sen(t), cos(t )2

y 7"(t) = (sen(t), — cos(t), —sen(?)) .
De donde se tiene que ¥’ x ¥ = (1,0,1

de donde ¥ x " - 4" (t) = (1,0, 1) - (sen(t), — cos(t), —sen(t)) = 0.

(—sen(t), cos(t),sen(t)) ,

De la férmula se tiene que 7 = 0, y por lo visto en clase se trata de una curva plana. (0.8 pto.)
Para calcular el plano donde estd contenida, observemos que sumando la primer y la tercer coorde-
nadas de 7 se tiene cos(t) +2 — cos(t) = 2. Es decir, los puntos de la imagen de v satisfacen x4z = 2.
Es decir, la curva pertenece al plano « + z = 2. (0.5 pto.)

(NOTA: De hecho, este argumento sirve como prueba de que la curva es plana, sin necesidad de
calcular las derivadas, de manera que se daria un punto se da este argumento, igual para iii).)

i) y(t) = (2% —t,t — 3,12 - 1)

Calculando las derivadas de 7, se tiene:
() = (4t — 1,1 — 32, 2¢),
7'(t) = (4,-6t,2) y
y"(t) = (0,-6,0).
De donde se tiene que 7' x 7" = (6% + 2,2,12t> — 18t — 4) (y es un vector distinto de cero).
Por tanto (7 x ) - 7" = (6t% +2,2,12t> — 18t — 4) - (0, —6,0) = —12, y entonces de la férmula
probada antes, se tlene 7 # 0 y por tanto la curva NO es plana. (0.8 pto.)
iii) Y(¢) = (1 +¢2,1+¢,2t)
—‘///

Directamente se tiene 4 = 0, por lo que la torsién es cero y la curva es plana. (0.8 pto.)

Razonando como en i), se tiene que la curva satisface la relacién z — 2y = —2, por lo que la curva
estd en el plano 2y — z +2 = 0. (0.5 pto.)

NOTA: Otras formas de determinar el plano (ya sea su parametrizacién o su ecuacién) al que perte-
necen las curvas son: Calcular el vector binormal B(ty) y encontrar el plano perpendicular a B(tg)
que pasa por (tg), para algin to; o bien encontrar tres puntos cualesquiera de la curva (evaluanto
en tres valores de t) y determinar el plano que pasa por esos tres puntos, etc.

Problema 2.

a) Probaremos el Teorema de Pappus: Sean I' C R? una curva regular simple, y T C R? una recta
tal que I'NY = (). Sea S C R? la superficie generada por I' al girar en torno a la recta Y. Entonces
S es una superficie regular con drea dada por A(S) = L(I")¢(C), donde L(I') es la longitud de ', y
¢(C) es la distancia recorrida por el centroide de I' al girar.
Observacién: El centroide, o centro de masa de T, es el punto C = (Z,%) € R? con coordenadas
dadas por las integrales de linea Z = ﬁ JpxdF, § = ﬁ Jr ydr.
Para ello, suponga que Y es el eje y, y que ' estd contenida en el semiplano derecho.

1) Denote por 4(t) = (x(¢),y(t)) una parametrizacién regular de I'. Encuentre una parametrizacién
regular de S (escrita en términos de 7).

Cuando el punto ¥(t) de la curva I gira en torno al eje y describe una circunferencia en un plano
paralelo al plano z — y, por lo que su coordenada y permanece constante, con valor y(t). La



circunferencia que describe tiene radio x(t), por lo que en un dngulo 6, las coordenadas restantes
resultan ser x = x(t) cos(0), z = x(t) sen(h).
Por lo tanto una parametrizacién de la superficie es

o(t,0) = (cos(0)x(t), y(t), sen(0)x(t))

cont € [a,b], 6 € [0,27]. (0.5 pts).
Vemos que
Ty(t,0) = (—sen(0)x(t),0, cos(0)x(t)),

Ty(t,0) = (cos(0)a’(t), y'(t), sen(0)2’(£))

(0.4 ptos)
de donde se tiene

To(t,0) x Ty(t,0) = 1(—z(t)y () cos()z(t)) — j (—x(t)z’ () sen®(0) — z(t)2’ () cos®(9))

+k (=2 (t)y' (1) sen(6))
= (z(t)y'(t) cos(6), z(t)' (), —x(t)y' (t) sen(6))
(0.3 ptos)
y por tanto [Ty x Tyl| = ((z(t)y'(t))* cos® +(a(t)y'(£))* sen® +(z(t)a’(£))*)"/*
= ((z(t)y (1)) + (a(t)a' (1)) '/
= ey (1)* + (@' (£))*)'/?

y dado que I' estd en el semiplano de la derecha, x(t) > 0, y como I' es regular, se tiene
17/ ) = (' ()2 + (2’ (t))?)/2 > 0. Por lo tanto la parametrizacién @ es regular. (0.3 PTOS).
(NOTA: es posible que el alumno conteste estas ultimas preguntas en el siguiente inciso, en cuyo
caso hay que otorgar los puntos de ambas preguntas. )

Pruebe que A(S) = 27r/ xdr.
r
Dado que z(t) > 0 se tiene ||Tp x T|| = z(t)((y'(¢))? + (2(t))?)'/? de donde

27 b
A(S)z/0 /w(t)((y’(t))2+(x’(t))2)1/2dtd0

(0.5 pts)
Pero |7 (t)|| = ((4/(t))? + (2'(t))?)'/2, por lo que sustituyendo arriba se tiene:

2 b
A(S) = / / ()17 (1) deds
b

p / (17 (1)t

= 27r/xdF (1 Pto).
r

Concluya.

Por definicién de centroide, se tiene que & = ﬁ Ji- xdF. Entonces / xzdi = zL(I") y del inciso
r
anterior se tiene que

A(S) = 27ZL(T)  (0.7)

Por ultimo, la distancia del centroide (Z,y) al eje y es justamente Z, por lo que la distancia que
recorre al girar es 27z. Por lo tanto hemos probado que A(S) = ¢(C)L(T"). (0.3 ptos).



b)

Aplique el resultado anterior para calcular el area de la superficie engendrada por el cuadrado con
vértices en (1,—-1),(3,—1),(3,1) v (1,1) al girar en torno al eje y.

Claramente se tiene que L(I') = 8. (0.5 ptos) .

Para aplicar la férmula anterior, debemos calcular el controide de I' (al menos, su coordenada Z).
Esto significa calcular # = § [, #d7. ( El resultado final serd A(S) = 8(2r%) = 27 [, zdr) .

SiT; es cada uno de los lados del cuadrado T, con j = 1,...,4, entonces [ zdi = Y} Jr, wdr.

Como parametrizaciones de los lados (enpezando por el lado inferior) podemos usar:

m(t) = (t~1) te(1,3)
1(t) = (3,1) te(—1,1)
3(t) = (8,1) te(1,3)
w(t) = (1,t) te(-1,1)

OBS: Dado que calcularemos integrales de linea, la orientacién de la curva no cambia el valor de la
integral. Asimismo, otras parametrizaciones son posibles.

Observemos que ||7;(t)|| = 1 para toda j. Entonces

3 1 3 1
/acdf':/ tdt+/ 3dt—|—/ tdt+/ 1dt
r 1 —1 1 —1

1 1
=-9-1)+6+-(09-1)+2
2 2
=4+6+4+2=16 (1 pto.)

16 = 2. Lo que corresponde con el centro del cuadrado, que por simple inspeccién
. (NOTA: SI el alumno argumenta que este es el centro sin calcular la ingral, tendria

ool

Entonces 7 =
resulta ser (2,0
0.5 ptos.)

Por lo tanto, A(S) = L(T")27z = 327. (0.5 ptos.)

2 ptos. extras) Pruebe que el centroide de cualquier elipse I' € R? es igual a su centro.
p q q P g

~~

Sea I' C R? la elipse con centro C' € R? y cuyos semiejes son los vectores ortogonales @, b € RR? (Es
decir, los cuatro vO’ertices de I" son C' £ @, C £ b).
Entonces una parametrizacién de I' es

F(t) = C + cos(t)@ + sen(t)b
t €0,2m)

Entonces:

—

7' (t) = —sen(t)a@ + cos(t)b

y dado que d, b son ortogonales, se tiene
- 204|172 2072 2
17 ()]l = (sen(@) ]2 + cos* (1115
Denotando C = (c1,¢5), @ = (a1,a2) y b= (by, bs), tenemos que:

1
f:—/xdf’
L Jr

27
= % /o (e1 + ay cos(t) + by sen(t))||+'(t)||dt



2 27
|
=7 / crlly' ()| di + f/ (a1 cos(t) + bysen(t)) |7 ()|t
0 0

o+ % /O " (a1 cos(t) + by sen(t)) | (1)l dt

2m
7 [ (ancos(t) + busen(t) I/ ()
=c + 1 /07r (aq cos(t) + by sen(t)) |7/ (¢)||dt

L

_% /07r (a1 cos(t) 4 by sen(t)) ||V (t)||dt

:Cl

En la pentltima igualdad hemos hecho el cambio de variable” s = t+m, y las identidades trigonométri-
cas sen(t + m) = —sen(t) y cos(t + m) = —cos(t) para cada t € [0,27), tanto para las funciones que
aparecen en el cdlculo anterior, como aquellas dentro de la expresién de ||/ (t)]|.

Andlogamente se prueba que § = ¢1, de donde se tiene que el centroide de I' es C.

NOTA: Si se prueba para solo para elipses con ejes paralelos a los ejes cartesianos, tendria 1pto y si
solo lo prueba para semiejes con igual norma (es decir, para circunferencias) tendria 0.5 pto.

Problema 3.

a) Pruebe el resultado conocido como Ley de Gauss: Sea Q C R? un abierto conexo cuyo borde 92
es una superficie regular, orientada por la normal exterior y tal que 0 = (0,0,0) ¢ 9. Denotemos

1 " i0
(x,y,z) = (z,y, z). Entonces: // o dS = { 0 s10¢Q
a0 |I71]

4r si0eQ
Indicaciones:

1) Pruebe el resultado en el caso 0 ¢ €. (Use el Teorema de Gauss)

Denotemos F(z,y,z) = \|F1|\3F: W(%y»z)

Observamos que el tinico punto donde F no es C' es en el origen. Por hipétesis 0 ¢ bar{), por lo
que F es C* en una vecindad de U 9. Por lo tanto podemos usar el Teorema de Gauss (de la
divergencia). (0.5 ptos.)

Para calcular div(F'), derivando F} se tiene que:

_9 z
T Ox (a:2—|—y2+22)3/2

0
6$F1($’y,2)

)

(:C2 +y2 + 22)3/2 _ x%(zQ + y2 + 23)1/22:17
(I’Q +y2 +22)3
17 — 3a2|7]
=-——————— (0.5 ptos)
1711

Entonces, podemos concluir que las derivadas %FQ y a%Fg son iguales a la expresién anterior,

con los papeles de z,y, 2 intercambiados. (Es decir, ahora se tiene —3y? y —322 respectivamente).
Por lo tanto 1

W) = e

GIAP = 3(=* +y* + 2°)[I71])

T o
= 7HFH6(3HT||‘3 = 3|7?[17) = 0 (0.5 pts)



De donde se tiene, por el Teorema de Gauss, que:

[ 7o = [ airranini: <o

7-dS = 47. Hemos denotado Sg = {¥ € R :

1
2) Verifique que para todo R > 0 se tiene // 3
‘ 5o T71
17| = R}

Usaremos la relacion // F-dS = // (F- ﬁ)dg, donde 7i es la normal unitaria exterior ( 0.5
SR SR

pts. ).
En este caso, por ser Sk una esfera con centro en el origen, sabemos que su normal exterior es
n= ﬁf’. Ademas, dado que ||(z,vy, z|]| = R para todo punto en Sg, se tiene F(z,y,z) = %F, y

it =47 (0.5 pts. )..
Entonces
// F.d§:/ (F - ii)dS
SR SR
=[], 1meas
R4/ ds
1

1
= ﬁA(SR) = ﬁzmz? =47 (0.5 pts. ).

(la penultima igualdad dada la férmula del drea de la esfera de radio R).

3) Pruebe que existe ¢ > 0 tal que el Teorema de Gauss es valido en el abierto o = Q\ D., donde
D. ={Z e R? : ||Z]| <&}, y concluya.

Si 0 € Q, como  es abierto se tiene que existe £ > 0 tal que D, C . Si Qg = Q \ D., dado que F
es C! fuera del origen, se tiene que el Teorema de Gauss es véalido en Q. (0.5 pts).

En el inciso 1) calculamos que div(F') = 0, por lo que
1 ., = .
// f37’~dS:/// div(F) =
a0, Il Qo
(0.5 pts).

Ahora, el borde de €y consta de dos superficies: el borde de la bola D,, que es la esfera de radio &,
més el borde de 2. Ambos orientados respecto de la normal exterior a €2y, que en el caso de la esfera
Se corresponde a su normal interior.

//asz [|7 ||3 d5+//_ ‘|7:1|3 7 dS =0
s =1, o= L 7

donde SZ y ST indican que la orientacién de su normal es interior o exterior, respectivamente.

Por lo tanto:

de donde

En el inciso anterior se vio que la integral en Sg es igual a 47, de donde se concluye que ( 0.5 pts)

1 N
7o dS =4
//m IHES "




b) (2 ptos.) Compruebe el Teorema de la divergencia en el plano: Sea D C R? un abierto con
borde 0D curva regular parametrizada en sentido anti-horario. Sea 7 la normal unitaria exterior a
la curva D. Si F : R? — R? es un campo vectorial de clase C'!, entonces:

/8 (P / /D div(F)dzdy

para el caso particular del campo F(z,y) = (22,2 +y) en D = [0,1] x [0,1] C R2.

Se tiene que (div)F = 9 (z%) + 2(:E +y) = 2z + 1, por lo que el lado derecho de la igualdad que debemos

or oy

/ /D div(F)dady = / /D (2 + 1)dady

1
= / / (22 + 1)dxdy = (2% + x)|5 = 2 (0.8 pts)
0o Jo

comprabar resulta:

Por otra parte, 9D es unién de 4 segmentos de recta (sus cuatro lados), cuyas parametrizaciones y normales
(exteriores con respecto al cuadrado) estan dadas por:

con ¢ € [0,1] para cada curva. ( 0.4 pts. ).

Observacion: Dado que calcularemos integrales escalares, la orientacén de la curva no afecta la integral.
El signo de 71 si es muy importante.

Entonces, del lado derecho de la igualdad a verificar tenemos

[ = z /Fjw.ﬁj)df

Dado que ||7}]| = 1 para cada j, las integrales resultan:
1 1
[ eaar= [FGw)-mi = [ (td= -
ry 0 0
1 1
/(F~ﬁ2)dF=/ (F(ﬂ?g(t))~ﬁ2)dt:/ 1dt =1
Ty 0 0
1 1 3
[ #eaar= [ (PG mad = [ (e de=3
I's 0 0 2

1 1
/ (F- ﬁ4)dF:/ (F(Fa(t)) - ia)dt :/ 0dt = 0
ry 0 0
de donde se concluye que ( 0.8 pts. ).

1 3
/ (F-ii)di=—=+1+5=2
oD 2 2

y por tanto se comprueba el teorema.



