La Funcion Escalon

A continuacién definiremos una funcion muy util para trabajar con ecuaciones diferen-
ciales ordinarias en las cuales el lado derecho es una funcién definida por pedazos.

Definicién. Dado a > 0, definimos la funcién escalén U, (t) como

Ua(t):{o stz <a

1 sixz>a.

La propiedad fundamental de la funcién recién definida en relacién a la Transformada de
Laplace es la siguiente:

Proposicién 1. Dada una funciéon f continua por tramos y de orden exponencial y a > 0,
se cumple

L{f(t = a)Ua(t))(s) = e L[ (t))(5)-

Demostracion. Por definicion de Transformada de Laplace, tenemos:
L(ft—a)U,(t)(s) = / e f(t — a)U,(t)dt
0
= / e UF ) £ (P U, (r + a)dr

a

= /0 e+ £ (U, (r + a)dr + /00 e F (U, (r + a)dr.
0

—a

Sin embargo, U,(r + a) vale 0 para r < 0 y vale 1 para r > 0. Por lo tanto, U,(r + a) se
anula en todo el rango de la primera integral y vale 1 en el rango de la segunda integral,
obteniendo:

L(F(t — a)Ua(t)(s) = / " e ()

= e ™ /OOO e " f(r)dr
= e L(f(1)(s)-

Veamos una aplicaciéon de la propiedad recién demostrada.

Ejemplo. Calculemos la transformada de Laplace inversa de la funciéon

L{f(#)(s)

s2+1

Y



donde f esta definida como

1 si2k <t<2k+1, para un cierto k =0,1,...,9
f(t) =10 si2k+1<t<2k+2, paraun cierto k=0,1,...,9
1 sit > 20,

es decir, f(t) es una funcién que alterna entre 1 y 0, dando saltos en los enteros, hasta llegar
a 20, donde se queda pegada en 1. No es dificil ver que f(¢) se puede escribir en términos de

funciones escalén como:
20

Ft) =Y (=D U(1).

Luego:
20

LIFD)(s) = D (=D LU1))(5).
k=0
Aplicando la propiedad, tenemos que para cualquier a > 0

—as

L(UL(1)(5) = L1 Ua(B))(s) = e L(1) = = 5
Por lo tanto:
- i(—n%—kscu — cost)(s).

Pero aplicando nuevamente la propiedad, tenemos que
e L(1 — cos(t))(s) = L((1 — cos(t — k))Ui(t))(s).

Reemplazando en nuestro desarrollo, obtenemos:

AT S Caf2((1 - coslt = ML)

= L <Z(_1)k(1 — cos(t — k))Uk(t)> (s).

Aplicando transformada inversa en lo anterior, se concluye que

£ (Mﬂ()) (1) = D> _(=1)(1 = cos(t — k))Uk(t).

k=0
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