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P1.- (a) Se tiene que la ecuacién es exacta, pues
oM |- ON
oy Oz’

donde
M(z,y) =e" +y,N(z,y) =2+ x + ye?

Se debe tener

OH
M= —
oz
oOH
N==
0y

Integrando con respecto a x
H(z,y) =" +ay+c(y)

OH
oy — @) =2 oty

= d(y)=2+ye
= cly)=2y+(y—1)e*

Luego
H(z,y)=C = e +ay+2y+y—1e'=C

Aplicando la condicién inicial y(0) = 1 se obtiene
1+2=C=C=3
= " tay+2y+(y—1)e’ =3
(b) Recordemos que si y; es solucién de la ecuacién homogénea, una segunda solucién la obtenemos

mediante )

yo(2) = 11 (2) / yl(t)e—fp(s)ds o

cuando y” + p(x)y’ + q(x)y = 0. As{ usando la férmula llegamos a

—2

1 =25
ya(x) ::B/tZe J =zt gy



P2.- (a) Busquemos una expresién para 4

— U
Yy—u

. Tenemos que

y’+a2y2+a1y+a0:0

Yh + agyi +aryr +ag =0

Restamos las ecuaciones

Y =yl +tay® —yi) +ai(y—yi) =0

r
u+CL2(?J+Z/1)+CL1 =0.
Yy—un
v —ys
Andlogamente para 2 se tiene
— Y2
Y — 1

+az(y +y2) + a1 = 0.
Y=y

Restando las dos expresiones anteriores se obtiene

U
Y-y Yo

= az(y2 - 3/1)

Integramos con respecto a x

In(y — y1) — In(y — ) = / ar(ys —y)dz + C

y—n _ Cel a2(v2—y1)dz
Yy—9y2

Ys — Y2
Ys — Y1

(b) Usando la parte anterior, tenemos una expresién para , la cual estd dada por

Y3 — Y2 _ Cel a2(y1—y2)de
Ys—mn

De esta forma, llegamos a

Yy—nys—Yy _ Cel 22—y +az(yi—y2) _ .
Y—=Y2Y3—U



()

(d)

P3.- (a)

(b)

(=) Tenemos que y = m es solucién. Se tiene que 3y’ = 0 y satisface la ecuacion, es decir,
am? 4+ bm + ¢ = 0.

(=) Ahora m satisface m? +bm+c = 0, y tenemos que ver que y = m es solucién de la ecuacion.

d
d£+ay2+by+c:0+am2+bm+c:O
x

donde la segunda igualdad es por hipotesis. Asi, se tiene que y = m es solucién de la ecuacion.

Notemos que la ecuacién es de la forma de la parte (c). Asi, y = m serd solucién si m satisface
m?+3m+2=0

(m+2)(m+1)=0.

Tenemos entonces que y; = —1 y y2 = —2 son dos soluciones particulares. Por la parte (a),
tenemos que la solucién general cumple con

y= (1) _ oo —2-(-1de

y—(-2)

1
v+t _ Ce™®

y+2

Despejando y se obtiene finalmente
2Ce ™™ —1
V=1 -Ce=
—Ce

La ecuacion diferencial para el problema del contenedor tiene la siguiente forma
y'(t) = (tasa de entrada) — (tasa de salida).

En este caso, y(t) es la masa del contaminante en el contenedor. As’i;}% la tasa de entrada del
contaminante al contenedor viene dada por

tasa de entrada = agq.

Por otro lado se tiene que

t
tasa de salida = by(t) + ay‘(/).
La ecuaciéon que modela el problema es entonces

y'(t) = aq — (b—i—%)y.

a
Ll K=b+ —.
amemos + v

y' + Ky =aq
Multiplicando por el factor integrante e’?, se obtiene
Kt)/

(ye = age’®

Yy = %‘FCC_Kt



Con la condicién inicial y(0) = yo podemos calcular C

a
C:yo—?q

y asi tenemos finalmente

y(t) = biqa + yo— biq exp (— <b+%)t).
v

cuando t — oo.

(c) Es fécil ver que y(t) — a

b+ —
+V

P4.- Primero veamos el polinomio caracteristico:

N4+22+k=0
=A=—-14+V1—k.

Notemos que si A es real, no se puede tener la condicién y(zg) = 0, y(zo + 7/2) = 0 (verificar). Por lo
tanto, las raices del polinomio caracteristico deben ser complejas, por lo que una primera condiciéon
es k > 1. Asi, la solucién general de la ecuacion es (denotando w = vk — 1)

y(z) = e ¥ (Asen(wz) + Bcos(wz)).
Como e~ * no se anula, la omitiremos de ahora en adelante. Veamos la primera condicién:
y(xg) = Asen(wzg) + B cos(wxp) =0

= Asen(wzg) = —B cos(wxo)

Ahora la segunda condicién:
y(xo +7/2) = Asen(w(xog +7/2)) + Bcos(w(xo+7/2)) =0

A [sen(wzg) cos(wm/2) + sen(wn/2) cos(wzg)] + B [cos(wzg) cos(wm/2) — sen(wxg) sen(wm/2)] =0

Supongamos que sen(wxq) # 0

Reemplazando en la igualdad anterior

—Bm [sen(wzp) cos(wm/2) + sen(wm/2) cos(wzp)]+B [cos(wxp) cos(wn/2) — sen(wxp) sen(wm/2)] = 0
B[— cos(wzg) cos(wm/2) — m cos?(wxg) + cos(wg) cos(wm/2) — sen(wxg) sen(wm/2)] = 0

[sen(wm/2) cos®(wg) + sen®(wip) sen(wr/2)] = — sen(wm/2) =0

~ sen(wo) sen(wxg)

Notemos que B # 0, pues si lo fuera, y seria identicamente nula. Asi, concluimos que

sen(wr/2) =0 = wr/2=nw =k =4n* +1



Ahora, si sen(wzg) = 0, tenemos que B = 0, con lo que
y = Ae " sen(wx)

La segunda condicién
y(xo +7/2) = Asen(w(zo +7/2)) =0

Alsen(wxg) cos(wm/2) + cos(wzg) sen(wn/2)] = A cos(wzp) sen(wr/2) =0

Como A # 0, pues y no es nula, y cos(wzg) # 0, concluimos que

sen(wr/2) =0 = wr/2=nw =k =4n? +1



