FACULTAD CS. FISICAS Y MATEMATICAS UNIVERSIDAD DE CHILE

MAZ26A Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. Semestre 2007-1
Profesora: Salomé Martinez Awuxiliares: Nicolds Carrefio, Miguel Concha, Francisco Collarte.

Pauta Control 3

21 de Junio de 2007

P1.- (a) Aplicando transformada de Laplace a la ecuacién, notando que z(0) = z/(0) =0
L)+ L(x)=1—e"°
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241 241
L(z) = L(sen(t)) — LU(t —m)sen(t — m))
x(t) = sen(t) — U(t — ) sen(t — )

x(t):{ sen(t) t<m

Escrito de otra manera:
2sen(t) t>m

(b) Como y(0) =y'(0) =0
$*L(y) + 60sL(y) + 1000L(y) =10 (—1)"e~ 10
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Lo)=105" — ¢ "
) ;} 52 + 605 + 1000
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L(y) = Z(—l)"ﬁ[sen(l()t)](s +30)e”
n=0
L(y) = Z(—l)"ﬁ[e‘gm sen(10t)]e~16*
n=0
= S (1) _ DT —30(t—2F) _nm
L(y) ;0( DMLt~ 5)e sen(10(t — 7))
Finalmente .
y(t) = ;H)”U(t -5 ) sen(10t — )
" e-30tednm (—1)™ sen(10t)
_ ,—30¢t - NI 3nn
y(t)=e sen(lOt)nz::oU(t 10 )e

Ahora, tomemos un t € (]Y—g, (Nfol)ﬂ}, con N fijo:

N
y(t) = e 3% sen(10t) Z e3nm
n=0

1—e3(N+1)m
1—e3T



De esta forma, la solucién y viene dada por

1 — S+ Nm (N+)r
—30t
= 10t) ————— —_— < -7
y(t) = e " sen(10¢) T 0 < t < 10
P2.- (a) Se puede ver facilmente que los valores propios de A son A\; = 1,\y = 2, ambos de multiplicidad 2.
Buscamos los vectores propios:
)\1 =1:
01 0 2 V1 0
0 0 10 Vg 10
00 1 1 V3 10
0 0 0 1 V4 0
Resolviendo el sistema, encontramos sélo el vector propio
1
g — 0
Y lo
0
Buscamos entonces un vector propio generalizado
01 0 2 1 1
0 010 Vg 10
00 1 1 V3 10
0 0 0 1 V4 0
De donde podemos obtener
0
s |t
27l o
0
Ay =2
-1 1 0 2 V1 0
0 -1 1 0 Vg 10
0 0 0 1 V3 10
0 0 0 O V4 0
1
= 1
B
0
Al igual que antes, buscamos un vector propio generalizado
-1 1 0 2 v1 1
0 -1 1 0 Vg _ 1
0 0 0 1 V3 - 1
0 0 0 O V4 0
0
o -1
= Uy = 0
1
Asi, la solucién general del sistema viene dada por
1 1 0 1 1 0
_ 0 | ¢ 0 1 t 1 2t 1 -1 2t
z(t) =1 0 e+ |t 0 + 0 e’ + c3 1| +cq |t 1 + 0 e
0 0 0 0 0 1



(b) Basta evaluar en ¢t = 0 para encontrar las constantes

1 0 1 0 1
z(0) =c 0 +c L +c ! +c I I
o 210 i I 1 o [T (o0
0 0 0 1 3
De donde se encuentra facilmente que
Cc1 = 1,02 = 5,03 = 0704 =3
La solucién entonces al problema de valor inicial es
1 1 0 1 0
. 0 t 0 1 t 1 -1 2t
z(t) = 0o | €+ 5|t ol 1| o e +3 |t 1l 0 e
0 0 0 0 1

(c) Para encontrar la matriz e*, basta multiplicar por la derecha de la matriz fundamental ®(¢) del sistema
por ®(0)~!. Notemos que

et tet % te?t
0 e €2t 2t _ o2t
o= 0 ¢ G
0 0 O et
101 0
01 1 -1
®(0) = 001 0
0 00 1
Se encuentra facilmente que
10 -1 0
_ 01 -1 1
1 _
®O) = 00 1 0
0 0 0 1
y con esto
el tet % te?! 10 -1 0
A | 0 et et tet — e 01 -1 1
Tl 0 0 e e 00 1 0
0o 0 O et 00 0 1

(d) Para resolver el problema no homogéneo usamos la férmula de variacién de pardmetros

t
z(t) = eay + eAt/ e~ 4b(s)ds
0

donde
1
- 2
°= 1 o
3
y
e %5 —se ¥ —2s —se~2s 1 0 -1 0 1
—s —2s —2s —2s
_As . 0 e e —se —e 01 -1 1 0
e”b(s) 0 0 ~2s —se 2 00 1 0 0
0 0 0 e2s 00 0 1 1
€78 —se”s 7% —se28 1 e —se S —se” 28
B 0 e —2s 756725 _ 6725 1 _ e~ S — 56728 _ 6728
- 0 0 —2s —se2s 0 | —se~2s
0 0 0 e~ 28 1 e2s

Asi, hay que integrar cada término de este tltimo vector entre 0 y ¢ para encontrar la solucion.



P3.- (a)

(b)

(=) Definamos 1(t) = eA+tB)t — eAteBt . Queremos ver que (t) = 0,Vt € R,
Notemos que ' (t) = (A + B)eA+tB)t — AeAteBt _ oAt peBt,
Como AB = BA, se tiene que eA*B = Bet, y asi

W(t) — (A + B)e(A+B)t _ AeAteBt _ BeAteBt
w/(t) _ (A+B)(€(A+B)t o eAteBt)
V' (t) = (A+ B)y(t)

Ademas
Y0)=I—-1I=0

Es decir, 1 resuelve un sistema lineal del cual la funcién nula es solucién. Por el teorema de existencia y
unicidad, se concluye que
P(t)=0,VteR

(A+B)t _ At

(<) Tenemos que e eBt ¥t € R. Derivando esta expresién

(A + B)e(A-i-B)t — AeAteBt + eAtBeBt
Derivando nuevamente
(A+B)(A+B)€(A+B)t —_ AQeAteBt +A€AtBeBt _|_A6AtBeBt +6AtBQeBt

Evaluandoen t =0
(A+B)(A+B)=A?+ AB + AB + B?

A’ + AB+ BA+ B?>= A%+ AB+ AB + B?
BA = AB

Buscamos los valores propios de la matriz de primer sistema.

2-—\ -2

4 —2-a|70

=M\ = Qi,)\g = -

De acd deducimos que las trayectorias son cerradas, pues la parte real de los valores propios es cero.

y

Si calculamos los vectores propios podemos encontrar

- 1 -
()=

El diagrama de fase se muestra en la siguiente figura

X=eldy
Vo= 42y
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Ahora el segundo sistema.
4—-X -1
2 1—2A

=>AM=2,=3

=0

Como los valores propios son reales distintos de igual signo, podemos deducir que se trata de un nodo
asintoticamente estable.

Los vectores propios son

- 1 - 1
v = ) , U2 = 1
El diagrama de fase es el siguiente
¥ o= 4wy
V= Zesy
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